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ECOLE POLYTECHNIQUE

Formulation faible approchée ===

e Approximation des déplacements axiaux réel et virtuel
u~ue Uhc U
U~ o e VMcV

e Forme faible approchee
uh e UM : j(f [EA (duM/dx) (douh/dx) + puh su" dx
+ r un(?) un(¥)
= jsq S dx + Q aM(x;) + P aUN(Y) W Suh e I
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode de Galerkin RN
L MaF

e Approximation d
uh(x) = D o hi(x)
1=1

auP(x) = > Se; h 5o
09 = 3 b () =(HKX)

_ matrice (1Xn) des
H = [hy, hy sy by fonctions de forme
. fonctions de forme
hi(x) (1=1,2,..n) linéairement indépendantes

+ vecteur (Nx1)

o ={a, ..., ..., & .
lo, | ) des inconnues

Prof. Th. Gmur
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Methode de Galerkin RLTITIA

e Forme faible discrete

j [EA (dHT/dx) (dH/dx) + p HT H) dx o 'oce
+ r HT(¢) H(Y)

— J' (EABTB+pHTH)dx (B = dH/dx)
+ r HT(¢) H(Y)
vecteur des

r = J‘f H qdx+H'(x;) Q+HT (/) P forces
0 appliquées

Prof. Th. Gmur
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: - A
Methode de Galerkin RLTITIA

e Forme faible discrete

j [EA (dHT/dx) (dH/dx @) X qamee
gidite
+(r HT(¢) H(¢

= J' (EABTB+pHTH)dx (B = dH/dx)
+ r HT(4) H(?)

/ vecteur des
r = j HT g dx HT(f) P forces
0 appliguées
Termes
nouveaux

Prof. Th. Gmur
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Methode de Galerkin RLTITIA

e Forme faible discrete

j [EA (dHT/dx) (dH/dx) + p HT H) dx d;“ﬁ‘igi'gﬁé
+(r HT(¢) H(¥)

= J' (EABTB+pHTH)dx (B = dH/dx)
+ r HT(4) H(?)

/ vecteur des
0 appliguées
Termes dits
correctifs
Prof. Th. Gmiir
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

/
- >
a
T u
— q
— > > > > > > > r
@) —/\/\/\/UA X, X
»Q >
P
X=Xy=0 P X=X X=X X=X3 X=Xq4=/
E, A
Critére de Points nodaux aux
différentiabilité =  discontinuités
Prof. Th. Gmiir
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

U. q
> > - —» —» —» | ¢
>\—’Qr/lﬁ/\/\/LN .
A P

@)

T2\
gﬁﬂl i A

T

\\V/

M

X=Xy=0 P X =Xy X=X3 X=Xg=1/

pomt E,A élément
nodal fini

Points nodaux aux
discontinuités
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

/
- >
a
P u
- q
—> > > > > > > > r
O —>Q X, X
O ) () O—O—0O O CS/W\H -
\ p
X:XO:O P X=Xz X=X X=X3 X=Xg=1/
point E, A élément crrdticati
hodal P Dlsc,re,tlsatlon
en éléments
finis a deux
noeuds
Prof. Th. Gmur
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

e Approximation des déplacements par élements finis :
association d'une fonction de forme a chacun des nosuds

uh(x) = H(x) g
au(x) = H
) *) matrice (1Xp) des

H = [hy, h,, ..., h]  fonctions de forme
nodales

A Fonctions h;(X) a support compact

Prof. Th. Gmur
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Méthode des elements finis R
L MaF

e Approximation des déplacements par élements finis :
association d'une fonction de forme a chacun des nosuds

u"(x) = H(x) g
ou(x) = H(x) &

matrice (1Xp) des
H

[hy, hy, ..., hy]  fonctions de forme
nodales

q = {9, 9y .., qp}T vecteurs (PX1) des
déplacements nodaux
oq = {AMy, Ay, - 5qp}T

réel et virtuel

A Critéres de convergence a satisfaire par les fonctions h;(X)

Prof. Th. Gmdr
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ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Méthode des eélements finis

e Forme faible discrete
Kg=r (q,=9)
K = j [EA (dHT/dx) (dH/dx) + pHT H) dX  matrice

+r HT(K) H(¢) de rigidité
vecteur des
r = J'f HT q dx + HT(X3) Q + HT(E) P forces
0 appliquées

fj =(; = H(O)q — Uh(O) - U(O) =0 déplaqemen’g

nodal imposeé
A hx) =& (,j=12,..,p)

Prof. Th. Gmdr
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

e Forme faible discrete (analogue a celle dérivée de la
Kg = g,=q) méthode de Galerkin)

K = j [EA (dHT/dx) (dH/dX) + pHTH) dX  atrice

+r H'(¢) H(¥) de rigidité
/ vecteur des
= J- H qdx+H'(x) Q+H'(/) P forces
. appliquées
q = = H(0)q = u"(0) ~ u(0) = 0 deplacement

nodal imposeé

A Fonctions a support compact dans la matrice H

Prof. Th. Gmdr
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ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Méthode des eléments finis
L MaF

e Forme faible discrete (analogue a celle dérivée de la
Kg=r (q,= f]) méthode de Galerkin)
= =

14
K = jo [EA (dHT/dX) (dH/dX) + pHTH) dX  matrice

. de rigidité
ATermes correctifs w E
vecteur des

14
r = j H' g dx forces
0 appliquées

A A ap|
G =0, = HO)q = u"0) ~ u(0) = 0 JoREceTen

A Fonctions a support compact dans la matrice H

Prof. Th. Gmur
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

. Approche locale de la formulation (M éléments a °p nceuds)

Kq = q)
K = A‘- r HT(f) H (/) Matrice élémentaire

(®px®p) de rigidité

K = j FESA (®HJ/dx) (d°H/dx) + £ *HT °H] dx
Matrice des

A" HT(Xs) Q+H'(\)P fonctions de base

Vecteur élémentaire ((px1
er — J‘ eHT eq dX ( p )
e des forces externes

Prof. Th. Gmur
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ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Méthode des eléments finis
L MaF

. Approche locale de la formulation (M éléments a °p nceuds)
Kq = q

rH'(¢) H(/ Matrice élémentaire
‘C ) > (*P%°P) de rigidité
K = j FE°A (®AT/dx) (d°H/dx) +p ®HT €H] dx

Matrice des
r = A@ @ @ fonctions de base
e=1

Vecteur élémentaire (¢px1
er = _[ "HT eq dx Cpx1)

2 des forces externes
A Contributions locales (fonctions a support compact dans H)

Prof. Th. Gmur
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des eélements finis e
L MaF

e Résolution du systéme d’équations APas d'elimination

de colonne

1 kag—tisn i o
2 Ko | koo | ko3 a2 I
3 k32 | K33 S T N 3o
P Op Ip

L | o % o _/
Condition aux limites essentielle en X =0 :>

Prof. Th. Gmur
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Méthode des elements finis R
L MaF

e Systeme d'équations réduit

2 @ Koo | Koz

3 \Kg{ K33

Prof. Th. Gmir
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des éléments finis L““"N

MaF

e Systeme d'équations réduit

2 Koo | Koz 02 Kp1-Q
3 \&{ K33 Y03 % rs \
P Jp Ip

L | o _/ o _/

A Condensation de la matrice de rigidité

Prof. Th. Gmur
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Discrétisation en élements finis .(”l!

FEDERALE DE LAUSANNE

lineaires L MAF

e Elément fini générique a deux points nodaux

e Transformation de coordonnées

& = %[ZX_Xi _Xi+1]

& coordonnée naturelle
°/ longueur de I'élément

Prof. Th. Gmur
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Discrétisation en élements finis m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

linéaires L MAF

e Fonctions de base linéaires de I'élément

“hy *h
T
e, _ 1
hy = 5(1-2)
1
e. _ 1
h, =5(1+¢)
LS, 5 ¢
1 2
E= -1 g=+1
Fl\)/TgIH(;rdhé c?er?g:éments finis -47- 01/11/2018
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Discrétisation en élements finis m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

linéaires L MAF

e Matrice élémentaire de rigidité
Composantes de la matrice de rigidité des élements linéaires

i = [ [°E A (dhydx) (dhyd) + 5 h; ] dx
‘0

J
Calcul des composantes de la matrice

oy = [ FE A @h/007 + 2N ox

_ [ re-e e o e 2
= |, [E*A( h1/d§)+ep hZ)(dx)
= 2/°¢ Dérivée de la
transformation de
: (egl 2) dé& coordonnées
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Discrétisation en élements finis m.mﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

linéaires L MAF

Calcul des composantes de la matrice (suite)

e +lie_ e 12 2 c e ©
ku =], E A(‘?} [%z] +f(1_5)2]2€d5
= "E°AI°0 + ¢p°l/3

%, = %y, = j [°E °A (d°h,/dx) (d°h,/dx)

s 4 pl16 *p ] o

@
~
RO
N
I

J.., TE A (dhyldx)? + o hi] o
"E°A/°C + ¢p°0/3

Prof. Th. Gmur
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Discrétisation en élements finis .(lfl!

linéaires
Matrice de rigidité

oK — eEQAF -1

¥ |-1 1

Matrice (2x2)
indépendante de la
position de I'élement

Parametres de la matrice :
A matériau (‘E L °p) et
géométrie ( A ?)

Prof. Th. Gmiir
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A

FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

1
2

Matrice définie
strictement positive
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Discrétisation en élements finis .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

lineaires L MAF

Matrice de rigidité

eE eA 1 _1
v -1 1

Matrice (2x2)
indépendante de la
position de I'élement

Parametres de la matrice :
A matériau (‘E L °p) et
géométrie ( A ?)

eK =

Matrice définie
strictement positive

Analogie avec une
matrice de masse

> D

Prof. Th. Gmur
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Discrétisation en élements finis .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

lineaires L MAF

Matrice de rigidité

eK _ eE eA 1 _1
v -1 1

Matrice (2x2)
indépendante de la
position de I'élement

Parametres de la matrice : Analogi )
matériau ( E epg et M at:)'gledavfr(\: une
géométrie ( A 0 atrice de masse

Matrice définie
strictement positive

Formulation complete
de la matrice

Prof. Th. Gmiir
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Discrétisation en élements finis .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

linéaires L MAF

Matrice de rigidité

eK _ eE eA 1 _1
v -1 1

Matrice (2x2)
indépendante de la
position de I'élément
Parametres de la matrice : Analogi
A matériau ( E epg et natO_gledavec une
géométrie ( A 2 matrice de masse
A Perte de symétrie A

Prof. Th. Gmiir
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Matrice définie
strictement positive

Formulation complete
de la matrice



Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

meéthode des élements finis L MAF
2E, A E, A
u
> 4& > >—>—>q—>—>?—>
0 ) JX
P
Q o, Q o, Q P Q o,
x=0 X=//4 X=//2 X =3//4 X=/

Barre prismatique soumise a des discontinuités

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

methode des eléments finis L MaF
2E, A E A
u
- 4& > >—>—>q—>—>—>—>
O -~ N ) Q<—r\ ) e
\Jl \J2 \/3 4 \J5 T
Q P Q o, Q P Q o,
x=0 X=//4 X=/1/2 X =3//4 X=/

Barre prismatique soumise a des discontinuités
et subdivisée en quatre éléments finis identiques

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Equation différentielle
— E*A (d°u/dx?) + pu = g*
dans |;=](1—21)¢/4,10/4]

avec

[Tl
S
1
N
T
o
IN
>
IN
~
~
DS

o O
* %
11l
o
O
Qo
N A
IA
IA
IA
~
< DN

Prof. Th. Gmdr
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FEDERALE DE LAUSANNE
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Conditions aux limites

u(0) =0 condition essentielle homogéne
EA (du/dx)|,-, = P condition naturelle pure

e Equations de continuité en flux (contrainte)

lim E [du(x)/dx] — lim 2E [du(x)/dx] = O

X—0/4% X—>0[4~

e e/
lim EA [du(x)/dx] - lim EA [du(x)/dx] Signe

X—30/4+ X—30/4~

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Forme faible approcheée

uhe Uhc U : _[(f [E*A (du"/dx) (dsu"/dx) + p ul su"] dx

= [a* & ox - Q A(3114) +

Condition de bord Vohe VNV
naturelle pure

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Forme faible approcheée

uhe Uhc U : jj [E*A (du"/dx) (dsu"/dx) + p ul su"] dx

1
= * ouh d aun(34/4) + P suh(v
J[ a* o d(—)Q ar(31/4) (’

h
A Force Q négative valeVcV

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

methode des eléments finis L MaF
e Forme faible approcheée
uhe Uhc U : jj [E*A (du"/dx) (dsu"/dx) + p ul su"] dx
= ﬁ q* suhdx — Q SUN(3¢/4) + P suh(Y)
0

Vauhe VicV

avec

U =V = {wx)|w(x) e H(]O, £[) {w(0) = 0}

Condition de bord essentielle homogene

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la .M(mg

méthode des élements finis L MaF

e Systeme d’équations

Kg=r (g,=0)

K = j [CESA (d°HT/dx) (d°H/dX) + o °HT °H] dx
= Matrice élémentaire
(2%2) de rigidité

r= ,&er ~-H'(32/4) Q+H'(¢) P

Vecteur élémentaire (2%1)
e des forces externes

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Matrices élementaires de rigidite

e € . e
EAl1 1 N o 2 1
v -1 1 6 1 2

eK:

i Z 8EA[1 1] pr[2 1
¢ |-1 1 2411 2

2K:3K:4K:4EA 1 —1+p_€2 1
! -1 1 24|11 2

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

2 =2

-2 241 -1
K = 4EA -1 1+1 -1
! -1 1+1
-1

2 1
1 2+2 1
+'0—€ 1 242
24 .

Prof. Th. Gmdr
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Novembre 2018
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ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Assemblage de la

-1 matrice globale de
1 rigidité
1
2+2 1
1 2
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Matrice globale de rigiditée

Prof. Th. Gmdr
Méthode des éléments finis
Novembre 2018

2
—2
0
0

0

-2 0

0O 0 |

3 -1 0 O

-1 2

0 -1 2

0 O

-1 0

-64-

-1
1 1

L Pl
24

OO O O Fr PN

o O b B~ BB

S r h~ B O

At

ECOLE POLYTECHNIQUE

FEDERALE DE LAUSANNE

&~ P O O

01/11/2018
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e \ecteurs élementaires des forces externes

e
ey = ‘q7 {1, 1}T AConcentration de la charge

2 repartie aux noceuds

= Ir = 2r = q;{l, 137

3r = 4r = q_f{l, 1}7
8
e Assemblage du vecteur global des forces externes

- %f {4, 4+4, 4+1, 1+1, 137

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Vecteur global des forces externes

- %ﬁ {4,8,5,2, 137

e Correction du vecteur global des forces externes
m

r=Acr-H'(30/4)Q+H'(\)P

e=1

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e \ecteur glob forces externes

e Correction du vecteur global des forces externes

r HT(30/4) Q + HT(¢) P

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la ljlﬂg

méthode des élements finis L MaF

e Vecteur global des forces externes

- %f {4,8,5(2) 1}7

e Correction du vecteur global des forces externes

r = A °er(-=H"(3//4) Q

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Systeme d'équations linéaires 5q1 =0

wn B3 100 g 4 1 0 09
Rl 1 2 -1 0 |+ 01 4 1 0 /l9
0 24
0 -1 2 -1 01 4 1|9,
0 0 -1 1 | 00 0 1 2/|%
q,=0 g, =0

) % {48,5,2,1}7 +{6;0,0,-Q, P}

A Prise en compte de I'encastrement au nceud 1
Prof. Th. Gmir
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Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Systeme d’équations réduit

'3 -1 0 O] 4 1 0 0]](49

AEA|-1 2 -1 O N ot|l 4 1 0] |G

¢ 10 -1 2 -1 240 1 4 1 d,

0 0 -1 1] 0o 0 1 2 o
| 3 0

A Pas de solution

analytique simple _qc S 4 0
Choix de données 8 |2 -Q
numérigques 1 P

Prof. Th. Gmur
Méthode des éléments finis -70- 01/11/2018
Novembre 2018



Exemple d’application de la AP

FEDERALE DE LAUSANNE

meéthode des eléments finis L MAF

e Application numerigue

Longueur ¢/ = 1m

Section A = 100 mm?

Module d’élasticité = 2.1 10" Pa

Coefficient de charge p=1 10 Aunités
Charge linéique g = 20 kN/m

Force ponctuelle interne  Q = 50 kN

Force a I'extrémité libre P = 25 kN

Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

0.1 —

—0.1 —

solution

solution
approchée a
quatre élements

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

X [m]

Prof. Th. Gmdr

Méthode des éléments finis

Novembre 2018
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Discussion des résultats et commentaires

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Prof. Th. Gmur
Méthode des éléments finis -73- 01/11/2018

Solutions nodales précises, mais FEIIE 01D [
o ) superconvergence en
différentes des valeurs exactes p 9

raison du terme pu

Condition aux limites naturelle approchée en X =/

Discontinuité de la déformation Discontinuite du
(pente) du/dx en X = ¢/4 module E (continuité
de la contrainte)

Continuité de la déformation Discontinujté de la
(pente) du/dx en X = //2 charge ( n'affectant
pas la pente

Discontinuité de la déformation Présence de la force
(pente) du/dX en X = 3//4 ponctuelle Q
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Exemple d’application (Matlab) : o
discontinuités dans une barre L MAF

% ALLONGEMENT D"UNE BARRE SOUMISE A DES DISCONTINUITES
% Initialisation des variables
close all
clear all
syms E AL xsi le je dxstdx h HB p Q P rho Ke Me K re r
syms Kr rr ¢
nelem=4;
nnode=nelem+1;
% Test
t=1divide(int32(nelem), int32(4));
iIT 4*t~=nelem
warning("nelem non multiple de 47)
break
end
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Exemple d’application (Matlab) :
discontinuités dans une barre

% Définition des fonctions de base et de leurs
le=L/nelem;
je=le/2;
dxsidx=2/1le;
h(1)=(1-xs1)/2;
h(2)=(1+xs1)/2;
H=[h(1).h(2)];
B=difF(H,Xxs1)*dxsi1dx;
% Calcul des matrices élémentaires de rigiditeé
Ke=1nt(E*A*(transpose(B)*B)*je,xsi1,-1,1)
Me=1nt(rho*(transpose(H)*H)*je,xs1,-1,1)
% Assemblage des quantités élémentaires
K(1:nnode,l1l:nnode)=0;
for 1=1:t

for j=1:2

for k=1:2
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Exemple d’application (Matlab) : o

FEDERALE DE LAUSANNE

discontinuités dans une barre L MaF

K(i+j-1, i+k-1)=K(i+j-1, i+k-1)

end
end
K
end
for 1=t+1:nelem
for j=1:2
for k=1:2

+2*Ke(J ,k)+Me(J ,K);

K(i+j-1, i+k-1)=K(i+j-1, i+k-1)

end
end
K

end
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Exemple d’application (Matlab) :  EHE

FEDERALE DE LAUSANNE

discontinuités dans une barre L MAF

% Calcul des vecteurs élémentaire et global des
% charges externes
r(1:nnode)=0;
re=int(H*p*je,xsi1,-1,1)
for 1=1:nelem/2
for J=1:2
r(i+j-)=r(i+j-1)+4*re(J);
end
-
end
for 1=nelem/2+1:nelem
for j=1:2
r(itj-D=r(+j-1)+re(q);
end
-
end
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Exemple d’application (Matlab) :  EHE

FEDERALE DE LAUSANNE

discontinuités dans une barre L MAF

% Correction du vecteur global des charges externes
r(3*t+1)=r(3*t+1)-0Q
r(nnode)=r(nnode)+P

% Réduction du systeme d"equations
Kr=K(2:nnode, 2:nnode)
rr=r(2:nnode)

% Application numérique

L=1

A=100*(10"(-6))

E=2.1*(10"11)

rho=1*(1078)

p=20000

Q=50000

P=25000
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Exemple d’application (Matlab) : o
discontinuités dans une barre L MAF

% Résolution du systeme d"equations
Kr=eval (Kr)
rr=eval (rr)
g=1nv(Kr)*transpose(rr)
w(1:nnode)=0;
for 1=2:nnode
w(i)=q(1-1);
end

y=[0:1/nelem:1];
plot(y,1000*w)
xlabel ("xX/L");
ylabel("u [mm]*);

moodle.epfl.ch : = \MATLAB\work
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