Méthode des eléments finis
Formulation intégrale du probleme

modele de |a barre

Prof. F. Gallaire



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

e Orthogonalité (au sens du produit scalaire dans H!) entre
erreur e" = u — u" et déplacement approché uh

Forme faible approchée
e U | j EA (duM/dx) (douh/dx) dx
= P SUN(/) + jjq suhdx v suh e v
Forme faible exacte avec ou = ou" (V" < V)

uel: | j EA (du/dx) (dduh/dx) dx
= P aun(¢) + ﬁq suhdx ¥ Suh e v
0



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Soustraction des deux équations
jj EA (du/dx — duM/dx) (douh/dx) dx
¢
— h h h
= |, EA (de/dx) (dout/dx) dx 0) varew

el fonction erreur

u oA
eh =u—uh
uh projection
Jh = : de U sur VN
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Soustraction des deux équations
jj EA (du/dx — duM/dx) (douh/dx) dx

. j§ EA (deh/dx) (doul/dx) dx = 0V duh e VP
eh fonction erreur

u oA
eh =u—uh
uh projection
Jh = A de U sur VN
W u" meilleure
duh A approximation
de u dans U"
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Soustraction des deux équations
jj EA (du/dx — duM/dx) (douh/dx) dx

. j§ EA (deh/dx) (doul/dx) dx = 0V duh e VP
eh fonction erreur

Méthode de u A oh = )
Galerkin -u-u o
uh projection

LJh = A de U sur VN
M u" meilleure
duh A approximation
de u dans U"
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

e Meilleure approximation u" de la solution cherchée u dans
le sous-espace UM

Norme de Iécart entre la solution U et le déplacement virtuel oU"

[ j [d(u — SuM)/dx]? dx

Q Q
ONO?\

[ [d(u—uh+ uh AuM/dx]? dx

[dx]2 dx + | d(uh _ suh)/dx]? dx
+ 2 ( h— Suh)/dx]
jo [dx] d(uh — SuM)/dx] dx




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

e Meilleure approximation u" de la solution cherchée u dans
le sous-espace UM

Norme de Iécart entre la solution U et le déplacement virtuel oU"

[ j [d(u — SuM)/dx]? dx

[ [d(u—uh+ uh AuM/dx]? dx

[dx]2 dx + | d(uh — SUP)/dx]? dx
+ 2 [ [dfu— utdx] [auh — auhydx] d
jo [ x] d{u Ydx] dx

Q Q
ONO?\




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Insertion du déplacement virtuel W" = u" — Su" (Wh € Vh)
[ j [d(u — SuM)/dx]? dx

- j(f [d(u — un)/dx]? dx + (f (dwh/dx)? dx

+ 2 J'j [d(u — uM/dx] (dw"/dx) dx



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Insertion du déplacement virtuel W" = u" — Su" (Wh € Vh)
[ j [d(u — SuM)/dx]? dx

- jcf [d(u — un)/dx]? dx + jcf (dw/dx)? dx

L9 ‘jf Fel(u—u)/eh-(cwh/a)-dx
0

Prise en compte de I'orthogonalité de la solution (Wh € Vh)

[ j [d(u — Su)/dx]? dx

= [ [d(u—unyiege dx + J| (w2 dx



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Réorganisation de |'égalité
[ j [d(u — uM)/dx]? dx
= jcf [d(u— SuM)/dx]? dx — jj (dwh/dx)? dx
Meilleure approximation dans le sous-espace
jj [d(u — uh)/dx]? dx
< | j [d(u— SUNY/dX]2 dx v Suh e V"

Optimalité des méthodes de
Galerkin et des éléments finis
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Réorganisation de I'égalité

h =7 h -

¢ wh =Cuh — suh =(Vh
jo [d(u — un)/dx]? dx A

= jcf [d(u — SuM)/dx]? dx — jé (dwP/dx)? dx
Meilleure approximation dans le sous-espace
jj [d(u — uh)/dx]? dx
< | j [d(u— SUNY/dX]2 dx v Suh e V"

Optimalité des méthodes de
Galerkin et des éléments finis
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

e Précision locale optimale (valeurs nodales exactes de la
solution) : superconvergence

Démonstration p. 38 du cours
Superconvergence liée a I'allure de la forme
forte et au choix des fonctions de base

o Estimations asymptotiques d’erreur
Rappel de la définition de I'erreur d’approximation

e"(x) = u(x) —u"(x)



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Norme maximale de |'erreur (norme CO)

leM ], = max |e"|
0<x</

Norme euclidienne de I'erreur (norme H9)

It = | [, (e o }

Norme énergétique de l'erreur (norme HY)
f A\
lehly = [ + o ok e
0 = Dimensions

erreur sur le de || e" ||,
déplacement
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

Lot dy | | " [lg 40
J| (e dx} ST

lefle =

21/10/2021
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis
Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

/ 1/2
el = | (deaxy’ dx}

Estimations asymptotiques de I'erreur

€Ml 3@"0 (h//<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence
P  taux de convergence (p = m+1-Kk)
m

degré du polynome complet caractérisant les
fonctions de base h;i(x)

longueur caractéristique du réseau (h = max °/)
e




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

/ 1/2
J| ey dx}

lefle =

Estimations asymptotiques de I'erreur

el < C AP (Wr<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p = m+1-Kk)

M  degré du polyndme complet caractérisant les
fonctions de base h;i(x)

longueur caractéristique du réseau (h = max °/)
e




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

/ 1/2
J| ey dx}

lefle =

Estimations asymptotiques de I'erreur

jeM|l, < C.hP  (hi<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p :@1- 1-k)

m  degré du polyndme complet caractérisant les
fonctions de base h;(X)

longueur caractéristique du réseau (h = max °/)
e




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

/ 1/2
J| ey dx}

lefle =

Estimations asymptotiques de I'erreur

len |l < C@ (h/f<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p = m+1-Kk)

M  degré du polyndbme complet caractérisant les
fonctions de base h;i(x)

longueur caractéristique du réseau (h = max °0)
e




Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de I'erreur)

/ 1/2
J| ey dx}

lefle =

Estimations asymptotiques de I'erreur

@|k < Ch?) (he<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P taux de convergence (p = m+1-k)

M  degré du polyndbme complet caractérisant les
fonctions de base h;i(x)

longueur caractéristique du réseau (h = max °/)
e



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Estimations d’erreur a priori avec des fonctions de base lin€aires

m=1 “hy *h,
p:2 K
1
e ly < Cqh?
|eM]lg < Cegh Y & O
1 2

(|e"]y < Cyh?)



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Estimations d’erreur a priori avec des fonctions de base lin€aires

e e
m=1 hy h,
T
p:2 K
1
el < Cyh?
le"g < Cgh v o

] 1 2
len, < @ ‘=1 ‘= +1
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Estimations d’erreur a priori avec des fonctions de base lin€aires

— °h h
p= Elk 1 2
1
"' & o
1 2
Xx=-1 X=+1

Taux de convergence
déplacement < déeformation
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Exemple : probleme de la barre soumise a une charge répartie

EA[leN|lo EAleN]]e

q {512
1073

q {312

Convergence
plus rapide
Estimation
Acorrecte méme
pour h// ~ 1

_hombre
d'élements finis

norme Hi
de I'erreur

21/10/2021
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

e FEtablissement de la norme énergétique de I'erreur

Interpolation linéaire du déplacement (solution exacte aux nceuds)

ux) = ulx) =u (1=1,2,..,p)

u, uj e interpolation

/ linéaire

u; 2\\ solution

Uu; 4 1 exacte
Ui o Uiy
Ui
b

B e . e Y

2 -l it1 2



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Décomposition en série de Fourier du résidu entre solution exacte

et interpolation nodale entre deux nceuds successifs
Q0

2(x) = u(x) —ux) = D, ansin mzx (0 < x <)
m=1

°¢ longueur de I'élément fini

Norme des dérivées premiere et seconde de la fonction résidu

o0

[ @prarax =L >

[ (@prazy d gi{ g

m:

]%



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Inégalité de Poincaré-Friedrich (M < M2 pour m > 1)

et e

e ep2 e
- [ o< [ (@ra

Caractérisation de la norme de la dérivée du résidu (élément e_Q)

e e)2 e
[ Gpaspar < 5 (" @harar N oo

h2 eg _
< jo (Pu/dx?? dx  (h = max *)
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Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Extension de la caractérisation de la norme a I'ensemble du réseau
j " (dp/dx)? dx < n j " (d2u/dx?)? dx
0 o
Caractérisation analogue de la norme du résidu
¢ h* ¢/
j pPdx < j (d2u/dx?)? dx
0 T 0

Norme énergétique de la fonction résidu

[+ v dx <
0 P = 2

h* ¢
< 5 jo (d2u/dx?)? dx (/¢ <<1)

hZ
1+F

[ (f (d2u/dx?)? dx



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Norme énergétique de l'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme HY)

jj [(e")2 + (deh/dx)?] dx < j(f [ + (dp/dx)?] dx

h ¢/ , " Meilleure
< 2 Io (d“u/dx*)” dx Aapproximation

possible



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Norme énergétique de l'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme HY)

js [(e")2 + (deh/dx)?] dx < j(f [ + (dp/dx)?] dx

h2 ¢ 2 2)\2
< Pjo(du/dx) dx

2
2 2 h 2
= |[eMf £ el £ > | d?u/dx? |5



Analyse de convergence de la méthode
des éléments finis

Norme énergétique de l'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme HY)

jj [(e")2 + (deh/dx)?] dx < j(f [+ (dp/dx)?] dx

he (¢
< 5 jo (d2u/dx?)? dx

2
2 2 h 2
= |[eMf £ el £ 2 | d?u/dx? |5

(e, < @ (hi? << 1)
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Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

e Energie potentielle totale (fonctionnelle) du systeme

J(w) = %Lf EA (dw/dx)? dx — [jsqwdx + P w(0)]

énergie de déformation travail des forces externes

14
| |
u
> q
Oe/ | - —P P - —P P X,X
7 —
X dx
|

E,A
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Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

e Approche variationnelle Condition aux
Minimisation de la fonctionnelle A limites essentielle
Ju) < IJw) Vwel - aw(0) =0
Variation premiere de la fonctionnelle
S(w) = | (f EA (dw/dx) (dow/dx) dx
_ [jjq Sw dx + P Sw(0)]

= ]| [EA (@w/dx?) + g] ow dx

(EA (dw/dx)| —~— P] Sw(0)
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Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

Stationnarité de la fonctionnelle
oAJw=u) =0 VvVwel
= EA (d2w/dx?) +q = 0
EA (dw/dx)| _ — P =0



Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

Stationnarité de la fonctionnelle

oJ(w=1u) = O

équations
d’Euler-Lagrange

Equivalence de la formulation
variationnelle et de la forme forte
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Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

e Méthode de Ritz-Galerkin

Approximation de Ritz-Galerkin

n -
Analogie avec
W) = Y () A /a méthode de
1=1 Galerkin

Fonctionnelle approchée
1 ¢/
h = — N/q+)\2
J(wh) 2-[0 EA (dw /jx) dx
- [joqwhdx + Pwh(0)]



Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

Insertion de Iapproximation dans la fonctionnelle approchée

AJ(W“) = ZZak o —Za,r,

i=1 j=1

Analogie avec ki = j EA (dhy/dx) (dh./dx) dx
la formule de r :h(é)P+j he g dx

Clapeyron
Minimisation de la fonctionnelle approchée A

oJWh=u"/oe; = 0 (i=1,2,..,n) Analogie avec
N _ la méthode
= Z kij o = T (1=1,2,..,N) des éléments
=1 finis



Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

o Interprétation physique de la forme variationnelle approchée

Surestimation de I'énergie potentielle totale J
Ju < Jw) Vwel
= Ju) < Jun vuheUh

Energie potentielle totale au point de stationnarité (W = U)

J(u) = %jﬁ EA (du/dx)? dx — jjq udx — P u(f)

Forme faible au point de stationnarité (oU = U)

ngA (du/dx)? dx = jjq udr + Pu(l)



Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

Lien entre énergie potentielle totale J et énergie de déformation U
1 ¢/
W = -5 jo EA (du/dx)? dx = — U(u)
Sous-estimation de I'énergie de déformation U

Ju) < Ju) vuhe Uun
= U@) > U@u") vured

Sous-estimation Surestimation
des déplacements de la rigidité
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