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)
Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Orthogonalité (au sens du produit scalaire dans H1) entre
erreur €" = u — UM et déplacement approché u"

Forme faible approchée
uh e U | s EA (duM/dx) (dsuM/dx) dx
= P SUN(/) + jjq auhdx v suh e v
Forme faible exacte avec U = ou" (V" <= V)
uel: | j EA (du/dx) (dSuh/dx) dx
= Pal() + ['qaldx v aleV
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Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

Soustraction des deux equations
J, "EA (du/dx — duh/dx) (dsuM/dx) dx
j EA (de"/dx) (douh/dx) dx <{0) ¥ ouhe VP

el fonction erreur

u <A
eh=u-uh
u" projection
LJh = Vh de U sur VM
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Soustraction des deux équations
J, "EA (du/dx — duh/dx) (dsuM/dx) dx
j EA (de/dx) (douh/dx)dx = 0 ¥ duh e VP

el fonction erreur

u <A
eh=u-uh

u" projection

LJh = Vh de U sur VM
M u" meilleure
ouh A approximation
de U dans U"
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Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

methode des eléments finis L MaF
Soustraction des deux équations
J, "EA (du/dx — duh/dx) (dsu/dx) dx
j EA (de/dx) (douh/dx)dx = 0 ¥ duh e VP

el fonction erreur

Méthode de u A
i h =] - h
A Galerkin er=u-u o

u" projection

@ de u sur V"
M u" meilleure
ouh A approximation
de U dans U"
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Analyse de convergence de la IM(Ifl’

méthode des élements finis L MaF

e Meilleure approximation UM de la solution cherchée U dans
le sous-espace U"

Norme de I'écart entre la solution U et le déplacement virtuel oun
4
jo [d(u — suM)/dx]2 dx

[ [d(u-uh+ uh ouM/dx]? dx

[dx]2 dx + | d(uh _ SUN)/dx]? dx
+ 2 [ [dfu - udx] [d(u" — suMy/dx] d
jo[x]_<u )i
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Analyse de convergence de la IM(Ifl’

méthode des élements finis L MaF

e Meilleure approximation UM de la solution cherchée U dans
le sous-espace U"

Norme de I'écart entre la solution U et le déplacement virtuel oun
4
jo [d(u — suM)/dx]2 dx

[ [d(u-uh+ uh ouM/dx]? dx

[dx]2 dx + | jdijdx
+ 2 jo [dx] jdxj dx
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Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

Insertion du deplacement virtuel wh = uh — suP (Wh € Vh)

[ j [d(u — SuM)/dx]? dx

= j [d(u — un)/dx]? dx + j (dwh/clx)? dx

+ 2 Ij [d(u — uM)/dx] (dw"/dx) dx
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Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des éléments finis L MaF
Insertion du deplacement virtuel wh = uh — suP (Wh € Vh)
[ j [d(u — SuM)/dX]? dx
= [ [d(u - u/ax]? o + J| (@wicy? o

) ‘fg Fel(e—un) e (/e -clx
0

Prise en compte de 'orthogonalité de la solution (Wh S Vh)

[ j [d(u — sun)/dx]? dx
= [ [d(u - u)/ax]? o + J| (w2 dx
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Analyse de convergence de la T

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

Réorganisation de I'égalité
[ j [d(u — uP)/dx]? dx
= | é [d(u — SuM)/dx]? dx — jj (dwh/dx)? dx
Meilleure approximation dans le sous-espace
[ (f [d(u — uP)/dx]? dx
< | j [d(u — SuN)/dx]2 dx V Suh e V7

Optimalité des méthodes de
Galerkin et des éléments finis
Prof. Th. Gmur
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Réorganisation de l'égalité
[ (f [d(u — uM)/dx]? dx A"Vh @
= | (f [d(u — SuM)/dx]? dx — js (dwh/dx)? dx
Meilleure approximation dans le sous-espace
[ (f [d(u — uP)/dx]? dx
< | j [d(u — SuN)/dx]2 dx V Suh e V7

Optimalité des méthodes de
Galerkin et des éléments finis
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Analyse de convergence de la
methode des éléments finis

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

e Precision locale optimale (valeurs nodales exactes de la

solution) : superconvergence

Démonstration p. 38 du cours
Superconvergence liée a l'allure de la forme
forte et au choix des fonctions de base

e Estimations asymptotiques d’erreur
Rappel de la définition de I'erreur d’approximation

e"(x) = u(x)—u"(x)
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Analyse de convergence de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

meéthode des eléments finis L MAF

Norme maximale de I'erreur (norme CO)

(e = max |e"|
0<x</

Norme euclidienne de 'erreur (norme HO)

I = | [ @) ox }

Norme énergetique de I'erreur (norme Hl)
N G R S L e
0 — Dimensions

erreur sur le erreur sur la de || eh |4
déplacement déeformation
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Analyse de convergence de la oy
methode des élements finis L MaF
Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
h — l h 2 1 || eh ||E 7L) 0
| en e “O(de Jdx)? dx g RN
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meéthode des eléments finis L MAF

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
1/2

leh e = { [ (f (deh/dx)? dx

Estimations asymptotiques de l'erreur
| e" [l S@]p (h/£<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p = M+ 1—-K)

M  degré du polynGme complet caractérisant les
fonctions de base hi(X)

longueur caractéristique du réseau (h = max /)
e
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Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
1/2

leh e = { [ (f (deh/dx)? dx

Estimations asymptotiques de l'erreur

le" |, < Cy @ (£ <<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p = M+ 1—-K)

M  degré du polynGme complet caractérisant les
fonctions de base hi(X)

longueur caractéristique du réseau (h = max /)
e
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Analyse de convergence de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

meéthode des eléments finis L MAF

Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
1/2

leh e = { [ (f (deh/dx)? dx

Estimations asymptotiques de l'erreur

[e"[l, < C,hP (h/f<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence
P taux de convergence (P =@+ 1-Kk)
m

degre du polynome complet caractérisant les
fonctions de base hi(X)

longueur caractéristique du réseau (h = max /)
e
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Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
1/2

leh e = { [ (f (deh/dx)? dx

Estimations asymptotiques de l'erreur

el < C@ (h/£<<1) Kk type de norme

C, facteur de convergence

P  taux de convergence (p = M+ 1-K)

M  degré du polynGme complet caractérisant les
fonctions de base hi(X)

longueur caracteristique du réseau (h = max )
e
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Semi-norme de I'énergie de déformation (norme Hé de l'erreur)
1/2

leh e = { [ (f (deh/dx)? dx

Estimations asymptotiques de l'erreur

@|k < Cch?) (hi<<1) Kk type denorme

C, facteur de convergence

P taux de convergence (p = M+ 1—-K)

M  degreé du polynGme complet caractérisant les
fonctions de base hi(X)

longueur caractéristique du réseau (h = max /)
e
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Analyse de convergence de la oy
methode des élements finis L MaF
Estimations d'erreur a priori avec des fonctions de base linéaires
m=1 My he
p=2-k r
le"p < Coh2  *
| €Ml < Ceh v O
1 2
le"[ly < Cyh E=—1 E=+1
(le"]p < Cyh?)
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Estimations d'erreur a priori avec des fonctions de base linéaires
N N
lehy < Cohz
Jehfle < Ceh v O—*
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Analyse de convergence de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

methode des eléments finis L MAF
Estimations d'erreur a priori avec des fonctions de base linéaires
m=1 +— “hy eh2
1
' o 5o ©
1 2
f==1 §=+1

Taux de convergence
déplacement < déformation

Prof. Th. Gmiir
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Analyse de convergence de la
methode des éléments finis

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Exemple : probleme de la barre soumise a une charge répartie

EA[leN|[o EAIleM [

RIEL RIEL Convergence
1072 plus rapide
n Estimation

correcte méme
pour h// ~ 1
107
norme Hi
d'éléments finis
]_00 \ \ \ m
1 2 4 8
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e Etablissement de la norme énergétique de l'erreur

Interpolation linéaire du déplacement (solution exacte aux noeuds)
uI(Xi) - u(Xi) = ui (I = 1’ 2’ ey p)
u, U T interpolation

/ linéaire

% solution

u, | Yi exacte
Ui Uj+2
Uj+1
X
E ) M R )
N _/ _/
-2  i1-1 | I+1 I+2
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Décomposition en série de Fourier du residu entre solution exacte
et interpolation nodale entre deux nceuds successifs

p(xX) = u(x) - u.(x)—Zamsmm;ZX (0 <x<°/)

°/ longueur de I'élément fini

Norme des dérivées premiere et seconde de la fonction résidu

gl 2 — eg i Mz ; 2
jo (dpldxydx = - 2, TF| &
m=

ef ) . egoo m72'42
jo (d2pldx2)2dx = = ) [_J a2
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Inégalité de Poincaré-Friedrich (M < M2 pour M > 1)

e€2 m7z42 > 1
M}amﬂz[eg & (m=1)

& eEZ &
= jo (dpldx)2 dx < (@XZ)Z dx

Caractérisation de la norme de la dérivée du résidu (elément e.Q)

& e 2 & u.(x
J, @ordzdx <, [ (dultxe)? dx A"né'gife

L jeg (d2u/dx?)? dx  (h = max °/)
-~ 72_2 0 o
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Extension de la caractérisation de la norme a I'ensemble du réseau
¢ h? ¢
j (dpldx)2dx < =, j (d2u/dx?)? dx
0 T J0
Caractérisation analogue de la norme du résidu
¢ h* ¢
_[ pax < j (d2u/dx?)? dx
0 T Y0
Norme énergétique de la fonction résidu
2 2
/ h h
" qdx < |1+
J [P+ (dpld dx < 25 1+ 25

< n j ! (d2u/dx?)?dx  (h/f <<1)
< 22 )

[ j (d2u/dx?)? dx
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méthode des élements finis L MaF

Norme énergétique de I'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme Hl)

[ j [(e")2 + (de?dx)2] dx < | j [ + (dpldx)?] dx

N 00 o oo Meilleure
= 12 -[o (d°u/dx?)" dx A approximation

possible
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Norme énergétique de I'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme Hl)

jj [(e")2 + (de/dx)?] dx < jj [ + (dpldx)?] dx
s [ (d2uidx?)? dx
<l

C2

2 1
2 2 h 2
= JleMf £ ol £ - | d2u/dx? |5
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FEDERALE DE LAUSANNE
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Norme energétique de I'erreur entre solution exacte et
déplacement approché (norme Hl)

[ s [(e")2 + (de?dx)2] dx < | j [ + (dpldx)?] dx

h? ¢
< 5 jo (d2u/dx2)? dx

2
2 2 h 2
= JleMf £ el £ FIIdZU/dlelo

[l < C,I)  (We<<)
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Forme variationnelle du probleme M

modeéle de la barre L MaF

e Energie potentielle totale (fonctionnelle) du systeme

J(w) = %jj EA (dw/dx)? dx — [_[jqwdx + P w(/)]

énergie de deformation travail des forces externes

4

- >
u
= q
O | - | —P e - —P P x’ X
_ >
X dx
|

E, A
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Forme variationnelle du probleme g
modele de la barre L MaF
e Approche variationnelle Condition aux
Minimisation de la fonctionnelle A limites essentielle
— ow(0)=0

Ju) < Jw) Vwel

Variation premiére de la fonctionnelle
SI(W) = j EA (dw/dx) (dsw/dx) dx
- [j q owdx + P sw(0)]

= — | j [EA (d2w/dx?) + q] Sw dx

@ (dw/dx)| —~~ P] ()
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Forme variationnelle du probleme
modele de la barre

Stationnarité de la fonctionnelle
oJw=u) =0 Vvwel

— EA (d®w/dx?) +gq = 0
EA (dw/dx)‘ng - P =0

Prof. Th. Gmiir
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Forme variationnelle du probleme T

FEDERALE DE LAUSANNE

modele de la barre L MaF

Stationnarité de la fonctionnelle

oJ(w=u) = O
0

P=0

Equivalence de la formulation
variationnelle et de la forme forte

éguations
d’Euler-Lagrange

Prof. Th. Gmur
Méthode des éléments finis -112- 18/10/2018
Octobre 2018



. . )
Forme variationnelle du probleme M

FEDERALE DE LAUSANNE

modeéle de la barre L MaF

e Meéthode de Ritz-Galerkin

Approximation de Ritz-Galerkin

n o
Analogie avec
Wh(X) = Z a; hi(X) A la méthode de
1=1 Galerkin

Fonctionnelle approchée
W) =+ [ EA (dwhidw)? d
270
- [j(quh dx + Pw(0)]
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Forme variationnelle du probleme M

FEDERALE DE LAUSANNE

modeéle de la barre L MaF

Insertion de Iapproximation dans la fonctionnelle approchée

i=1 j=1

AJ(W“)— ZZak a—Zar

Analogie avec i = j EA (dhy/dx) (dh;/dx) dx
la formule de r = h()P + J- h. g dx

Clapeyron
Minimisation de la fonctionnelle approchée A

oJwh=u"/og; = 0 (i=1,2,..,n) Analogie avec
L _ la méthode
= Z Kiog =1 (1=1,2,..,N) geséléments
=1 finis
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Forme variationnelle du probleme M

FEDERALE DE LAUSANNE

modeéle de la barre L MaF

e Interprétation physigue de la forme variationnelle approchée

Surestimation de I'énergie potentielle totale J
Ju < Jw) Vwel
= J(u) < Juh vuhe U

Energie potentielle totale au point de stationnarité (W = U)

J(u) = % j(fEA (du/dx)? dx — jj qudx — P u(/)

Forme faible au point de stationnarité (OU = U)

J-(f EA (du/dx)? dx = jsq udx + Pu(¥)
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Forme variationnelle du probleme M

LE DE LAUSANNE

modeéle de la barre L MaF

Lien entre énergie potentielle totale J et énergie de déformation U

I(u) = - % jj EA (du/dx)? dx = — U(u)

Sous-estimation de I'énergie de déformation U
Ju) < Juh) Vvuhe U
— U(u) > U vureld

Sous-estimation Surestimation
des déplacements de la rigidite
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