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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Caractere compact des fonctions de forme nodales
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Restriction de la solution UM sur I'élément fini générique ¢
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Caractérisation de la restriction €u" de la solution uh sur
I'élément fini générique*2

°p
eun(x) = D °h.(x)eq. = © e °p nombre de nceuds
() ; hi(x) e = "H(x) " de I'élément €2

matrice (1x®p) des
“H = [hy, *hy, ..., %hy, .., "he)]  fonctions de base de
I'elément °2

vecteur (°px1) des
{¢q,, €0y, ..., &d;, ..., eqep}T déplacements nodaux
de I'élément ¢Q2
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Restriction de la solution sur un élément fini a deux nosuds

2
eun(x) = %ehm g = °H(X) °q

“hy *h,
eH — [ehl, ehz]
°q = {°q;, °,}'
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Localisation des déplacements nodaux

g = °Lq
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Exemple de localisation et tableau de connectivité associé
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O 00100
AL = pour |'élément fin‘@
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numeérotation
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Critéres de convergence 3 satisfaire par les fonctions “h.(X)

Critere de complétude L _ .
Critere de différentiabilite ACrltgrel'o; Identlcr|]ueslabce|ux
Critere de continuité € approche globale

e Criteres de continuité restreinte

hix) = & (,j=1,2, ..., °p) c

Critere de déplacement rigide

0
Critere de déformation constante Z [dehi(x)/dx] =0
=1
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Assemblage des grandeurs élémentaires
Rappel de la forme faible approchée

he Uh: j EA (du/dx) (doun/dx) dx
= P ouh(v) + jqauhdx v Suh e VN

Prise en compte de I'additivité de l'intégration (M éléments finis)
m
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exl
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Insertion de I'approximation locale  eyh = °H eq

eé‘uh — He5q
Z 5qT{ [ = (deHT/dx) (deH/dx) dx - °q A

Insertion de la localisation des déplacements  ¢q =

o = L5q
Z LT{ °EeA (d°HT/dx) (d°*H/dx) dx - °L g

= HT(E)Pﬁem—j "H' eq dx —O‘
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Forme faible discrete locale K g = r

m
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e=1
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Matrice élémentaire (*p*x®p) de rigidité
°K = LQeEeA (d°HT/dx) (d°H/dx) dx

e Vecteur élémentaire (®px1) des forces extérieures
or = "HT(() P &y + | “HT g
°0

e QOpération d'assemblage des matrices et vecteurs élémentaires

m
e=1 A opérateur
m
d’assemblage
r=2 °LTer r =
e=1




Meéethode des eléments finis : approche locale

e Exemple d’assemblage d'éléments finis a deux points nodaux
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Assemblage
schématique de la
matrice de rigidité

globale

Sommation
A des termes
communs
Structure
A en forme
de bande

06/10/2021

"K

-58-



Meéethode des eléments finis : approche locale

e Matrice de rigidité d'un élément fini a deux points nodaux
Changement de repere
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Fonctions de base linéaires de I'élément

*hy *h
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Composantes de la matrice de rigidité
%y = ). °E A (dhy/dx)? d
- : °E °A (d°h, /d (A Zdx) dx

K, = j °E A (d"hy/d) (d°h/ck) dx
= _*E°A /%y

°k,, = LQGE A (dh,/dx)2 dx = °E °A /%
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Matrice élémentaire de rigidité
e eeeal 1 -1 Q Matrice (2x2)
v -1 1
Critere de
A déplacement
Matrice indépendante rigide
A position de |'élément fini
dans le réseau

Parametres de la matrice : matériau
A (°E) et géomeétrie A, °/) de
I’élément fini
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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Systeme d'équations linéaires Kq = r
-
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Meéethode des eléments finis : approche locale
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Exemple d’application de la méthode des éléments finis

. 2
q=4(1- %)
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Barre prismatique soumise a une charge répartie
et subdivisée en quatre éléments finis identiques



Exemple d'application de la méthode des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité
‘EA 1 1] 4EA{ 1 -1
v | -1 1 ¢ |1 -1 1

eK:

o Assemblage de la matrice globale de rigidité
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Exemple d’application de la méthode des eléments finis

e Matrice globale de rigidité

e Composantes du vecteur élémentaire des forces externes

er = |
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Exemple d’application de la méethode des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes

A E= (X=X —X, )l = &= pour L0
A Termes dépendant de la A Intégration
position de |'élément fini locale possible
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Exemple d'application de la méthode des éléments finis

e Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
’ry = LMUI( 4XZ) [1+(8X 3] dx = 7¢¢/192
3, =3, = %y = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes
T

_{23,6 34, )_( 7 Z 0, SO}T
192

e \ecteur des forces externes
oV Conservation de
r = 1qu {23 34,7, 0, 0Y A la charge totale
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Exemple d’application de la méthode des éléments finis

e Systeme d'équations linéaires

1 [a) [a Nn_1(0 1o

L L \v) |\ |\ Il o=J

a2 100 4, |34

A 1 2 -1 o)lg, =981y
14 192

®» 0 -1 2 -1||49 0

0 0 0 -1 1]% 0

Systeme Prise en compte de
singulier I'encastrement au noeud 1
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Exemple d’application de la méthode des eléments finis

e Systeme réduit d'équations linéaires

2 -1 0 0]]Y9 34
4EA|-1 2 -1 0 |G| §G¢ |7

¢ 0 -1 2 -1/l9,| 192]0
0 0 -1 1]|G 0

Résolution du systeme par la méthode
d’élimination de Cholesky



Exemple d’application de la méthode des éléments finis

e Solutions nodales
q, = 41G¢%/(768EA)
0, = G¢¢/(16EA)
d, = G/°/(16EA)
0 = G¢*/(16EA)
e Déplacement approché
- 4r
EA

uh(x) {0.05339 h,(x) + 0.0625 hy(x)

+ 0.0625 h,(x) + 0.0625 ho(X)]}



Exemple d’application de la méthode des éléments finis

EA uh

~ solution

o4 exacte
0.06 »

solution
approchée
0.04 — a quatre eléments
solution
 approchée
0.02 — , a huit éléments
’ solution
approchée
a deux éléments )44
0.

| | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Exemple d’application de la méthode des eléments finis

06/10/2021

Discussion des résultats et commentaires

Accroissement de la précision globale avec le nombre P
d’éléments finis du réseau

Solution exacte en X = 0 Condl’_uon aux I_anntes
essentielle verifiee par

I"approximation un

Solutions nodales exactes Superconvergence
(résultat non

généralisable)

Condition aux limites i ,APP“()X,'m?;CI?L_nn )
naturelle exacte en X = / Ineaire (resultat no

généralisable)
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Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% ALLONGEMENT D'UNE BARRE DISCRETISEE EN ELEMENTS
LINEAIRES
% Initialisation des variables
close all
clear all
syms E A L xsi le je dxsidx h H B Q Ke K re r
syms Kr rr q
nelem=4;
nnode=nelem+1;
% Test
t=idivide (int32 (nelem) ,int32(2)) ;
if 2*t~=nelem
warning('nelem impair')
break
end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% Définition des fonctions de base et de leurs dérivées
le=L/nelem;
je=le/2;
dxsidx=2/le;
h(l)=(1-xsi)/2;
h(2)=(1+xsi)/2;
H=[h(1) ,h(2)];
B=diff (H,xsi) *dxsidx;
% Calcul de la matrice élémentaire de rigidité
Ke=int (E*A* (transpose (B) *B) *je,xsi,-1,1)
% Assemblage des quantités élémentaires
K(1l:nnode,l:nnode)=0;
for i=l:nelem

for j=1:2

for k=1:2
K(i+j-1,i+k-1)=K(i+j-1,i+k-1)+Ke(j, k)



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

end
end
K
end
% Calcul des vecteurs élémentaire et global des charges
externes
r(1l:nnode)=0;
for i=1l:nelem/2
x=le* (i-1)*(1l-xsi) /2+le*i* (1l+xsi)/2;
re=int (H*Q* (1-4* (x/L) ~2) *je,xsi,-1,1)
for j=1:2
r(i+j-1)=r(i+j-1)+re(j):
end
r

end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% Résolution du systeme d'équations

Kr=K (2 :nnode, 2 :nnode)

rr=r (2:nnode)

g=inv (Kr) *transpose (rr)

% Application numérique

E=1

A=1

o=1

L=1

g=eval (q)

w(l:nnode)=0;

for i=2:nnode
w(i)=q(i-1);

end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

clear all g=30-%)
syms EALXsileje dxsidxhHB QKe Krer o en wr &
syms Kr rr q % work in symbolic expressions | s e S
nelem=4; % number of elements 2 ===
nnode=nelem+1; % number of nodes " oo on | o oo |
% Test R T R——
t=idivide(int32(nelem),int32(2)); :
% Because the load is applied to until L/2, it is better to use the number of element as
muptiple of 2
if 2*t~=nelem
warning(‘nelem impair’)

%break Comment/remove this line!
end
% Definition des fonctions de base et de leurs derivees
le=L/nelem;
je=le/2; % dx = (dxsidx) dxsiw—_
dxsidx=2/le; @= (“472) dg

- _
h(1)=(1-xsi)/2; _”‘*‘”—*—*—w——.@ = 200 :

h(2)=(1+xsi)/2;

H=[h(1),h)];,

B=diff(H,xsi)*dxsidx; - B = d°H/dz = d°H/d¢(dE/dx)
% Calcul de la matrice elmentaire de rigidite
Ke=int(E*A*(transpose(B)*B)*je,xsi,-1,1)

1
\ K = / E*BTBd(¢1/2)d¢
J—1
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Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% Assemblage des quantites elementaires

g=40-%)

K(1:nnode,1:nnode)=0; % bBu J:/E’A 05
for i=1:nelem ) 3 4 5
- (2] L $ X x
for j=1:2 —o& C O —
for k=1:2 "= 1 2 3 R
K(i+j-1,i+k-1)=K(i+j-1,i+k-1)+Ke(j,k): PR RN L BN L LA
end /
end ~ =
K
end
% Calcul des vecteurs elementaire et global des charges externes
r(1:nnode)=0;
for i=1:nelem/2 % becaude it is applited to until L/2
x=le*(i-1)*(1-xsi)/2+le**(1+xsi)/2; +— Erom
re—int(H*Q*(l-4*(x/L)"2)*je,xsi,-1,1\ &= 2x—x;—x;,)!
for j=1:2
r(i+j-1)=r(i+j-1)+re(); _
end r = @@a@ (i=1,2)
r
end
% Resolution du systeme d'equations
% Remove first row and colum from BC (at x=0, q1=0)
Kr=K(2:nnode,2:nnode) 0—0—01g 23
rr=r(2:nnode) - 2 210 0 g 34
g=inv(Kr)*transpose(rr) TUABANG 2 g 0llg =9y
19 0 12 e Mo
» 0 0 -1 19 0
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