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Formulation intégrale du probleme

modele de |a barre
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Rappel: Equivalence des formulations forte et faible

e Forme forte = forme faible
Rappel de la formulation forte

— EA (d*u/dx?) = g dans ]0, /]
u(@0) = 0
EA (du/dw)| _, = P
Forme intégrale pondérée
0 = j(f[EA ([du/dx?) + gl dudx YV oueV

V= {ou(x) | du(x) € H'(]0, £]) ; ou(0) = 0}



Rappel: formulation faible

Intégration par parties

0 = jj EA (du/dx) (déu/dx) dx

— [EA (du/dv) @]\ﬁ - jjqﬁudx v

Prise en compte des conditions aux limites et du caractere
cinématiguement admissible du déplacement virtuel

@: [ j EA (du/dx) (ddi/dx) dx

14
= [goudx VéueV
— forme faible 0
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Rappel: Formulation faible approchee

27/09/2018

Approximation des déplacements axiaux réel et virtuel
u~u'elclU ou~ou e VicV
Forme faibleCapprochée
uh e U jo EA (dut/dx) (dduh/dx) dx
— P Sui(l) + ij Suidx Y dur e V'
0

Choix de n fonctions de forme linéairement indépendantes,
constituant une base du sous-espace U" de dimension »

hix)(i=1,2,..,n)




Rappel: Methode de Galerkin

e Approximation d
W(x) = D o hix)
i=1

H=[h,hy.hy .. h] matrice (1xn) des

fonctions de forme

vecteur (nx1)
des inconnues

Méme forme
d’approximation

pour u” et ou”

a = {o, %, ..., %, ..., A}

5%’“():”5,-/4,-() oo
X léa x:@
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Rappel: Methode de Galerkin

e Caractérisation des fonctions de forme

hi ho(x) h1(x) '
W x
& g
h3(x)

Fonctions 4/(x) (i = 1, 2, ..., n) définies globalement sur le
domaine [0, /] et respectant la condition aux limites essentielle
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Rappel: Methode de Galerkin

e Insertion de I'approximation dans la forme faible approchée
(
|  EA [d(H Sa)"/dx] [d(H or)/dx] dx
= [H(/) 5a]T P + J‘E[H sa]Tgdx V &
0

/
= & | | E4 (dH/dx) (dH/dx) dx - o

. /
rr?ajcdrl_?%e _ [HT()) P + j H'gdx]| =0 Voo
rigidité 0
vecteur des forces
appliquées r

= oo'(Ka —r) =0 V do
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Rappel: Méethode de Galerkin

e Forme faible discrete

of .
_ T matrice de
K .OEA (dH"/dx) (dH/dx) dx rigidité
o/
=1, EA BB dx

r=H()P + J%HT g dx vecteur des forces
0 appliquees

matrice-déformation ou de
B = dH/dx passage des déplacements aux
déformations



Rappel: Exemple d’application de la méthode de
Galerkin

_~ 4x2
q=q(1- 52)
T~ E, A
uh
—
O X, x
£/2 /2
| -« >
14
- >

Barre prismatique soumise a une charge répartie



Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

o Adaptation de la formulation faible approchée

14
e Ut jo EA (duh/dx) (douh/dx) dx

_ j(fuq 4x°

62
e Approximation a deux termes des déplacements réel et
virtuel par la méthode de Galerkin

u(x) = «a +

su(x) = da) + 5

oudx Y ouh e Vh
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Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Choix des fonctions d'approximation
h(x) = x/¢ (dh,/dx = 1/7)

hy(x) = x?/02 (dh,/dx = 2x/(?)

hoome)y=xt hy py)=x2/02
+1 +1

0 14 0 4

A Respect de la condition aux limites essentielle en x =0
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Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Calcul de la matrice de rigiditée K

/
ki = | EA (dhy/dvp dx = j EAdx EA/l

/
k,, = kz1 = j EA (dh,/dx) (dhz/dx)dx

— ("EA %X dx = Eal

J0 €3

w4 14

kyy = | EA (dhy/dx)* dx = jOEA g dx = 4EA/(30)
' ¢

- kBB 3

3¢ |3 4



Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

__j€/2

= G0/16

IE/Z

= G0/60

— r:q_g

240

{

15
4

hdxj

hdxj

|

Calcul du vecteur des forces externes r

/2

/2

o4

€2




Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Systeme d'équations Ko =r
EA|3 3||lay| _ g0 |15
3¢ |3 4 240 | 4

05

e Résolution du systeme d’équations
o, = Gl*/(S5EA)
a, = —11g0%/(80E4)

e Solution approchée du probleme
g llx

10X
uh(x) — q_ it
16/

SEA




Rappel: Exemple d’application de la méthode de
Galerkin

solution

EAu"  solution approchée solution
0.08 = 502 approchée  a deux termes exacte
a trois termes
0.06 —
0.04 —
solution
002 approchée
a un terme
x/t




Meéethode des éléments finis : approche globale

¢
¢ >
q
| | | P
L”@ T T N N b A
7 S % Y TN %
h
point\ [(élément " o, Discrétisation
nodal fini ’ en éléments
/ finis a deux
= > noeuds
ZQ mQ
x2 XP - é X; X
N\ ~
\_/ _/
2 p
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Meéethode des éléments finis : approche globale

Approximation par éléments finis : association d'une fonction
h(x) a chacun des p points nodaux

Cas particulier
Ade la méthode

wh(x) = Z h(x) g, :‘ de Galerkin
matrice (1xp) des

H = [hp By oy hy ool fonctions de forme
P nodales

_ T vecteur (px1) des
q = 9192 9> > 9} déplacements nodaux

p
Sul(x) = h(x) &g, & Avantages de
VTN /N

la méthode
conserves

06/10/2021
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Meéethode des éléments finis : approche globale

e Caractérisation des fonctions de forme AEIEI ' Eleal:q:l ?: |||e| ||t
de Galarkin

Fonctions 4(x) (i =1, 2, ..., p) a support compact

Respect nécessaire de la condition auxlimites
essentielle par seule la fonctio @

06/10/2021 -50-




Meéethode des éléments finis : approche globale

e Choix des fonctions de forme nodale /.(x) a support compact

)2

u'(x) = Zh(X) g  ou'(x) = Zh(X) g,

Fonctions au moins du premier degré (polyndmes)

Fonctions suffisamment régulieres

Fonctions continues

06/10/2021



Meéethode des éléments finis : approche globale

o Criteres généraux de convergence

Critere de complétude ou de complétion : fonctions /,(x)
affines sur les éléments, c’est-a-dire constituant une base
complete)permettant la représentation des états de
déformation constante et les déplacements rigides

Critere de différentiabilité : fonctions /.(x) suffisamment
régulieres)a l'intérieur des éléments pour assurer que le
déplacement 1 appartienne a la classe des fonctions U”

Critere de continuité : fonctions hi(x)ux interfaces

des éléments pour assurer la continuité du déplacement "




Meéethode des éléments finis : approche globale

e Caractérisation physique des inconnues (critere restreint
de continuite) = déplacements nodaux

hix) = o; (,j=1,2,..,p) x position du nceud j

1 . <rion
de-la-méthede
hi(x) o Calorki
N /R N X
\_/ _/ \_/ \_/ \_/
i—1 ] i+1

P )4
- @ N hix)g = 84, (G=1,2, ..., p)
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Meéethode des éléments finis : approche globale

e Choix final des I hix) e 12
fonctions de
forme nodales

) S O O—O X
Io i1 i it T_’g
h(x) € H'(]0, £[) * T
1
h(x) fonction X—Xi ] dhi(x)/dx € L?
linéaire prenant
la valeur 1 au , _
nceud i et 0 aux D (ZH . JJ
autres points i1 i
nodaux 1
Xj+1—X; Ade—la—me’éhede
x=0
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Meéethode des éléments finis : approche globale

e Insertion de I'approximation dans la forme faible approchée

I j EA [d(H 6q)"/dx] [d(H q)/dx] dx

= [H(0) 6q]" P + [ [Hog]"gdr ¥ &g

- & | f EA (dH/dx) (dH/dx) dx - q

: l
TAEESE S TP S [ HTgdi] =0 Vo
rigidité 0
vecteur des forces
appliquées r

= oq'(Kq —-1r)=0 V&q

06/10/2021



Meéethode des éléments finis : approche globale

e Systeme d'équations linéaires (analogue a la forme faible
discrete issue du processus de Galerkin)

o/ :
K = | EA(dH"/dx) (dH/dx) dx Matrice (pxp)
J de rigidite

~ O

= | EABTB dx

r=H()P + ngqux vecteur (px1) des
0 forces appliquees



Meéethode des éléments finis : approche globale

. Forme indicielle du systeme d'équations

ri (1212 9p)

M
| |

A Fonctions de forme nodales /(x) a support

compact = matrice K éparse

A Une seule fonction de forme concernée par
la condition aux limites naturelle

06/10/2021



Meéethode des éléments finis : approche globale

e Allure de la solution obtenue par la méthode des éléments finis

uh(x)
+1 1
gi-1 hir1(x) |
/ X
4 I
0 i—1 i+1 x=/

() ()

o/ o/ N / N / o/ \(/
I

P

@: Z h@ fonction continue et linéaire par morceaux
i=1

06/10/2021 -58-




Approche globale des elements finis :
avantages et inconvénients

e Avantages de la méthode par rapport au procédé de Galerkin

Systématisation poussée du processus : approximation sous la
forme de polyndmes de faible degré continus par morceaux
Fonctions de forme a support compact : matrice de rigidité peu
dense, condition aux limites essentielle a satisfaire par une fonction
Interprétation physique des inconnues : déplacements discrets

e Inconvénients de I'approche globale de la méthode des
éléments finis
Prise en compte limitée de la compacité des fonctions de forme
nodales : fonctions restant définies sur I'ensemble du domaine
Pas de mise a profit de I'additivité de I'intégration : intégrales
calculées sur I'ensemble de domaine



	Formulation intégrale du problème modèle de la barre
	Rappel: Equivalence des formulations forte et faible 
	Rappel: formulation faible 
	Rappel: Formulation faible approchée 
	Rappel: Méthode de Galerkin 
	Rappel: Méthode de Galerkin 
	Rappel: Méthode de Galerkin 
	Rappel: Méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Rappel: Exemple d’application de la méthode de Galerkin 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Méthode des éléments finis : approche globale 
	Approche globale des éléments finis : avantages et inconvénients 

