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Rappel: Equivalence des formulations forte et faible

e Forme forte = forme faible
Rappel de la formulation forte

— EA (d2u/dx?) = g dans ]0, /]
u(0) =0
EA (du/dx)|,-, = P
Forme intégrale pondérée

0 = Ij[EA (uldx?) + gl dudx YV oueV



Rappel: Equivalence des formulations forte et faible

Intégration par parties

0 = jj EA (du/dx) (déu/dx) dx

- [EA (dufd) &l — ['a d ox v

Prise en compte des conditions aux limites et du caractere
cinématiquement admissible du déplacement virtuel

@; [ j EA (du/dx) (déu/dx) dx

= [lqaidx VeV
— forme faible 0
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Rappel: Formulation faible approchee

e Approximation des déplacements axiaux réel et virtuel
uh e Uhc U M=Uhe VWV
e Forme faibl..approchée
7
uh e U jo EA (dun/dx) (dsur/dx) dx
= Paun(y) + [qéundx v dune V"
0

u

U

e Choix de n fonctions de forme linéairement indépendantes,
constituant une base du sous-espace U" de dimension n

h(x) (=12, ..n)




Rappel: Méethode de Galerkin

e Approximation d
) = Y a h(x)
=1

) matrice (1xn) des
H = [y, hy, s P Mol 0 ctions de forme

vecteur (Nx1)

_ T
a - {0‘1’ Ao w5 Ky -ees a“} des inconnues

au(x) = 2, oo oo
(X) E a (X):@

Méme forme
A d’approximation

pour u" et Su”
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Rappel: Méethode de Galerkin

e Caractérisation des fonctions de forme

h o) )
W x
(& z
ha(X)

Fonctions h;(x) (1 =1, 2, ..., n) définies globalement sur le
domaine [0, /] et respectant la condition aux limites essentielle
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Rappel: Méethode de Galerkin

o Insertion de I'approximation dans la forme faible approchée
(
jo EA [d(H o) T/dx] [d(H o)/dx] dx
= [H(/) 5a]TP + ﬁ [Hoo] qdx V s
0

/
= oo | | EA (dHT/dx) (dH/dx) dx -

matrice de T T } _
— [H" (/) P + H dx]| = 0 V o
e HOP + [ HTadd

= oo'(Ka -1r) =0 Vo
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Rappel: Méethode de Galerkin

e Forme faible discréete

K =

matrice de

)
EA (dHT/dx) (dH/dd) dx - MaTCE S

g4
*0
g4

EAB'B dx

0
r= H ()P + J%HTC] dx  Vvecteur _cles,forces
0 appliquees
matrice-déformation ou de
B = dH/dx passage des déplacements aux
déformations



Rappel: Exemple d’application de |la méthode de
Galerkin

— A 4x2
4=4(1- 75)
T E, A
uh
N
@ X, X
Ly Cr2
- > >
/!
- >

Barre prismatique soumise a une charge répartie



Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

o Adaptation de la formulation faible approchée

de U | j EA (duf/dx) (dsuP/dx) dx

o2,
o Y

2
1—4% auhdx V ouh e vh
14

e Approximation a deux termes des déplacements réel et
virtuel par la méthode de Galerkin

uh(x) = « + a,
AUP(X) = Say + oda
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Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Choix des fonctions d‘approximation
h(x) = x/¢  (dh/dx = 1/¢)
h,(x) = x2/¢2 (dh,/dx = 2x//?)

hy hi(x) = X/ 41 h ho(X) = xe/t2 +1

0 ¢ 0 l

A Respect de la condition aux limites essentielle en X = 0



Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Calcul de la matrice de rigidite K

‘ _ (L EA 4 _
Ky = jo EA (dh,/dx)2 dx = jo 72dx = EA//

14
ki, = Koy = | EA (dhy/dx) (dh,/dx) dx
= ['EA %X dx = EAV
’0 g
w4 14
Kz = |, EA (dhyfdx)? dx = jOEA4_>22 dx = 4EA/(30)
' ¢
= K

_EA[3 3
3|3 4




Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e (Calcul du vecteur des forces externes r

(]2 2 012 2
= [0 = ) hodx = [ gli= X X dx
0 (2 0 62 /
— G116
[y 2 (]2 2| 2
r,=[%ale- 2 hdx = [ gla= A X gy
0 (2 0 62 gz
— §0/60



Rappel: Exemple d’application de la méthode
de Galerkin

e Systeme d'équations Ko = r
EA3 3| g g¢ |15
30 |3 4 240 | 4

0%

e Résolution du systeme d’équations
o = q€2/(5EA)
a, = —11G¢?/(80EA)

e Solution approchée du probleme

uh(x) — % 1—&
S5EA 164




Rappel: Exemple d’application de |la méthode de
Galerkin

solution
EAuh solution approchée
0.08 = G2 approchée & deux termes
a trois termes

solution
exacte

0.06

0.04

solution
approchée
a un terme

0.02

x/?

0.6 0.8 1.0



Methode des éléments finis : approche
globale

;
- P
|
o o - o - o
O m——>—= S T~ N ,f X, X
H|/ o me® T L/

h . 7y .
point\ [ élément u E A Discretisation
nodal fini ’ en éléments

/ finis a deux
= > noeuds
IQ ZQ eQ mQ
Of y X2 Xi1 X Xit1  Xp1 Xp=1{ X, x
P 7\ 7\

— ()8
)
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i
—h - —
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Methode des éléments finis : approche
globale

Approximation par éléments finis : association d'une fonction
h;(X) a chacun des p points nodaux

Cas particulier
D Ade la méthqde

u") = ) 6 =H de Galerkin
=1 matrice (1xp) des

H=1[h,h,...,h,....,h fonctions de forme
[y, b, ! d nodales

| T vecteur (px1) des
1z Gz, -+ G -5 Gp) déplacements nodaux

P
h.(x) &; 50| Avantages de
EhOREDn /N

la méthode
conserves

@)
[

ou"(x)
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Methode des éléments finis : approche
globale

e Caractérisation des fonctions de forme Aele—la—me’eheele
de-Galerkin

Fonctions hi(x) (1=1, 2, ..., p) a support compact

Respect nécessaire de la condition aux-limites
essentielle par seule la fonctio @
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Methode des éléments finis : approche
globale

e Choix des fonctions de forme nodale h;(X) a support compact

@ < ) | @) @D
A\ m

un(x) = Zh(x) i AU"(X) = Zh(x) o

Fonctions au moins du premier degré (polyndomes)

Fonctions suffisamment régulieres

Fonctions continues
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Methode des éléments finis : approche
globale

o Criteres généraux de convergence

Criteére de complétude ou de complétion : fonctions h;(X)
affines sur les éléments, c’est-a-dire constituant une base
complete)permettant la représentation des états de
déformation constante et les déplacements rigides

Critére de différentiabilité : fonctions h;(x) suffisamment
réegulieres’a l'intérieur des éléments pour assurer que le
déplacement u" appartienne a la classe des fonctions U"

Critére de continuité : fonctions hi(X)ux interfaces

des éléments pour assurer la continuité du déplacement uh




Methode des éléments finis : approche
globale

e Caractérisation physique des inconnues (critere restreint

de continuite) = déplacements nodaux
hix) = & (,]=1,2,. X; position du nceud |
7i 2 Ad%m
/‘\ /2 /‘\
_/
-1 |+1

P
::Ehi(xj)qi :E&Ijqi 0=1,2,..,p)
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Methode des éléments finis : approche

globale

e (Choix final des
fonctions de
forme nodales

hi(x) € H(]0, £D)

hi(x) fonction
linéaire prenant
la valeur 1 au
noeud | et 0 aux
autres points
nodaux

30/09/2020
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Methode des éléments finis : approche
globale

o Insertion de I'approximation dans la forme faible approchée

f(f EA [d(H &q)"/dx] [d(H g)/dx] dx

= [HO &)™P + [ [Ha qdx v &

/
= &7 | [ EA (dHT/dx) (dH/dx) dx - g
matrice de T T _
— [H' (/)P + | H'qdx] =0 V
rigidité K H jn a0 ~
vecteur des forces
appliquées r

= ' (Kg-r1r =0 V&
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Methode des éléments finis : approche
globale

o Systeme d'équations linéaires (analogue a la forme faible
discrete issue du processus de Galerkin)

K

g4

EA (dHT/dx) (dH/dx) dx matrice (pxp)
-2 de rigidite
J, EABTB dx

r = HT()P + J%HTCI dx  vecteur (p><.1) des
0 forces appliquees




Methode des éléments finis : approche
globale

e Forme indicielle du systeme d'équations

P
Dkig =1 (=12 ..,p)

j:1 -[(f EAx)x) dx
r :P + jéhiqu

A Fonctions de forme nodales h;(x) a support

compact = matrice K éparse
Une seule fonction de forme concernée par
la condition aux limites naturelle
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Methode des éléments finis : approche
globale

o Allure de la solution obtenue par la méthode des éléments finis
uh(x) qi hl(x)

}\ NN

+1 qi 1—
di1 hi—l(x) /




Approche globale des elements finis :
avantages et inconvénients

e Avantages de la méthode par rapport au procédé de Galerkin

Systématisation poussée du processus : approximation sous la
forme de polynoémes de faible degré continus par morceaux
Fonctions de forme a support compact : matrice de rigidité peu
dense, condition aux limites essentielle a satisfaire par une fonction
Interprétation physique des inconnues : déplacements discrets

e Inconvénients de I'approche globale de la méthode des
eléments finis
Prise en compte limitée de la compacité des fonctions de forme
nodales : fonctions restant définies sur I'ensemble du domaine
Pas de mise a profit de I'additivité de I'intégration : intégrales
calculées sur I'ensemble de domaine



