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Equivalence des formulations forte et faible

e Forme forte = forme faible
Rappel de la formulation forte

— EA (d2u/dx?) = g dans ]0, /]
u(0) =0
EA (du/dx)|,-, = P
Forme intégrale pondérée

0 = Ij[EA (uldx?) + gl dudx YV oueV



Equivalence des formulations forte et faible

Intégration par parties

0 = jj EA (du/dx) (déu/dx) dx

- [EA (dufd) &l — ['a d ox v

Prise en compte des conditions aux limites et du caractere
cinématiquement admissible du déplacement virtuel

@; [ j EA (du/dx) (déu/dx) dx

= [lqaidx VeV
— forme faible 0
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Equivalence des formulations forte et faible

e Forme faible = forme forte
Rappel de la formulation faible

uel: jj EA (du/dx) (déu/dx) dx — P du(?)

= jjqﬁudx VaueV

Intégration par parties

_ jj [EA (d2u/dx?) + q] du dx

+ [EA (du/dx)—P] &u|,., = o



Equivalence des formulations forte et faible

Choix d'une forme pour le déplacement virtuel

A = w[EA (d?u/dx?) + q]
w(X) arbitraire

X
Cas particulier 1 Yy ()

w>0, w(0)=0, w(£)=0 —
0

- jjw[EA (d2u/dx®) + g]2dx = 0

= (— EA (d?u/dx?) = @) dans ]0, /]
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Equivalence des formulations forte et faible
_ js [EA (d2u/dx?) + o Su dx
+ [EA (du/dx)-P]ou|,-, = 0 VdueV

Cas particulier 2 y Y (X)

ou =y «
w>0, y(0)=0, 0 )

EA (d?u/dx?)+qg = 0 Vxe]0,/]

— [EA (du/dx)-P] du|,-, = 0

=(EA (du/dx)|,-, = P
@ car Ue U

— forme forte
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Formulation faible approchée

e Approximation des déplacements axiaux réel et virtuel
uh e Uhc U M=Uhe VWV
e Forme faibl..approchée
7
uh e U jo EA (dun/dx) (dsur/dx) dx
= Paun(y) + [qéundx v dune V"
0

u

U

e Choix de n fonctions de forme linéairement indépendantes,
constituant une base du sous-espace U" de dimension n

h(x) (=12, ..n)




Methode de Galerkin(e)

e Approximation d
) = Y a h(x)
=1

) matrice (1xn) des
H = [y, hy, s P Mol 0 ctions de forme

vecteur (Nx1)

_ T
a - {0‘1’ Ao w5 Ky -ees a“} des inconnues

au(x) = 2, oo oo
(X) E a (X):@

Méme forme
A d’approximation

pour u" et Su”

30/09/2021 -



Meéthode de Galerkin

e Caractérisation des fonctions de forme

hi h2(x) hi(x)
W X
0 14
hz(x)

Fonctions h;(x) (1 =1, 2, ..., n) définies globalement sur le
domaine [0, /] et respectant la condition aux limites essentielle
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Meéthode de Galerkin

o Insertion de I'approximation dans la forme faible approchée
/
jo EA [d(H o) T/dx] [d(H o)/dx] dx
= [H(/) 5a]TP + jf [Hoo] qdx V s
0

g g =
- So jn EA (dHT/dx) (dH/dx) dxATra”SPOS'“O”

mavice g [HT()P + [ HTqdd| =0 v
rigidité
vecteur des forces
appliquées r

= oo'(Ka -1r) =0 Vo
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Meéthode de Galerkin

e Forme faible discréete

K =

matrice de

)
EA (dHT/dx) (dH/dd) dx - MaTCE S

g4
*0
g4

EAB'B dx

0
r= H ()P + J%HTC] dx  Vvecteur _cles,forces
0 appliquees
matrice-déformation ou de
B = dH/dx passage des déplacements aux
déformations



Meéthode de Galerkin

e Forme indicielle de la formulation faible discrete

oo'(Ka —r)=0 Voo = Koc:r

oa, = {1,0, ... ., 0}T — 1°igne Z kyj o5 = 1y
j=1
n
oo = {0,1, ... ., 03T — 2¢éme |igne Z Kyj o = 1,
.
n _ / A
o ki =, ky = | EA (dn/dx) (dhycx) dx

=120 1 o=hP + ['hqd
0



Avantages et inconvénients de la méthode de Galerkin

e Avantages de la méthode de Galerkin par rapport aux autres
procédeés des résidus pondérés

Méme approximation pour uh et SU" = construction d'un seul
sous-espace U" et d’un seul ensemble de fonctions hi(X)

Meilleure approximation possible Démonstration
de U" dans le sous-espace U ultérieure

e Inconvénients de la méthode de Galerkin

Aucune information pour la construction des fonctions de
forme h;(X) = manque de systématisation de la procédure

Difficultés a trouver des fonctions N;(X) globales satisfaisant
les conditions aux limites essentielles

Inconnues &; sans interprétation physique



Exemple d'application de |a

méthode de Galerkin

q=q(1- %)

T~ E,A
yh
N .
O X, X

(12 (/2

- > >

!
- >

Barre prismatique soumise a une charge répartie



Exemple d’application de la méthode de Galerkin

o Adaptation de la formulation faible approchée

de U | j EA (duf/dx) (dsuP/dx) dx

o2,
o Y

2
1—4% auhdx V ouh e vh
14

e Approximation a deux termes des déplacements réel et
virtuel par la méthode de Galerkin

uh(x) = « + a,
AUP(X) = Say + oda

30/09/2021

-27-



Exemple d’application de la méthode de Galerkin

e Choix des fonctions d'approximation
x/¢  (dh,/dx

x?/¢2 (dh,/dx

h;(X)
h,(X)
hy

hy(X) = X/

— +1

0

1/¢)

2X/10?)

hy

ho(X) = x2/2

— +1

0

A Respect de la condition aux limites essentielle en X = 0
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Exemple d'application de la méthode de Galerkin

e Calcul de la matrice de rigidite K

‘ _ (L EA 4 _
Ky = jo EA (dh,/dx)2 dx = jo 72dx = EA//

14
ki, = Koy = | EA (dhy/dx) (dh,/dx) dx
= ["EA %X dx = EA/C
J0 63
w4 14
Kz = |, EA (dhyfdx)? dx = jOEA4_>22 dx = 4EA/(30)
' ¢
= K

_EA[3 3
3|3 4




Exemple d'application de la méthode de Galerkin

e (Calcul du vecteur des forces externes r

012 2 012 2
= [0 = ) hodx = [ gli= X X dx
0 (2 0 62 /
— G116
[y 2 012 21 2
r,=[%ale- 2 hdx = [ gla= A X gy
0 (2 0 (2 gz
— §0/60
- =



Exemple d'application de |a
methode de Galerkin

e Systeme d'équations Ko = r
EA3 3| g g¢ |15
30 |3 4 240 | 4

0%

e Résolution du systeme d’équations
o = q€2/(5EA)
a, = —11G¢?/(80EA)

e Solution approchée du probleme

uh(x) — % 1—&
S5EA 164




Exemple d’application de la méthode de Galerkin

solution ot
EAUM  solution approchée SO Ut'?n
0.08 = G2 approchée & deux termes exacte

a trois termes

Existence ?

-—'-.-.‘.-.
e T

0.06 p e T ———

0.04

solution
approchée
a un terme

0.02

N4

0.6 0.8 1.0
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Exemple d’application de la méthode de Galerkin

e Discussion des résultats et commentaires

Accroissement de la précision globale avec le nombre N de termes
dans |'approximation un

Solution exacte en X = 0 Condition aux limites
essentielle vérifiee par

I"approximation uh

Solution exacte en X = ¢ Résultat non
généralisable

Condition aux limites naturelle approchée en X = ¢, mais

approximation améliorée avec le nombre N de termes



