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Equivalence des formulations
forte et faible

e Forme forte = forme faible

Rappel de la formulation forte

— EA (d?u/dx?) = q dans ]0, /[
u(0) = 0
EA (du/dx)|,-, = P

Forme intégrale ponderee

0 = j(f[EA (d2uldx?) + q] & dx
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. = )
Equivalence des formulations .M(mg

forte et faible L MaF
Intégration par parties

/
0 = jo EA (du/dx) (déu/dx) dx

- [EA (duidx) &~ ['q d ox v

Prise en compte des conditions aux limites et du caractere
cinématiquement admissible du déplacement virtuel

@: jj EA (du/dx) (ddu/dx) dx

= j§q5udx VeV

— forme faible
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Equivalence des formulations .M(m’

forte et faible L MAF

e Forme faible = forme forte

Rappel de la formulation faible

uel: jj EA (du/dx) (déu/dx) dx — P su(?)

= j§q5udx VeV

Intégration par parties

_ j(f [EA (d2u/dx?) + q] Su dx

+ [EA (du/dx) = P] &u|,., = 0
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. = )
Equivalence des formulations .M(m’

forte et faible L MAF

Choix d’une forme pour le déplacement virtuel

o = w[EA (d?u/dx?) + (]
w(X) arbitraire

X
Cas particulier 1 wx)

v>0,y(0)=0,y()=0 —

= jﬁW[EA (d?u/dx?) + g]cdx = 0
:@(dzu/dxz) = Q) dans ]0, /]
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Equivalence des formulations oo
forte et faible L MAF
Cas particulier 2 v y (X)
> 0, W(O) =0, X

EA (d2u/dx?) +q = 0 0 0
vV xel]0 /]

— [EA (du/dx)-P] du|,-, = O

=(EA (du/dx)|,-, = P) car dueV
carUeU

— forme forte
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Formulation faible approchée T
L MaF

e Approximation des déplacements axiaux réel et virtuel
uh e Uhc U M= e VWV
e Forme faibleCapprochée
uh e UM jo EA (dut/dx) (dsuh/dx) dx
= P sun(/) + ij Suhdx V ouh e VT
0

u

U

e Choix de n fonctions de forme linéairement indépendantes,
constituant une base du sous-espace U" de dimension n

h(x) (i=1,2, .., n)

Prof. Th. GmUr
Méthode des éléments finis -19- 27/09/2018
Septembre 2018



, - (T
Méthode de Galerkin(e) AR
L MaF

e Approximation d
u(x) = " a hi(x)
1=1

H = [hl’ h2, oo hi’ ey hn]

matrice (1Xn) des
fonctions de forme

vecteur (Nx1)
des inconnues

Méme forme
d’approximation

pour U et UM

a = {a, &, ..., &, ..., .}

ar(x) = ) da h. 5oL
00 = 3 der (9 =(H
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Methode de Galerkin RLTITIRN
L IMaF

e Caractérisation des fonctions de forme
hi h2(X) h1(X)

h3(X)

Fonctions h;(X) (1 =1, 2, ..., n) définies globalement sur le
domaine [0, /]
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Methode de Galerkin RLTITIRN
L IMaF

e (Caractérisation des fonctions de forme

h ) M)
W x
(& z
ha (X)

Fonctions h;(X) (1 =1, 2, ..., n) définies globalement sur le
domaine [0, /] et respectant la condition aux limites essentielle
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Methode de Galerkin RLTITIRN

e Insertion de I'approximation dans la forme faible approchee
14
jo EA [d(H So)T/dx] [d(H a)/dx] dx
= [H(/) sa] P + jf [Hoa]Tgdx V s
0

A Transposition
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Méthode de Galerkin oo

e Insertion de I'approximation dans la forme faible approchee
14
jo EA [d(H So)T/dx] [d(H a)/dx] dx
= [H(/) sa] P + jf [Hoa]Tgdx V s
0

/
= ol | | EA (dHT/dx) (dH/dx) dx -

. /
rr?ajtcrll.ceclie — [HT()) P + j HTgdx]| =0 V éu
rigidité 0
vecteur des forces
appliquées r

= oa'(Ka-1r) =0 V o
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Méthode de Galerkin RN
L MaF

e Forme faible discrete

K = | EA (dHT/dx) (dH/dx) dx ~Mmatrice de

rigidité

EA BT B dx

ol
°0
ol
0

r= H ()P + J‘fHT q dx vecteur des forces
0 appliquées
matrice-déformation ou de
B = dH/dx passage des déplacements aux

déformations
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Méthode de Galerkin

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

e Forme indicielle de la formulation faible discrete

ool (Ka —r1r) =0

sa = {1,0, ...,0, ..
sa = {0,1,...,0, ..
n

= Zkijaj =,
=t =12, ..,n)
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., 0}T — 1°€ligne Z Kyj o

n
., 0} — 2éme Jigne Z Ky o =

-26-

Yoo = Ka=Tr

[
q
[HEN

j=1

Iy
j=1

‘
i = [, EA (@ny) (@nyx) ox
r. = h()P + jghiqu
0

27/09/2018



- T )
Avantages et Inconvenients (e

FEDERALE DE LAUSANNE

de la méthode de Galerkin L MaF

e Avantages de la méthode de Galerkin par rapport aux autres
procédés des résidus ponderes

Méme approximation pour uh et SU" = construction d’un seul
sous-espace UM et d’'un seul ensemble de fonctions h;(X)

Meilleure approximation possible Démonstration
de Uh dans le sous-espace Uh ultérieure
e |nconvénients de la méthode de Galerkin

Aucune information pour la construction des fonctions de
forme h;(X) = manque de systématisation de la procédure

Difficultés a trouver des fonctions hi(X) globales satisfaisant
les conditions aux limites essentielles

Inconnues ¢; sans interprétation physique
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Exemple d’application de M

FEDERALE DE LAUSANNE

la méethode de Galerkin L MAF
. Ax2
B g=q(1-73)
__-“‘““--.., E,A
uh
P
O X, X
%) ¥y
- Pt P
¢
- |

Barre prismatique soumise a une charge répartie
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Exemple d’application de b
la méthode de Galerkin L MaF

e Adaptation de la formulation faible approchée

et | é EA (duP/dx) (duMdx) dx

12,

2
14 o wan e v
14

e Approximation a deux termes des déplacements réel et
virtuel par la methode de Galerkin

uh(x) = « + «,
AUN(X) = o) + do
Prof. Th. Gmur
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Exemple d’application de T

FEDERALE DE LAUSANNE

la méthode de Galerkin L MaF

e Choix des fonctions d’approximation

h,(x) = x/¢  (dh/dx = 1/0)
h,(x) = x2/r2 (dh,Jdx = 2x/¢2)

M =xe 2 hay=xe2 4

0 4 0 14

A Respect de la condition aux limites essentielle en X = 0
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Exemple d’application de T

FEDERALE DE LAUSANNE

la méthode de Galerkin L MaF

e Calcul de la matrice de rigidité K

k,, = j EA (dh,/dx)2 dx = j EAgx = EA/

k,, = ky, = j EA (dh,/dx) (dhzldx) dx
= ("EA %X dx = EAV/
’0 g
o/ 14
Kz = | EA (dhyfdx)? dx = _[OEA4_>22 dx = 4EA/(30)
/
- KZEAV 3
3 |3 4
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Exemple d’application de
la méthode de Galerkin

e (Calcul du vecteur des forces externes r

012 . 2 012 .
=], ofji! 4% h, dx =
/ 0
= (//16
012 . 2 012 .
=], o1 4% h, dx =
/ 0
= (//60
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Exemple d’application de
la méthode de Galerkin

e Systéeme d'équations Ka = r
EA[3 3 _ g [15
240 | 4

3¢ |3 4

e Reésolution du systeme d’equations
oy = QEZ/(5EA)
a, = — 11G¢2/(80EA)

e Solution approchée du probleme

un(x) = qox 1 1Ix
SEA[ 16/
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Exemple d’application de

la méethode de Galerkin

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

EA uh solution
0.08 — dgz exacte
Existence ?
0.06 —
0.04 —
0.02 —
X[/
0. | | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Prof. Th. GmUr
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Exemple d’application de M

FEDERALE DE LAUSANNE

la méthode de Galerkin L MAF

solution

EA Uh approchée SOIUtion
0.08 1 4¢2 a deux termes ZECE
0.06 —
0.04 —
0.02 —
X[/
0. | | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemple d’application de
la méthode de Galerkin

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

X[/

EA uh solution
0.08 — dgz exacte
0.06 —
0.04 —
solution
0.02 — approchee
a un terme
0. | | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Prof. Th. Gmiir

Méthode des éléments finis

Septembre 2018

-36-

27/09/2018



Exemple d’application de
la méthode de Galerkin

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

EAuh solution solution
0.08 G2 approchée exacte
a trois termes
0.06 —
0.04 —
0.02 —
X[/
0. | | | | ‘
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemple d’application de
la méthode de Galerkin

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

X[/

solution 1
EAuh  solution approchée solu |{)n
0.08 — G2 approchée & deux termes exacte
a trois termes
0.06 —
0.04 —
solution
W approchée
a un terme
0. ‘ | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemple d’application de M

FEDERALE DE LAUSANNE

la méthode de Galerkin L MAF

e Discussion des résultats et commentaires

Accroissement de la précision globale avec le nombre N de termes
dans I'approximation un

Solution exacte en X = 0 Condition aux limites
essentielle vérifiee par

I'approximation uh

Solution exacte en X = /¢ Résultat non
généralisable

Condition aux limites naturelle approchée en X = ¥, mais

approximation ameéliorée avec le nombre N de termes
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