Méthode des éléments finis

Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels

Prof. F. Gallaire



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Rappel de la forme faible discrete étudiee
Kg=r (=0, VK | (X Vi) € 0]




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

o Rappel des grandeurs structurelles
K = _LQ(eKeBTeB + € °HT °H) dx dy

ep €T € matrice élémentaire
+ jeagh r'H"Hds de conductivite
(o2

°r = jeQeHT fgdxdy + jeagheHTet ds

vecteur élémentaire des
sources d'energie-chaleur

&1 _ reL. e e matrice des
H = [h1’ h2: e hep] fonctions de base

"B = V*H =[d"H/ox, o°HIoy]T  matrice-gradient



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation de la modélisation en éléments finis

ep B
Tix = e ST
1=1

Existence
de 6T




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation de la modeélisation en éléments finis (suite)

e

°p
uw(x,y) = - Zeh X(& 7). Y(& )] G
=1
= Matrice ¢J?
A calculée
explicitement

= “hix, y) > h(f )

6%i _ @ahl aé:_l_@ahl 677 _ ,J 1aah J 188'0
OX o0& OX  0On OX 65 877
ohy _ oM a§+aahi on _ 5 1aah NCE 168h

oy dg oy On oy L5 “on
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Insertion de la notion d’élément péere ou archétype

Traitement des intégrales surfaciques jacobien de la
. transformation °T
LQ(-) dxdy = LQ(-) de = det(®J)

= [, (ipd2 = [ (- ))dedn

AN N R (T

Bornes
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes

_ jacobien de la
je@gg (+)ds = J[aaga( 5 transformation °T
d'une aréte donnée

image d'abscisse ¢

€A h €
du bord 042" dans o ME ™ Wi

I'élément pere




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : évaluation du
jacobien €J " h

aag ( ’5

= [ (), Todn

Do x=x(-17)
=801 =y _yi-1n)

ds = \/dx2 +dy?
= V[ox(-Ln)/onF +[oy(-L)/on} dn i pn
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : exemple de flux
externe traversant la frontiere d'un élément triangulaire

X =D,
O"y hah3

Il
>
S
Il
>
S

¢=1-n
oxlon = —b  oylon = h

¢=1-n



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : calcul des
contributions élémentaires du flux externe donné en exemple

j, = (@x/on)?+(@ylon)? = Jb?+h?

1 -
°r; = jemgehi tds = jo ahi‘gzl_neteladﬂ

.1
er, = Jo-g-n),,  ctibT+hedy = 0
.1
Af!i!k er, = [ £ aybrrhidy = tb?h?/2
Justification 1 7
Ty = b7 he /2

&=1-

des résultats ry = ], 7

£=1-



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation des grandeurs physiques
Traitement des coefficients surfaciques

restriction

h
k" (X, h) restriction

\ k(X Y)

W
grandeur
O

k (X, Y)

°p

k(% Y) ~ 2 °hi(& ) o
=g )
°p

p(x,Y) = 2. °hi(& 1) °p
=)
°p

q(x, y) ~ 2 *hi(& ) <q,
= = egh(¢ )



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Cas particulier : paramétrisation le long du site des conditions
naturelles de bord (exemple d'un élément triangulaire)

®t(s)

®t lindarist
3

™ Démarche
"t identique pour

0 W S\WZ X la variable ©r(S)

°p,
 Ya °p, nombre de
“t(s) = ; hi(< 77)‘521_77 T hedds sur l'aréte

L =L {0-n) +



Systématisation de la construction d’un

e Intégration numérique
Quadrature de Gauss-Legendre

S P IOTE RS 3 )0 o0

i=1 j=1 ~”§=~§i,77=77j

1 ¢1-¢
\X o o ") dedn = %()\MM

&, 1 coordonnées du point d'intégration k

@, coefficient de pondération du point k
A Intégration sur les éléments quadrangulaires non optimale




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Regles unidimensionnelles appliquées aux éléments quadrangulaires

Abscisse & Coefficient de Précision
pondeération

0.00000 00000 00000 2.00000 00000 00000 ordre 1

+0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 ordre 3

0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889 ordre 5
+ 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556

+0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 ordre 7
+0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454

0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889 ordre 9
+0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
+0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189




modele d’é

Systématisation de la construction d’un

ements finis 2D

Regles bidimensionnelles appliquées aux éléments triangulaires

Abscisse & Abscisse n Coefficient de Précision
pondération
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 0.50000 00000 00000  ordre 1
0.20000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667  ordre 3
0.60000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.20000 00000 00000 0.60000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 —0.28125 00000 00000
0.10128 65073 23456 0.10128 65073 23456 0.06296 95902 72413  ordre 5

0.79742 69853 53087
0.10128 65073 23456
0.47014 20641 05115
0.47014 20641 05115
0.05971 58717 89770
0.33333 33333 33333

0.10128 65073 23456
0.79742 69853 53087
0.05971 58717 89770
0.47014 20641 05115
0.47014 20641 05115
0.33333 33333 33333

0.06296 95902 72413
0.06296 95902 72413
0.06619 70763 94253
0.06619 70763 94253
0.06619 70763 94253
0.11250 00000 00000




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Choix du nombre de points de Gauss pour une intégratio

. Nombre de points identique au nombre
maximal de nceuds dans chaque direction

points
de Gauss Ci
e ®
i s
L2
.- 1 .

\ ) Regle bidimensionnelle optimale




Systématisation de la construction d’un

modele d’é

ements finis 2D

Comparaison des intégrations exacte e c

Intégration exacte <

@ Stat)il_ité
numérigue

@ Monotonie de la
convergence

O Surestimation
de la rigidité

Risque de
_ blocage des
elements lineaires

Choix optimal ?
— Intégration sélective

05/12/2019

Intégration réd

AssouplissiNombre de
de |2 peirts de Gauss
Diminution deeduit
colts de calcul
Perte de la

monotonie de
convergence

O Risque d’instabilité

numeérique

Voir cours spécialisés de
mecanique numerique
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Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

e Contiguité d'un modéle d'éléments n
finis bidimensionnels |,

O O A) O

+
elT

ALY a+t 1W
O O 9, O O

U'(x, y) : IR o
1ur(x,y) =CTHIE 7) i

Continuité E> e+lT -




Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

o Criteres classiques de convergence

Critére de continuité Criteres non perturbés
. o par le changement de
Critere de differentiabilite variables

Critere de complétude
g
p
=CH(E 7)o Z@hi(; ) o A

X = - Elément 902

°T : caractérisant
y =g n)ey = Z@(é ey, 3 géometrie

°p Elément 2.2

euh(x, y) = Z hi(X,y) éq; = Zahi(gﬁ n) Qi définissant la

i—1 solution
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Convergence d’'un modele d’élements

finis 2D

4

O

Critere de complétude (suite)
n
6, ~® Elément biquadratique Réseal
definissant la solution . ,
biquadratique
)
a\N ]
O
8 2
n
3
L \o ®
]
| O oy O
O—O0—0O
W

[

2

Elément bilinéaire
caracterisant la geometrie



Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

Critére de complétude (suite)

U'(x, y) = Z (& n)fa)=@ + S +@A

Définition de
= euh(ex, ey) ‘ a + fex + yey, 1acomplétion
(1=1,2,....,%p)

‘ P
= (X, y) = & + R 2 °h(& m) o,

Identification @
terme a terme @+ @
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Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

Conditions nécessaires de complétude
e
p

Z h(&n) =1 ACritére de continuité restreinte
=1
°p °p
DEh(E M = x = 2O(E m)
1=1 1=1
°p

Zp: ahi(f, 1) &y y = Z ghi(f, 1) e Transformation
=1

= de coordonnées

Conditions vérifiées si9x2=CID
Complétude a Vvérifier (patch test) si Q= 2
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Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

Notion d’éléments finis isoparamétrique, sous-parameétrique
et superparametrique

J CJ (] @ O (] @ (] (]
@ ap=8 []J Q ap=8 O [] ap=4 []
9p = 8 9p = 4 9p = 8

@ (] (] @ O (] @ [ ] (]
(O point de spécification de la fonction cherchée [] point de spécification des coordonnées
Elément Elément sous- Elément super-

isoparamétrique parameétrique paramétrique

Géométrie de méme Géométrie d'un Géomeétrie d'un

ordre que la solution ordre inférieur a ordre supérieur a

celui de la solution celui de la solution



Convergence d’'un modele d’élements
finis 2D

e Exemple d'un élément fini sous-paramétrique bien connu

aW e-|- eW
1 3 2 3

2
O O
T ¢
X=—1 x=0 x=+1 (/2 1y
-« P
14
|

Transformation
T: X = Z h,(&) &x; A linéaire
z(l E)2 4 1E(E+1)]2 =
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Estimation H de I'écart entre la restriction eu et
son interpolation nodale ©u,

leu—eu; 1T e su ay—ay, 1% a

« Norme H"! de la restriction u transformée par
les coordonnees naturelles

2 2
| au Hk+1, an < @ | €U Hk+1, €0

Influence de la transformation
de coordonnées

05/12/2019
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Estimation asymptotique locale de |'erreur pour
un elément fini pere

lau—au, l1 a0 < 3C; *h*lauly 1 a0 (th — 0)

°h  diamétre de I'élément fini
K  degré de l'interpolation
C, facteur de convergence

Restranscription de l'estimation
A asymptotique de |'erreur pour un
élément fini régulier (6 — a)



Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Caractérisation de I'estimation H* de I'écart entre la
restriction “U et son interpolation nodale °u,

leu—euylpen < 18T~y [max(§)]H2 1au—au, Iy ag
e
(9

< 15T 1 [max(5) T2 3C, *h*l auli 41 20

°0
A < 19T 15 [max(5)]2 3Cy %1 °T Iy 4a

. . L7 . -\ —
Identification JAmin@)1 Y2 1 eulisy o
terme a terme 77

e Forme standard de I'estimation H' de I'écart entre U et eu,

leu—euylyso <CC Ul (h—>0)
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Lien entre les facteurs de convergence

1/2
o
oc, < o, | MAXCD | ey oY,
min(®]) e i
/\ o Dha e
Degradation de la precision si min(sj) . croit

= Forme de I'élément aussi réguliere que possible

o Exemples d’éléments entrainant une dégradation
de la precision

IRV s




Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Estimation H! de I'erreur globale e"

lehlio = lu—uhlyo < CihX (h - 0)
h  longueur caractéristique du réseau (h = max °h)
K  degré de l'interpolation n

C, facteur de convergence

Longueur °h mesurée
selon le systeme local
de coordonnees




