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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

 Rappel de la forme faible discrete etudiee
Kg=r (=0, 7Kk | (X Vi) € 020

m

K = A°K
e=1
m

r = A¢r
e=1 y
m

(0 = U0

e=1
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

e Rappel des grandeurs structurelles
K = LQ(eKGBTeB + € ®HT °H) dx dy

er 4T € matrice elementaire
+ _[eagh r'H"Hds de conductivité
o)

er — ‘T e ‘T e
r = LQH gdxdy + J-eaQJ;H tds
vecteur élémentaire des
sources d’energie-chaleur
€Ly _ rel. e e matrice des
H = [hy, hy .o hep] fonctions de base
"B = V'H =[0"H/ox, 6°HIoy]T  matrice-gradient
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Systématisation de la construction
d’'un modele d’elements finis 2D

e Paramétrisation de la modélisation en éléments finis

eT - _epa € X:{X,y}T
Ty = Z;, e DX o pex oy

Existence Q2
de 6T
»
/
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’ . . . )
Systematisation de la construction IM(Ifl’

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

e Paramétrisation de la modélisation en eléments finis (suite)

e

w(x, y) = x@ = 2 hiE . (& ]

= Matrice ¢J ™
A calculee

— h(X y) — h(‘f 7) explicitement
o, _ o a§+aahi on :+
OX 0 OX  0n OX 0¢ on
ohy _ @%ia§+aahia,7 :
& 05 oy Oonoy 0& on

13/12/2018
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Systematisation de la construction IM(Ifl’

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

e Insertion de la notion d’élément pere ou archétype

Traitement des intégrales surfaciques jacobien de la
. transformation °T
Ieg(') dxdy = jeg(') do = det(*J)

= [, (ipde = [, ¢ (ipadn

g LQ— dedn = fllfll— dndé

A \5 J,, — dadn dndé

Bornes
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Traitement des intégrales curvilignes

_ jacobien de la
.[eagg (+)ds = é/ transformation °T _

image d’abscisse d’'une aréte donnée
du bord “0427 dans .
I'elément pere

€~nh e
Qs 0
To ™ o0
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Systématisation de la construction A

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : évaluation du
jacobien ©J

e x =X(-17)
=50 =y _yi1y)

ds = +/dx2 +dy?
= J[ox(=Lm)/ony +[oy(-Lm)/onY dn (i yin
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : exemple de flux
externe traversant la frontiere d’'un élément triangulaire

y §
)\@ ®t constant

X = b, — b¢ — b(l-7)

: . c=1-n
o _ h
y E c=1-n c=1-n

oxlon = —=b  oylon = h

I
>
S
I
-
S
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : calcul des
contributions élémentaires du flux externe donné en exemple

6, = AJ(@xI0n)2+(@ylon)? = b?+h?

T = Ieaghehi ftds = j; h

), dn

c=1-n

o1
Jo@=¢-m|,_,  tdb?+hZdy = 0
o1

D @D
- =S
N =
[ [

o &, tib*+h?dn = “tyb?+h?/2
Justification .1 3 {
des résultats er, = | 7 ‘1 etyb?2+h2dny = ¢b?+h?/2
* =1=7n
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

e Paramétrisation des grandeurs physiques

Traitement des coefficients surfaciques
restriction

exch - P a
" S eaxy) = 2 h(E ) ok
== =g )
P
P y) = 2 N(& ) p
=)

°p
q0x, ) = 2. °hi(& ) g

/Q d =1 _ enh
Q grandeur — q (5’ 77)

Kk (X, Y)
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Systématisation de la construction A

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Cas particulier : paramétrisation le long du site des conditions
naturelles de bord (exemple d’'un élément triangulaire)

°t(s)

®t linéarisé f::

€ h ,
Ay Démarche
*t; identique pour

e
1 ) 0 ° S\Wz X la variable r(s)

ep<7
t(s) = 2, (& m)
i=1

et P, Nombre de
‘521_,7 ' noeuds sur l'aréte

B t, = *L(1-n) +°t7y
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Systématisation de la construction AU

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

e Intégration numérique
Quadrature de Gauss-Legendre

N OLETES 3 30!

i—1 j=1 55.7777, “

\ o [ () dedn = Z()\ ety @

& 1 coordonnées du point d’intégration k
@, coefficient de pondération du point k
A Intégration sur les éléments quadrangulaires non optimale
Prof. Th. Gmr
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Systématisation de la construction mene:

d'un modele d’'eléements finis 2D

FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Regles unidimensionnelles appliquées aux €léments quadrangulaires

Abscisse & Coefficient de Précision
pondération w

0.00000 00000 00000 2.00000 00000 00000 ordre 1
+ 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 ordre 3

0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889 ordre 5
+ 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
+ 0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 ordre 7
+ 0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454

0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889 ordre 9
+ 0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
+ 0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189

Prof. Th. Gmdr
Méthode des éléments finis
Décembre 2018

-117-

13/12/2018



		
Abscisse 

		
Coefficient de 

		Précision



		

		
pondération 

		



		
0.00000 00000 00000

		
2.00000 00000 00000

		ordre 1



		
± 0.57735 02691 89626

		
1.00000 00000 00000

		ordre 3



		
0.00000 00000 00000

		
0.88888 88888 88889

		ordre 5



		
± 0.77459 66692 41483

		
0.55555 55555 55556

		



		
± 0.33998 10435 84856

		
0.65214 51548 62546

		ordre 7



		
± 0.86113 63115 94053

		
0.34785 48451 37454

		



		
0.00000 00000 00000

		
0.56888 88888 88889

		ordre 9



		
± 0.53846 93101 05683

		
0.47862 86704 99366

		



		
± 0.90617 98459 38664

		
0.23692 68850 56189

		






Systématisation de la construction

d'un modele d’'eléements finis 2D

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Regles bidimensionnelles appliquées aux éléments triangulaires

Abscisse & Abscisse 7 Coefficient de Précision
pondération
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 0.50000 00000 00000  ordre 1
0.20000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667  ordre 3
0.60000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.20000 00000 00000 0.60000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 - 0.28125 00000 00000
0.10128 65073 23456 0.10128 65073 23456 0.06296 95902 72413  ordre 5
0.79742 69853 53087 0.10128 65073 23456 0.06296 95902 72413
0.10128 65073 23456 0.79742 69853 53087 0.06296 95902 72413
0.47014 20641 05115 0.05971 58717 89770 0.06619 70763 94253
0.47014 20641 05115 0.47014 20641 05115 0.06619 70763 94253
0.05971 58717 89770 0.47014 20641 05115 0.06619 70763 94253
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 0.11250 00000 00000

Prof. Th. Gmdr
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Abscisse 

		
Abscisse 

		
Coefficient de 

		Précision



		

		

		
pondération 

		



		
0.33333 33333 33333

		
0.33333 33333 33333

		
0.50000 00000 00000

		ordre 1



		
0.20000 00000 00000

		
0.20000 00000 00000

		
0.26041 66666 66667

		ordre 3



		
0.60000 00000 00000

		
0.20000 00000 00000

		
0.26041 66666 66667

		



		
0.20000 00000 00000

		
0.60000 00000 00000

		
0.26041 66666 66667

		



		
0.33333 33333 33333

		
0.33333 33333 33333

		
– 0.28125 00000 00000

		



		
0.10128 65073 23456

		
0.10128 65073 23456

		
0.06296 95902 72413

		ordre 5



		
0.79742 69853 53087

		
0.10128 65073 23456

		
0.06296 95902 72413

		



		
0.10128 65073 23456

		
0.79742 69853 53087

		
0.06296 95902 72413

		



		
0.47014 20641 05115

		
0.05971 58717 89770

		
0.06619 70763 94253

		



		
0.47014 20641 05115

		
0.47014 20641 05115

		
0.06619 70763 94253

		



		
0.05971 58717 89770 

		
0.47014 20641 05115

		
0.06619 70763 94253

		



		
0.33333 33333 33333

		
0.33333 33333 33333

		
0.11250 00000 00000

		






Systématisation de la construction
d’'un modele d’elements finis 2D
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ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Choix du nombre de points de Gauss pour une intégratior.
: exacte)

points

¢ Nombre de points identique au hombre
maximal de nceuds dans chaque direction

de Gauss O |

T

N
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Systématisation de la construction A

FEDERALE DE LAUSANNE

d’un modele d’élements finis 2D | MaF

Comparaison des intégrations exacte et(réduite c

Nombre de
points de Gauss
reduit
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Systématisation de la construction
d’'un modele d’elements finis 2D

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Comparaison des intégrations exacte et réduite

Intégration exacte
@ | Stabilit
numérique

Monotonie de la
convergence

@) Surestimation
de la rigidite
Risque de
blocage des
élements linéaires

Choix optimal ?

= Integration sélective

N

Prof. Th. Gmiir
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Intégration réduite

@A

ssouplissement
de la rigidite

Diminution des
couts de calcul

Perte de la
monotonie de
convergence

@ Risq

ue d'instabilite

numerique

Voir cours specialisés de
mécanique numerique

-121-

13/12/2018



At

Convergence d'un modele o
d’éléments finis 2D L MaF
e Contiguité d’'un modele d’éléements L

finis bidimensionnels -

e+1
® O o O o T

aQ a+1_Q
O O O

eu(x,y) = CHYE 7) % o
1un(x, y) =CTHRE 7) *q

Continuité [—) Contiguité T
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Méthode des éléments finis -122- 13/12/2018
Décembre 2018



a )
Convergence d’'un modele o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

e Criteres classiques de convergence

Critéere de continuité Criteres non perturbes
o - par le changement de
Critere de differentiabilite variables

Prof. Th. Gmur
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a )
Convergence d’'un modele o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

e Criteres classiques de convergence

Critéere de continuité Criteres non perturbes
par le changement de

Critére de différentiabilité variables
Critere de complétude
s JAN
X :@-I(f’ )X = Z®i(§’ ) % Elément 9.0
°T : caractérisant

y =CH(g n)ey = Z@(é ey,  geométre

Elément 2

Uh(x, y) = Z hi(X, y) éq = Z®(§ 7) Q. définissant la

solution

Prof. Th. Gmur
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a )
Convergence d’'un modele o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’élements finis 2D L MaF
Critere de complétude (suite)
4 eﬂ 3 . . .
O o Elément biquadratique RE
définissant la solution | hesead
5 £ biquadratique
i 7
Yo I
O O
1 8 2
4 7 3
T e o—0—0)
LT \
| : ol o
O—O0—0

90
U L1, Elément bilinéaire
caracterisant la géomeétrie
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Convergence d’'un modéle o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

Critere de complétude (suite)

°p
P —\

= Définition _de

= eun(ex, ey.) E: a + fex. + yey, lacomplétion
(1=1,2,...,¢p)
:mww:aZh@m+ﬁZh@mw

A +72ah(§ 7)oy,

Identification
terme a terme - ¢ + 'BX Ty

Prof. Th. Gmur
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N )
Convergence d’'un modéle o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

Critere de complétude (suite)

°p
P —\

= Definition de
= eun(ex, ey.) E: a + fex. + yey, lacomplétion
(i=1 2 .. )

:mww:aZh@m+ﬁZh@mw

A +72ah(§ 7)oy,

Identification _ |
terme a terme = &1 BX * Y

Prof. Th. Gmur
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Convergence d’'un modéle o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

Critere de complétude (suite)

°p
P —\

= Définition de

= eun(ex, ey.) E: a + fex. + yey, lacomplétion
(1=12,...,%p)
:mww:aZh@m+ﬁZh@mw

A +72ah(§ 7)oy,

Identification
terme a terme

a + Xy yy

Prof. Th. Gmur
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N )
Convergence d’'un modéle o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

Critere de complétude (suite)

°p
P —\

= Définition _de
= eun(ex, ey.) E: a + fex. + yey, lacomplétion
(1=1,2,...,¢p)
:mww:aZh@m+ﬁZh@mw

A + Vzah(é 7) %,

Identification /
terme a terme a + px+ gy

Prof. Th. Gmur
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a )
Convergence d’'un modele o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

Conditions nécessaires de compléetude

°p
Z h(&n) =1 ACritére de continuité restreinte

°p °p
: . = : X:

Transformation
de coordonnées

—~
A
S
@
X
[
>
If
—~
A
S
@
X

@
-
—~
A
=
3
<
|
<
Il
«
-
—~~
AN
S
@

Conditions vérifices si@¥2=C
Complétude & vérifier (patch test) si 9.2+ 2
Prof. Th. Gmir
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Convergence d’'un modele o

FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

e Notion d’éléements finis isoparamétrique, sous-parametrique
et superparametrique

@ O () 3 O @ @ [} (]
@ ap=8 [J D) Pp=8 ( [] ap=4 []
9p =8 Ip=4 9p=8
@ @ O @ O @ @ [ ] (]
O point de spécification de la fonction cherchée [] point de spécification des coordonnées
Elément Elément sous- Elément super-
iIsoparametrique parameétrique parametrique
Géométrie de méme Géomeétrie d'un Géomeétrie d'un
ordre que la solution ordre inférieur a ordre supérieur a

celui de la solution celui de la solution

Prof. Th. Gmdr
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Convergence d’un modéle AP

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

d’elements finis 2D L MaF

e Exemple d’'un elément fini sous-paramétrique bien connu

a_Q eT eQ
1 3 //?;///—\\\\\~ 2 3

O 10 O ®
c=—1 éIO §j+1 L2 2

5: -1 90 &=+ 1
3 q Transformation
Z (&) &X; linéaire
=1
= 00— ED)I2 + LEE+D)I2 :

Méthode des éléments finis -132-
Décembre 2018
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Précision d’'un modele d’'élements .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

finis bidimensionnels L MAF

e Estimation H! de I'écart entre la restriction €U et
son interpolation nodale “U,

| ey — ey, uieg gH ay — ay, Hi ac)

« Norme H**! de la restriction €U transformée par
les coordonnees naturelles

2 2
| au Hk+1, a0 S | €U Hk+1, €0

Influence de la transformation
de coordonnées

Prof. Th. Gmur
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Précision d’'un modele d’'élements .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

finis bidimensionnels L MAF

e Estimation asymptotique locale de I'erreur pour
un elément fini pere

lau—au,l1ag < 2C; *h*lauly 1 a0 (°h — 0)
°h  diameétre de I'élément fini

K  degré de linterpolation
C, facteur de convergence

Restranscription de I'estimation
asymptotique de 'erreur pour un
élement fini regulier (€ — a)

Prof. Th. Gmdr
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Précision d'un modele d’éléments
finis bidimensionnels

 Caractérisation de I'estimation H! de I'écart entre la
restriction °U et son interpolation nodale °u,

leu—euylyen < 1°T 74y

A

Identification
terme a terme

<

<

1°T 114
|°T 7114

max(%))]
o)

max(*]).
°Q

max(%))]

U2 jay—ay, | ag

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

2.aC ehk|ay]y,q ag

V2 ac kT I, g

L2

Imin@)] 21Ul

(P4

- Forme standard de l'estimation H' de I'écart entre U et eu,

| eu—euy Iy e sth ®Ulk+1,50

Prof. Th. Gmiir
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Précision d’'un modele d’'élements .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

finis bidimensionnels L MAF
e Lien entre les facteurs de convergence
/2
c, < o, |MaxCD | ey, 171,
min(®) Je, max(éj)
A Dégradation de la précision si min(j) croit
°Q

— Forme de I'élément aussi réguliere que possible

e Exemples d’éléments entrainant une déegradation
de la précision

IERVAANG st

Prof. Th. Gmdr
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Précision d’'un modele d’'élements m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

finis bidimensionnels L MAF

 Estimation H! de I'erreur globale e

lehlio = lu—uhlyo < CihX (h — 0)
h  longueur caractéristique du réseau (h = max °h)
K  degré de linterpolation n

C, facteur de convergence

Longueur °h mesurée
selon le systeme local
de coordonnées

Prof. Th. Gmur
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Résolution du probléme-modele  EUHE

FEDERALE DE LAUSANNE

par un logiciel d’éléments finis L MaF

e Application du logiciel Matlab® au transfert-chaleur par
conduction dans un milieu bidimensionnel (domaine
géometrigue complexe)

e Application d'un logiciel d’éléments finis commercial
(Abaqus®) au calcul du comportement mécanique
d’'une structure (domaine tridimensionnel et variable
d’état vectorielle)

Prof. Th. Gmdr
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