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Précision locale optimale dans la méthode des éléments finis

Au travers de I’exemple du paragraphe 2.3.4, nous avons vu que la solution appro-
chée u est étonnamment exacte aux neeuds du maillage d’éléments finis pour la formula-

tion faible donnée
uh(x) = u(x) @(=12,...p) (2.72)

Afin de démontrer ce résultat exceptionnel, prouvons-tout d’abord que I’écart u — uh
entre les solutions exacte et approchée du probléme donné satisfait, sur I’ensemble du
domaine de définition [0, £], 1a condition d’orthogonalité suivante

j(f [d(u — uh)/dx] (dowhidx) dx = 0V auke V* (2.73)

Comme 1’espace fonctionnel " est un sous-espace de V(V h = 9/), il est possible de '

remplacer le déplacement virtuel exact & par sa valeur approchée suk dans la formulation
faible (2.12)

j(f EA (du/dx) (déu/dx) dx = P uh(f) + j(f gahde Vauhe VP (274)

En soustrayant de cette équation la forme faible approchée (2.22), on obtient, apres divi-
sion par le facteur EA, I’égalité ci-dessous

jj (duldx — duldx) (déutidx) dx = 0V duke V" (2.75)

qui correspond 2 la condition cherchée (2.73).
Montrons ensuite que la fonction g de Green (fig. 2.16) vérifie la relation

u(a) — uh(a) = jﬁ [d(u — uh/dx] (dg/dx) dx (2.76)

dans laquelle la quantité scalaire a (0 <a < £) dénote la position de I’impulsion de Dirac
8,(x) = &x — a) associée 2 1a fonction de Green g par la forme forte bien connue

d2g/dx? + 8, =0 dans 10, /[ (a)
g =0 ® @I
dglax| _ =0 ©

Dés lors que la formulation faible correspondant 2 la forme forte (2.77)

J': (dg/dx) (déuldx) dx = j(f 5, du dx (2.78)

doit étre satisfaite quel que soit 8« € ¥, on peut adopter comme fonction test du la diffé-
rence u — !, qui appartient au méme espace fonctionnel puisque la classe de fonctions
21" est identique 2 I'ensemble 4" inclus dans I'espace ¥, ce qui permet d’écrire

[ (f (dg/dx) [d(u — uhyidx] dx = j(f 5, (u—uh) dx : 2.79)
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Fig. 2.16 Fonction de Green relative 4 I'impulsion de Dirac 8.

En v . . .
ertu de la pro’pn/ete de I'impulsion de Dirac §,, cette expression devient, les solutions
exacte et approchée étant admises suffisamment régulieres

£
J.o (dg/dx) [d(u — u)/dx] &x = u(a) — uh(a) (2.80)

ce qui démontre la relation (2.76).

Avec les deux lemmes (2.73) et (2.76) du théoréme (2.72), il est maintenant possibl
de prouver que la solution approchée par la méthode des éléments finis est ex:ct )
n’(.x:uds pour le probléme aux limites considéré. En effet, si le point d’application x —e al(lix
1.1mpu1510n de Dirac §, correspond a la position d’un neeud x, (i = 1, 2 ) la_fa y
tion de Gre.en g, qui est linéaire par morceaux, appartient au slous—esy’)ac’e“;l’/[;‘ ’d -y
que la relation (2.76) devient, compte tenu de I’expression (2.73) écrite pour 614,” —egsorte

u(x) - whe) = | (f [d(u — uhy/dx] (dg/dx) dx = 0 (2.81)

Chapilr(;tz(rllrsn 211 ulrl1 :era;tgmsmble de fiémon,trfer que la classe de problémes traités dans ce
s e 1B rSf) ution ap.procl.lee par éléments finis qui est non seulement exacte aux
points x du esealf_, mais qui \est en plus telle qu’il existe en chaque élément au
un point ol sa dérivée premiere est exacte et que cette dernidre est préci
cond ordre au centre de I’élément fini [60]. R
d,éléile:n[t);off)lﬁsetgz iemagp;able-:s partagées par I’approximation u” dérivée d’un modele
g ype ; alerkm ne 'sont ma'lheurleusement pas représentatives de n’im-
T i i laf:faux I;mt&s clltpnc!ue et s’expliquent ici par le fait que I’opérateur dif-
S e e l(:nrme m.-te ne conu.enl .quc_la dérivée seconde d?u/dx2 du déplacement,
s e u _autre ?idrc d? dénv'auon. inférieur (ordre zéro ou un) et que les fone-
Bien qu'elle oo ﬁ::ies esausfom 1 équanorj différentielle homogéne d2u/dx? = 0 [61, 93].
doesle cpine Ee Iaes ltre. transposée & d’autres problémes, cette situation de précision
commreiics 185, 0 Lg:on approchée, connue sous le nom de phénomene de super-
G e é’éme,n : u?.g Te que les méthode?s_ des résidus pondérés, dont découle la
C— s finis, assurent les tlzondltmns cadre pour lesquelles les caractéris-
preeision optimale dans un certain sens sont souvent garanties [60].
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Meilleure approximation de la solution

Avant de déterminer la qualité globale d’une solution obtenue par la méth}ode des
&léments finis, montrons que pour le probleme aux limites con81dejre le procedc.de Qa-
lerkin, dont est issue la méthode des éléments finis, conduit & la meilleure approximation

uh dans le sous-espace u. . ) 9"
Dans ce but, considérons le déplacement virtuel approché relatif suivant

wh = uh — duh (whe V" (2.82)

| défini comme la différence entre le déplacement réel approché u”t et 1’approximation du

| déplacement virtuel absolu suh. On peut alors écrire successivement
J'(f [d(u — sut)/dx]* dx = J(f [d(u — uh + uk — suM/dx}* dx
= [ (i ax + [ 00 - aubyast dx
+ 2 Lf [d(u — uh)/dx] [d(uh — su)/dx] dx
= [} 1d0u— wyax dx + [ @wha? ax
+ 2 j(f [d(u — uh)/dx] (dwh/dx) dx (2.83)

ale est nulle en vertu de la relation (2.73) dans laquelle la quan-

a derniére intégr g0
Comme L g eut &tre explicitée

tité suh est remplacée par la grandeur wh e V" I'expression (2.83) p

sous la forme

4
[© (00— uhyiaxp? dx = f (f [d(s - auyda? dx — [ (@whidn)” dx (2.84)
0
Dés lors que le second terme du membre droit de cette égalité doit étre positif ou nul,
il s’ensuit ,
i
= f = 3 s s F‘
D[ - dr < J (G- il de g [ 289
H o
ey

Cette inégalité exprime ainsi que la méthode de Galerkin est optimale dans un ((:lert;}lln
i i isi S~ e H'.
sens, pourvu que les fonctions uh et su” soient choisies dans le méme sous-espace

' Estimations asymptotiques globales d’erreur

ue 1"approximation /' obtenue par la méthode des €l¢-
Jes remarquables en présence de problemes
lobale de la qualité de

Bien qu’il soit appréciable q
ments finis satisfait certaines propriétés loca

elliptiques particuliers, il est plus intéressant d’établir une mesure g

| la solution approchée d’ :
| A cette fin, définissons en premier | ) *
comme la différence entre la solution exacte u(x) et la solution approchée uh(x)

)
eh(x) = u(x) — uh(x) (2.86)

un probléme aux limites unidimensionnel général. :
ieu errenr e'(x) de I"approximation cherchée
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. Quoique la solution exacte soit rarement connue, il est possible de construire une
estimation de 'erreur (2.86) et de déterminer si cette dernidre décroit lorsque le nombre
d’éléments du réseau augmente. Une telle information est d’une grande utilité, puisqu’elle
permet de juger la qualité des fonctions de forme choisies et Paccroissement de la préci-
sion des résultats lors d’une diminution de la longueur caractéristique

o e
h = meg:lx 1% e=1,2,..,m) (2.87)

du maillage, considérée comme un paramétre du réseau.
' Comme Ierreur (x) constitue une mesure peu pratique de I"estimation de la préci-
sion des résultats, il est préférable de recourir i la notion scalaire de norme. Parmi les

principales normes utilisées pour I"analyse d’erreur de la méthode des €léments finis, on
peut citer:

* lanorme euclidienne ou norme HO, notée || e||,;

* la semi-norme de I'énergie de déformation ou norme H k. notée [l l;
* lanorme énergétique (énergie totale) ou norme H', notée [l e|l,; '
* la norme maximale ou norme CY, notée ||,

Pour un probléme aux limites unidimensionnel, ces normes ont respectivement pour
expression

r ’ 12
letly = | [ (en? ax ] (a)
[— ’ 12
ety = | j'o (deh/dx)? dx ] (b)
[ eo 12 (2.88)
letl, = | jO [(e")2+(deh/dx)2]dx:| ©
let], = Orsnfgélehl ()

Les estimations asymptotiques de Ierreur, c’est-a-dire celles qui sont obte-
nues par discrétisation du réseau en éléments finis de longueur caractéristique 4 de plus en
plus faible, sont typiquement de la forme

letll, < C, h* (Wt << 1) (2.89)

ol I'exposant p, appelé taux de convergence, désigne un nombre entier qui dépend du
degré des fonctions de forme utilisées pour I"approximation, tandis que la grandeur C|,
dénommée facteur de convergence selon la norme H* choisie, est une constante liée
aux données du probleme et au taux p.

Si I'exposant p est positif, I"erreur |||, tend vers zéro lorsque le paramétre 4 du
réseau décroft et on dit alors que I’approximation converge vers la solution exacte, relati-
vement i la norme choisie.

Dans le cas du probléme aux limites considéré, dont la solution est modélisée au
moyen de fonctions de forme linéaires par tranches (éléments finis 4 deux nceuds), les
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estimations a priori de I’erreur s’ écrivent
letll, < Cyh? @
lletll, < Czh (b)
lletll, < Cih ©
letly, < Con? @

Ces résultats montrent que les déplacements convergent quadratiquement, alors que les
déformations et, par conséquent, les contraintes ne tendent malheureusement que linéai-
rement vers les valeurs exactes, ce qui signifie que pour un maillage fixé, les déplace-
ments approchés trouvés sont plus précis que les contraintes afférentes.

Norme énergétique de I’erreur d’un modéle d’éléments finis

L’estimation a priori (2.90c) de la norme énergétique (2.88c), qui constitue la mesure
la plus courante de la précision d’une approximation obtenue par la méthode des éléments
finis, peut étre établie & partir du théoréme (2.85). En effet, si I’on parvient & développer
une solution approchée dont on puisse connaitre 1’ erreur correspondante, celle-ci est au
mieux égale 4 I’estimation d’erreur de I’approximation u”, puisque cette dernidre est la
meilleure solution approchée possible dans le sous-espace ut,

Une fonction dont la précision peut facilement étre évaluée est V'interpolation
Iinéaire u; de la solution exacte u entre les nceuds du réseau d’éléments finis (fig. 2.17)

ulx) = ulx) = g; i=1,2,..,p) 2.91)

Comme le résidu p(x) = u(x) — u,(x) s’annule aux fronti¢res de chaque élément fini
¢ de longueur ¢/, il est possible d’expliciter la fonction p(x) sous la forme de la série de

solution
exacte

interpolation
} linéaire

Fig. 2.17 Interpolation nodale linéaire u;.
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Fourier suivante
P = 3 a, sin ™™ o .
mgl m iD= 0gx<) (2.92)

ot 1 i = i i
Con::,s nilczlalrcls. a:,, (m= %, 2, ...) désignent classiquement les coefficients de la série.
ment & I’expression (2.92), on établit aisément les intégrales suivantes

e[ ez - 2
d 2 ——r mmr
.[O(p/dx) dx 2m§1(2€)ar%t (a)

m=1 ef

de sorte que, compte tenu de la condition

2 ep2 4
mre\® , £ (mn
(—e Z) a4 < — (7) @ (mx1) 2.94)

la so . i o A L .
mmation sur I'indice m entraine V'inégalité de Poincaré-Friedrich ci-apres

Ef ee - 4
Jo @oaopa= 2 5 (2) ®

J.ef (dp/dx)* dx < e dx2)? dx
S 2
) p <2 J.O (d2p/dx2) (2.95)

Etant Jelil que la fOIlCthn U (x est ll é [ te; lle con de €, cett cga-
dO c 7i ) S neair danS l mterva 0.
S1dert , Cl € 1n ga

[ cotepan s € [ oy |
, @ < | , (@u/da)? dx (2.96)
ou, d’apres la définition du parametre 4 du maillage,

¢ W2 ey
dp/dx? dx < £
jo (dpfdxy? dx < _[ , (@uldx?)? dx 2.97)

((;«;;t’e relation ét'ant .valable pour chacun des éléments finis du réseau, I’assemblage des
1Iicrentes contributions aux intégrales conduit 3 I’expression suivante

J.Z(dp/dx)de<h_2J'Z d2 2)2
0 =2 (d%u/dx2)* dx (2.98)

pourvu que la dérivée seco i
- N ) NP
. e de la fonction u posséde une énergie finie selon la norme

I3
(Puldr)? dx < os
[ w2 ax < (2.99)

D N et
© manicre analogue, on montre I'inégalité

£ ht oer
pPrdx < — 2y/dx2)2
fo jo (d2u/dx2)? dx (2.100)
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It en découle que le carré de la norme H' du résidu p(x) vérifie la condition
‘ P21 22N [ (@uide)? dx (2.101)
jo [0 + (dp/dx)?] dx < §(1 = jo (d2uldx?)

qui, pour une longueur caractéristique & du réseau tres faible (h/¢ << 1), prend la forme
e (2.102)
£l ne 2
jo [p? + (dpldx?] dx < f | (@uldey dx

Comme la fonction u#(x) est la meilleure approximation possible de la solution’ u(;c)
dans le sous-espace U, la comparaison de I’erreur eh(x) = u(x) — ul(x) avec le résidu
p(x) = u(x) — u(x) permet d’énoncer

I3
[ (f (e + (deb/dxy?] dx < [ 97+ (@pld?) dx

2
< h—2 | © (@uldny dx (2.103)
m Y0
ou, en écriture de norme, _
s 2.104
et} < lplf < = | d2u/dx2 3 ( )
T

Puisque la norme H° de la dérivée seconde de la solution exacte u est admise bornée
d’aprés la relation (2.99), on trouve finalement

' .105
letll, < C h (Wt << 1) » (2.105)

ce qui démontre |estimation définie 2 I’égalité (2.90c).

Commentaires

« En toute rigueur, 1’inégalité (2.85) ne permet que de monl.rer que l‘es méétl.mdesH (16
Galerkin et des éléments finis sont optimales au sens de la semi-norme énerg tique Hj.
Toutefois, pour un probleme bien posé — ¢’est-a-dire continu et coerc.lf [26] -, r:.etle semi-
norme est équivalente 2 la norme H', ce qui valide la premiére inégalité apparaissant dans
la relation (2.103).

« Llerreur u —u' sur le déplacement étant d’aprés la relalio‘n (2.73) lorl'hog;:-r:fili ?:I
sous-espace V " au sens du produit scalaire dans I’ faspfaca foncuon:;cl‘H .::1 Zﬁ :c:;ai,-e
obtenue par la méthode des éléments finis est 1;1 pm_]e(iuon. au sens alc:e prroﬁmalion “1:
du déplacement exact i sur le sous-espace ", En d’autres termes, lapp ’ nm.m o
est 'élément de 9" le plus proche de la fonction cherchée u au sens de la semi- 5

2.106)
N — il < llu-wllg Vwe Y (

. . ; it

cette forme, démontrée facilement a partir de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, ét.anl en fz:;c
’ . -

identique 2 la relation (2.85) illustrant que la solution-«” est la meilleure approximation

la fonction u dans le sous-espace V" au sens de la norme précitée.
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+ La convergence de toute méthode numérique est mesurée par les deux propriétés fon-
damentales que constituent la consistance et la stabilité [26, 48]. La premiere dépend du
choix des fonctions de base relatives aux éléments finis, tandis que la seconde est tribu-

taire de la préservation, lors de la discrétisation, de la monotonie de I’ opérateur différen-
tiel associé aux efforts intérieurs.

+ La définition (2.88¢) de la norme H! de I’erreur englobe simultanément la fonction e#
et sa dérivée de/dx sans adaptation dimensionnelle, ce qui n’est certes pas trés heureux

aux yeux d’un ingénieur. Cette forme est toutefois acceptée ici, car elle est usuellement
adoptée par la communauté des numériciens,

* La semi-norme de 1’énergie de déformation (2.88b) ou norme H 1 de Derreur est
quelquefois définie de la maniére suivante

1/2
letll, = [ j(f EA (deh/dx)de] (2.107)

ce qui confeére 2 son carré la dimension vraie d’une énergie (J ou Nm).

2.3.6 Exemple : normes de Perreur d’un réseau d’éléments finis

Afin de concrétiser les notions d’estimations d’erreur @ priori exposées au paragraphe
2.3.5, recherchons la norme euclidienne HO et la semi-norme énergétique M. de I’erreur
e entachant la solution du probleme de la barre en traction discrétisée en quatre €léments
finis a deux points nodaux (§ 2.3.4).

Comme la solution approchée par la méthode des éléments finis est exacte sur la
seconde moitié de la structure (fig. 2.14), il suffit de déterminer Perreur e sur le premier
trongon, oli la solution exacte u et sa dérivée premi€re ont pour expression

qlx x 3 du gt x %
=—(2-3-+2= =5 (1-3=+4= 2.108
“=6Ea 273+ ax = 3g4 173544 408
D’apres les valeurs nodales (2.68a) et (2.68b) et conformément 3 1’allure des fonc-

tions de base, la solution approchée u” et sa dérivée premiére s’écrivent sur les deux
premiers éléments finis

414¢ duh  414¢
" = TesEi —— = <x<
“ = 19284 AT 0Sx<U4  (a) -
Ge* X du” 7q¢ g
tEs 1 I —— = 4<x< b
384 FEA SRR f) dx 192 EA UA<x<42 (b)

11 s’ensuit que I'erreur e” = y — u et sa dérivée prennent les formes respectives sui-
vantes sur le premier intervalle

gfx 23 _x i3
h = LT (Y [
“ =SEA R332 p
G 23 . o OSxssd) (2.110)

@ T 3Ea a3t
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tandis que sur le deuxiéme, elles valent

bl 17 57x _x? x4
ho— (pml |l i e
¢ =emaCatne a2t
de” qt 57 _x x3
& = 384 a2t
En intégrant, d’aprés les définitions (2.882) et (2.88b), les carrés des quantités pré-
cédentes sur les domaines [0, £/4] et [¢/4, £/2] correspondant aux éléments finis 1Qet2Q
(fig. 2.13), on obtient numériquement

(414 <x<22) (2.111)

éfS/Z
h —
llerll, = 0.00291 T (@

4032 (2.112)

llet|l, = 0.03692 7 (b)

Ces valeurs sont reportées 2 la figure 2.18, oil sont en outre incorporés les résultats trou-
vés pour ces mémes normes avec des discrétisations en deux et huit éléments finis. A la
lecture de 1’évolution des différentes estimations d’erreur avec la longueur caractéristique
du réseau, on constatera que les mesures asymptotiques (2.90) sont ici valables méme
pour un trés faible nombre d’éléments finis. Notons par ailleurs que les normes de V’er-
reur énergétique (2.90c) ne sont pas intégrées a la figure en raison de leur inconsistance
dimensionnelle.

2.4 FORME VARIATIONNELLE D’UN PROBLEME D’ELASTOSTATIQUE

2.4.1 Principe variationnel global

Lorsque 1’opérateur caractérisant 1’équation différentielle du probléme donné est
auto-adjoint ou symétrique, on peut également trouver une solution au probléme en postu-
lant un principe variationnel global, exprimant 1'équilibre de 1’énergie de tout le
domaine étudié sous la forme d’une fonctionnelle ou fonction de fonctions, la solution
correcte étant alors celle qui minimise la fonctionnelle considérée. Cette troisieme formu-
lation d’un probléme elliptique aprés les formes forte (8 2.1.1) et faible (§ 2.1.2) permet
aussi de construire un modéle d’éléments finis par une approche relativement analogue &
la formulation faible discréte.

Dés lors que les approches faible et variationnelle sont mathématiquement équiva-
lentes — pourvu que la fonctionnelle puisse étre établie —, nous ne nous étendrons pas sur
cette nouvelle formulation, afin de ne pas surcharger inutilement la présentation, et nous
nous bornerons dans les lignes qui suivent 2 donner une description générale de I’ap-
proche. Des informations plus completes sur 1’application des méthodes variationnelles
dans le domaine de la mécanique des solides et des structures peuvent étre obtenues dans
fa littérature spécialisée [95].

Pour le probléme de la barre en traction analysé tout au long de ce chapitre, choisis-
sons comme fonctionnelle 1’énergie potentielle totale du systeme étudié, composée
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EAllehly  EAvehiy

‘;Zs/z ‘ﬂslz
norme H°
1072 — de l'erreur

norme Hy
de l'erreur

Fig. 2.18 Représentation logarithmi ’
que des normes d’err h h i
d’éléments finis modélisant la barre en traction. e B i

de 1'énergie de déformation interne U et du travai i
vail V de la charge répart
force ponctuelle P A I’extrémité de la barre, ¢ e e

Jw) = Uw) + V(w) V: — S - - fw{(\

1t ¢ !
) jo EA (dw/dx)? dx — [jo gwdx + Pw(f)] (2.113)

et montrons qu’elle conduit 2 la solution du i i
, probléme, qui consiste donc & r
déplacement u € Utel que S

Jw) < Jw) Vwe U (2.114)

Lors d’une variation arbitraire & i

w e ¥ de la fonction w, la variation premisr
« i e
fonctionnelle (2.113) a pour expression ’ e

l
aJI(w) = jo EA (dw/dx) (déw/dx) dx — | (f g owdx — P sw(0) (2.115)

En intégy: i i
i tégrant par p.jmllcs le premier terme du membre droit de cette égalité, on peut écrire
Chant que la variation w s’annule en x = 0, ’

I4
V) = — [ [EA (@wids?) + q] ow dx + [EA (dwidy) , -~ Plaw)

(2.116)




48 METHODE DES ELEMENTS FINIS

La condition de stationnarité
dw=u) =0 Vwe U 2.117)

implique que I’extremum de la fonctionnelle J(w) est atteint quand les deux conditions ci-

apres sont satisfaites

EA (d2u/dx?) + ¢ = 0 (@)
(2.118)

EA (du/dx) -P=0 (b)

=1

La premitre égalité, appelée équation d’Euler-Lagrange associée 2 la fonction-
nelle, est en fait I’équation différentielle (2.3) régissant le probléme, tandis que la seconde
n’est rien d’autre que la condition naturelle (2.4b). Comme la fonction w appartient a la
classe de fonctions U, elle respecte en outre la condition aux limites essentielle (2.4a) au
point de stationnarité lorsque les fonctions w et u sont les mémes. Les formulations forte
et variationnelle sont donc équivalentes d’un point de vue mathématique, pour autant tou-
tefois que les conditions de régularité énoncées précédemment soient satisfaites.

L’analyse de la variation seconde de la fonctionnelle permet de déterminer la nature
de I’extremum trouvé. Pour notre cas particulier, on peut voir que la solution u € U mi-
nimise la fonctionnelle, puisque I’on a

SIw=1u) = %jj EA (dsu/dx? dx > 0 (2.119)

ce terme étant bien strictement positif, d&s lors qu’il représente ’énergie de déformation
virtuelle du systeme.

Commentaires

. Dans la littérature, la forme faible est quelquefois appelée variationnelle, mais nous
réserverons cette acception exclusivement 2 la formulation décrite dans ce paragraphe.

. L’éxpression (2.113) n’est pas la seule forme quadratique qui se trouve minimisée
lorsque la fonction u(x) satisfait I’équation différentielle (2.3) ou (2.118a). 1l est possible
de définir d’autres fonctionnelles qui conduisent 3 un résultat analogue, mais la forme
choisie ici pour la fonctionnelle présente I’interprétation physique la plus simple.

+ Le probléme de minimisation (2.117) correspond en fait au principe fondamental du
minimum de 1’énergie potentielle en mécanique.

« Le fait que I’existence d’un principe variationnel soit liée a la symétrie ou I’auto-
adjonction du probleme considéré émane du théoréme de Lax-Milgram [16].

2.4.2 Formulation variationnelle approchée

Comme pour la forme faible, on peut trouver une solution approchée du probleme
variationnel en recherchant une fonction #/ — qui minimise la fonctionnelle J — dans le
sous-espace de dimension finie " = . La méthode de Ritz-Galerkin [35, 82],
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connue‘en dynamique des structures sous le nom de méthode de Rayleigh-Ritz [81, 82]
c‘013st'ru1t ainsi une approximation u” du déplacement u sous la forme d’une combin;ism;
hneallre d’un nombre fini de fonctions de forme définies globalement, 1a solution étant
parmi .toutes les combinaisons possibles, celle qui minimise la fonctionnelle considérée ’
Sil’on choisit pour la fonction arbitraire w une approximation w” de type .

h = S . h
W) = 3 o i) (2.120)

ou les grandeurs A;(x) (i =1, 2 n) dénotent des fonctions d ié
: 32y s e form
fonctionnelle (2.113) devient S R

1 ¢ )
Jowh) = o [ EA (@whidnf dx — [ g whdx - Pwh(e)
[l ¢
=2 S [J, EA @h;/dx) (dhy/dx) dx] o
n
l
- Zo [, B adx + m© P
_1ls s z 1
‘Eggl%kvaj—gain= S0 Ka —ar (2.121)

ou les t.ermes kij etr;(i,j=1,2, .., n), identiques aux expressions (2.30), représentent
respectlv.ement les composantes de la matrice de rigidité K et du vecteur des forces r pour
les fonctions de.forme h; (i =1, 2, ..., n) choisies, la variable a dénotant le vecteur col-
lectant les coefficients ¢; (i = 1, 2, ..., n).
La minimisation de la fonctionnelle J par rapport aux paramétres o; (i = 1, 2, ..., 1)
7l 3 Ly seny

ho— 1V ey = ;
Awh =uM/oa; = 0 (i=1,2,..,n (2.122)

conduit finalement au systéme d’équations linéaires suivant, identique 2 la relation (2.29)

n

jgi kjop =r; (i=12,..,n) (2.123)

Co | ——r ) .
mme, au point minimal, la fonction w” est 1’approximation cherchée u*, la résolu-

tion c.lu systéme (2.123) par rapport aux inconnues ; (I = 1, 2, ..., n) permet de définir la
solution approchée du probléme sous la forme

whe) = X o hi(x) (2.124)

Les mf:thodes <.1e Galerkin et de Ritz-Galerkin conduisent par conséquent, 3 nombre de
parameétres o; (I =1, 2, ..., n) égal, 4 la méme approximation de la solution u.

Commentaires

el-deLl:ifoIgcil(ienf:e entre les solu_tions a;:prochées obtenues par les méthodes de Galerkin
donnd es;:-a ? e'rlcilfn’ résul.le du fait q.ue 1 opél.ta.teur différentiel caractérisant le probléme
la forme (2HI t;;i joint. Si Acctle derr?lére condition n'est pas remplie, une fonctionnelle de
i - ) ne peut &tre définie, de sorte que le procédé de Galerkin permet de ré-

e classe plus large de problémes.
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« Quand la méthode de Ritz-Galerkin est applicable, la formulation variationnelle peut
ouvrir la voie 2 la construction d’un modgle d’éléments finis, selon une démarche iden-
tique 2 celle décrite a la section 2.3. La solution approchée uh est alors obtenue par
assemblage de fonctions de forme a support compact, ce qui entraine les mémes résultats
que ceux trouvés précédemment. La matrice de rigidité K découlant de la méthode des
éléments finis considérée comme extension du procédé de Ritz-Galerkin est toutefois
toujours symétrique, en raison de la condition d’existence de la fonctionnelle.

2.4.3 Interprétation physique de I’approche variationnelle

Pour clore cette bréve étude de I’approche variationnelle des problemes elliptiques
unidimensionnels, il est intéressant de clarifier 1’interprétation physique de la fonction-
nelle, ce qui permet notamment d’approfondir la notion de norme énergétique de I’erreur
définie au paragraphe 2.3.5.

Considérons 2 nouveau la fonctionnelle (2.113) qui, lorsqu’elle est minimisée par la
solution u cherchée, s’écrit

|
sw =3 | ¢ EA (duid? dx - j(f qudx — Pu(l) (2.125)

Comme au point de stationnarité de la fonctionnelle, la formulation faible (2.12) prend la
forme suivante — puisque le déplacement virtuel éu y est identique au déplacement réel u —

j(f EA (du/dx)? dx = j(f qudx + P u(f) (2.126)
la relation (2.125) devient
1 ¢
w =~ jo EA (duldx)* dx = — Uu) (2.127)

1 en résulte qu’au point minimal 1’ énergie potentielle totale du systéme est égale, au signe
prés, & son énergie de déformation.

Dgs lors que la solution exacte # minimise la fonctionnelle sur une classe de fonc-
tions 7 plus large que 1’approximation u* € U" = U, on établit selon la relation (2.114)
I’inégalité ci-apres

Jw) < Jwy Yure U (2.128)

de sorte qu’en vertu de ’expression (2.127), I'énergie de déformation du systeme est
sous-estimée par la solution approchée

Uuh) < Uw) Yure U (2.129)

Cette propriété ne peut toutefois étre généralisée a tous les problémes aux limites, mais il
est possible d’affirmer que la solution obtenue par un modele d’éléments finis construit 2
partir de la méthode de Ritz-Galerkin, telle que décrite dans cette section, conduit toujours
3 une valeur approchée par excés de ’énergie potentielle totale J(«), le minimum absolu
correspondant 2 Ia solution exacte du probleéme. Le tableau 2.19 présente, en fonction du
nombre d’élément finis, la valeur de I’énergic de déformation — estimée elle par défaut —
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obtenue pour une discrétisation en deux, quatre et huit éléments finis de la barre encastrée

en traction étudiée aux paragraphes 2.3.4 et 2.3.6.

Tableau 2.19 Energie de déformation U en fonction du nombre m d’éléments finis
pour le probleme de la barre encastrée en traction.

Nombre Energie de
d’éléments déformation
m EAU/§*¢

2 0.003906
4 0.005866
8 0.006375
0o 0.006548

Exercice 2.1

Par la méthode de Galerkin, déterminer une solution approchée de I'équation de la

conduction de la chaleur en régime stationnaire pour un domaine unidimensionnel de
longueur /¢

d dT(x)
4 (_K(x)_dx_J o PPY. (2.130)

compte tenu des conditions essentielles de bord

TO) = T() = 0 (2.131)

ol la variable 7' est la température et ol la grandeur désigne le coefficient de
conductibilité thermique que 1’on choisit constant. Le flux de chaleur g est admis
c’onstant.pour 0 < x < £/2 et nul pour £/2 < x < £. Prendre un et deux paramétres pour
I"approximation de Galerkin et comparer les résultats avec la solution exacte.

Exercice 2.2

2

’ Déte?rr’niner I’écrasement d’une colonne de hauteur h, de section A et de module
d’élasticité £, soumise 2 son poids propre (poids spécifique ), pour une approxima-

tion polynomiale de type Galerkin & deux termes. Vérifier que le déplacement trouvé
est égal a la solution exacte du probléme.

Exercice 2.3

. Reprendre le probléme de la barre en traction traité au paragraphe 2.3.4 en choisis-
;.ant un réseau formé de deux éléments finis linéaires. Discuter les résultats trouvés et
€S comparer avec ceux obtenus précédemment,




