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Précision locale optimale dans la méihode des éléments finis

Au travers de l'exemple du paragraphe2.3'4,nous avons vu que la solution appro-

chée uhest étonnamment exacte uo* *oa, du maillage d'éléments finis pour la formula-

tion faible donnée

uh(x1) = u(xi) (i = 1,2, ..., P) (2'72)

Afin de démontrer ce résultat exceptionnel, prouvons tout d'abord que7',écart u - uh

entre les solutions exacte et approchée du problème donné satisfait, sur l'ensemble du

domaine de définition 10, ll,lacondition d'orthogonalité suivante

Tn fUu - uh)ldxl (d6uhldx) dx = 0 V 6uh e 'I/h (2'73)
J0 '

Comme l,espace fonctionnel '/h estun sous-espac e de il 1'/h c 'I/), il est possible de

remplacer le déplacement virtuel exact ôa par sa valeur approchée 6uh dans la formulation

faible (2.12)

lu uûunù(dvuhldx)dx = P ôuh(!) + Iln*'* V 6uhe'/h (2:4)
J6

En soustrayant de cette équation la forme faible approchée (2.22), on obtient, après divi-

sion par le facteur EA,I'égalité ci-dessous

În 6utd*-duhlùx)(d,6uhldx)dx = 0 v6uhe'/h (2'75)
J6 '

qui correspond à la condition cherchée (2'73)'

Montrons ensuite que la fonction g de Gre en (fig' 2'16) vérifie la relation

'( ,^r,, ,,h\tlv1 (ÀotÂr\ dr \2.76)u(a) - uh(a) = J' ta{a - uh)ldxl (dsldx) dx

dans laquelle la quantité scalaire a (0 < a< l) dénote la position de l,impulsion de Dirac

6o(x)=q1ç.4)associéeàlafonctiondeGreengparlaformefortebienconnue

Fig. 2. I 6 Fonction de Green relative à I'impulsion de Dirac ôo.

En vertu de la propriété de I'impulsion de Dirac 6o, cette expression devient, les solutions
exacte et approchée étant admises suffisamment régulières,

Jo tasldtl ld(u - u\ldxl dx = u(a) - uh(a) (2.80)

ce qui démontre la rclation (2.7 6).
Avec les deux lemmes (2.73) et (2.76) du théorème (2.j2),1|est maintenant possible

de prouver que la solution approchée par la méthode des éléments finis est exacte aux
næuds pour le problème aux limites considéré. En effet, si le point d'application x = a de
l'impulsion de Dirac ôo correspond à la position d'un næud x; (i = I,2, ..., p),la fonc_
tion de Green g, qui est linéaire par morceaux, appartient au sous-espace ,I)h, d,e sorte
que la relation (2.76) devient, compte tenu de I'expression (2.73) écitepour 6uh = g,

, eL
u(x,) - uh(x;) = lo Wç, - uh)ldxl (dg/dx) dr = 0 (2.81)

Notons qu'il serait possible de démontrer que la classe de problèmes traités dans ce
chapitre admet une solution approchée par éléments finis qui est non seulement exacte aux
points nodaux du réseau, mais qui est en plus telle qu'il existe en chaque élément au
moins un point où sa dérivée première est exacte et que cette dernière est précise au se-
cond ordre au centre de l'élément fini t601.

ces propriétés remarquables partagées par l'approximation uh dérivée d,un modèle
d'éléments finis de type Galerkin ne sont malheureusement pas représentatives de n'im-
porte quel problème aux limites elliptique et s'expliquent ici par le fait que I'opérateur dif-
férentiel relatif à la forme forte ne contient que la dérivée seconde dzuld* du déplacement,
à I'exclusion de tout autre ordre de dérivation inférieur (ordre zéro ou un) et que les fonc-
tions de forme choisies satisfont l'équation différentielle homogène dzuldf= 0 [61, 93].
Bien qu'elle ne puisse être transposée à d'autres problèmes, cette situation de précision
locale opdmale de la solution approchée, .onno" .ou, le nom de phénomèn e de super-
convergence [88], suggère que les méthodes des résidus pondérés, dont découle ra
méthode des éléments finis, assurent les conditions cadre pour lesquelles les caractéris-
tiques de précision optimale dans un certain sens sont souvent garanties [60].

I
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a

ûgldf*6o=Q

g(l) = 0

(a)

(b) (2.71)

(c)

(2.78)

dp.,d,,.tl = 0" lx=0

Dès lors que la formulation faible correspondant à la forme forte (2'77)

Ino rur,*1 @6utdx) * = I: 6o 6u dx

doit être satisfaite quel que soit ôa e '/, onpeuladopter comme fonction test ôz la diffé-

tence u - uh, qtiappartient au même espace fonctionnel puisque la classe de fonctions

flt ot iO"ntique àiLnsemUte ,/h inclusdans I'espace '/, ce qu\permet d'écrire

I! fur,*1ld(u - uh)tdxl * = I: 6o(u - uh) dx Q'1e)
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Meilleure approximation de la solution

Avantdedéterminerlaqualitéglobaled'unesolutionobtenueparlaméthodedes
élémentsfinis,montron.qu"pou,leproblèmeauxlimitesconsidéréleprocédédeGa-
lerkin, dont est issue tu -àoà" des éléments finis, conduit à la meilleure approximation

uh dansle sous-esPace {là.
Dans ce but, considérons le déplacement virtuel approché relatif suivant

wh = uh - 6uh çryn e ,I/h) (2'82)

défini comme la différence entre le déplacement réel approché uh etl'approximation du

déplacement virtuel absolu 6uh' Onpeut alors écrire successivement

li wa- 6uh)tdx)z * = J: ld@ - uh * un - 61\/dx)2 dx

= I( ruo - uh)tdx)z * . I: ld@n - 5a\tdxfz dx

. , Ï [d@ - uh)tdx] ld@n - 6uh)ldxl dx

= !! Wf, - uh)tdxlz * . I: (dwhtdx)z dx

. t l: td@ - uh)tdxl (dwhtdx) dx

comme la demière intégrale est nulle en vertu de la relation (2.73) dans laquelle la quan-

tité ;uhest remplacée p* lu g.und"ur wh e 'I/h,l'expression (2'83) peut être explicitée

sous la forme

l! wt, - uh)tdr(i2 * = I: [d(u - 6uh)/dx]2 dx - I! ru'o'*l' * Q's4)
Jo ' ru

Dèslorsquelesecondtermedumembredroitdecetteéga|ilédoitêtrepositifounul,
il s'ensuit

I l! ta*,- uh\tdxf2* . Jj ldu - 6uh\tùY)2 dx WW;ë'$hl ;" tz'ssl

':q 
J0

CetteinégalitéexprimeainsiquelaméthodedeGalerkinestoptimaledansuncertaln
sens, pourvu que les fbnctions in et 6uh soient choisies dans le même sous-espace de Hl'

Estimations asymptotiques globales d'erreur

Bienqu,ilsoitappréciablequel'approximationaàobtenueparlaméthodedesélé-
ments finis satisfait certaines propriétésiocales remarquables en présence de problèmes

elliptiques particuliers, il est pius intéressant d'établir une mesure globale de la qualité de

tu *tuiion approchée d'un problème aux limites unidimensionnel général'

A cette fin, définissons en premier lieul'eneur eh(x) de l'approximation cherchée

commeladifférenceerrtrelasolutionexacteu(.t)etlasolutionapptochéeuh(x)

eh(x) = u(x) - uh(x) Q'86)

Quoique la solution exacte soit rarement connue, il est possible de construire une
estimation de I'erreur (2.86) et de déterminer si cette dernière décroît lorsque le nombre
d'éléments du réseau augmente. une telle information est d,une grande utiliié, puisqu,elle
permet de juger la qualité des fonctions de forme choisies et 1'accroissement de la préci-
sion des résultats lors d'une diminution de la longueur caractéristique

h = max"l. (e = 1,2, ..., m) ç2.57)

du maillage, considérée comme un paramètre du réseau.
comme I'eneur eft(x) constitue une mesure peu pratique de I'estimation de la préci_

sion des résultats, il est préférable de recourir à la notion scalaire de norme. parmi les
principales nonnes utilisées pour I'analyse d'erreur de la méthode des éléments finis, on
peut citer:

. la norme euclidienne ou norme Ho, notée llettllo;
' lasemi'norme de l'énergie de déformatior, ôu no.,o" Hr*notéellehlls;, 7a norme énergétique (énergie totale) ou norme Ë11, notee linllr;. la norme maximale ou norme Co, notée I ehlo.

Pour un problème aux limites unidimensionnel, ces noûnes ont respectivement pour
expression

(a)llr'1, = | Ë
llr'il, = | Ë
llrhl, = | !:

t12
(2.83)

@\2 dx

t12

(dehldx)2 d.t (b)

(c)

(d)

112 (2.88)

7çe\2 + (deh/dx)21 dx

lsnlo = ma* lehl
03x3 L

Les estimations asymptotiques de I'erreur, c'est-à-dire celles qui sont obte_
nues par discrétisation du réseau en éléments finis de longueur caractéristique lz de plus en
plus faible, sont typiquement de la forme

ll eh lln < ç n 7t' (ht | << t) e3g)
où I'exposant p, appelé taux de convergence, désigne un nombre entier qui dépend du
degré des fonctions de forme utilisées pour I'approximation, tandis que la grandeur cp,
dénommée facteur de convergence selon la norme É1k choisie, est une constante liée
aux données du problème et au tauxp.

_ Si I'exposantp est positif, l'erreur llehllptendvers zéro lorsque le paramètre ft du
réseau décroît et on dit alors que I'approximati on converge vers la solution exacte, relati-
vement à la norme choisie.

Dans le cas du problème aux limites considéré, dont la solution est modélisée au
moyen de fonctions de forme linéaires par tranches (éléments finis à deux næuds), les

ri

il
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estimations a priori de I'erreur s'écrivent

llehllo < cohz

llehll, < iun

llenllt < crh

lrhl, < C;h,

Fourier suivante

p(x) = \a^sinry!m=l "(

s
(a)

o)

(c)

(d)

(2.92)

(2.e0) où les scalaires a*(m = 1,2,...) désignent classiquement les coefficients de la série.
conformément à l'expression (2.g2), onétabrit aisément les intégrales suivantes

f(ro''*Y*=TÊ,(i)'n (a)

I"! {0,r,*,1, * = } Z (T)^ "a G) 
Q'3)

de sorte que, compte tenu de la condition

( mo\' " - "!2 ( mo\a ^lu)4=eli)q @2\ e.s4)

la sommation sur l'indice m entraîne |inégatité de poincaré-Friedrich ci-après

.e0 "12 ,"!
lo <aon*Y * = ; Io <oroto*y 6* e.ss)

Etant donné que la fonction u,(x) estlinéaire dans l'intervalle considéré, cette inéga-
lité s'écrit aussi

,"! e02 -eo

I o faon*1'* = ; In {ar"raô, a* (2.e6)

ou, d'après la défînition du paramètre à du maillage,

I"(roa*y* = # I"({o,,,*,y,* e.s',)

cette relation étant valable pour chacun des éléments finis du réseau, l,assemblage des
différentes contributions aux intégrales conduit à l'expression suivante

Ces résultats montrent que les déplacements convergent quadratiquement, alorc que les

déformations et, par conséquent, les contraintes ne tendent malheureusement qure linéai-

rement vers les valeurs exactes, ce qui signifie que pour un maillage fixé, les déplace-

ments approchés trouvés sont plus précis que les contraintes afférentes.

Norme énergétique de I'erreur d'un modèle d'éléments finis

L'estimation a priori (2.90c) de la norme énergétique (2.88c), qui constitue la mesure

la plus courante de la précision d'une approximation obtenue par la méthode des éléments

finis, peut êne établie à partir du théorème (2.85). En effet, si l'on parvient à développer

une solution approchée dont on puisse connaître I'erreur correspondante, celle-ci est au

mieux égale à I'estimation d'erreur de l'approximation uh, puisque cette dernière est la

meilleure solution approchée possible dans le sous-espace (1fr.

Une fonction dont la précision peut facilement être évaluée estl'interpolation
linéaire u, dela solution exacte u entre les næuds du réseau d'éléments finis (frg.2.l7)

u{x) = u(x) = qi (i = 1,2, ..., p) (2.91)

Comme le résidu p(x) = u(x) - ur(x) s'annule alx frontières de chaque élément fini
eo de longueur'/, il est possible d'expliciter la fonction p(.r) sous la forme de la série de

solution
dflcte

interoolatïon
llneaûe

ll' ill

I:(dpldx)z *=#!: (d2u/d*)2 d.r (2.e8)

pourvu que la dérivée seconde de la fonction a possède une énergie finie selon la normeH0

4 i+z

ff roru,*1rd* < *
De manière analogue, on montre I'inégalité

(2.ee)
x

i2 i-r i i+l i+2

11, li e" = # t: dzuldfl)2 d.r (2.100)
Fig. 2.17 Interpolaton nodale linéaire 27.
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Il en découle que le carré de la norme H1 du résidu p(x) vérirre la condition

!: ,Ê . (dptdx)2t t" < \(r*H J: (nzutd*)z dx (2'101)

qui, pour une longueur caractéristique ft du réseau très faible (hl!. << 1), prend la forme

' La convergence de toute méthode numérique est mesurée par les deux propriétés fon-
damentales que constituentra consistance etla stabilité 126, igl.La première dépend du
choix des fonctions de base relatives aux éléments finis, tandis que la seconde est tribu-
taire de la préservation, lors de la discrétisation, de la monotonie de l,opérateur différen-
tiel associé aux efforts intérieurs.

' La définition (2.88c) de la norme Hl de I'erreur englobe simultanémen tlafonction eh
et sa dérivée dehlùx sans adaptation dimensionnelle, ce qui n'est certes pas très heureux
aux yeux d'un ingénieur. Cette forme est'toutefois acceftée ici, car elle est usuellement
adoptée par la communauté des numériciens.

' La semi-norme de l'énergie de déformation (2.ggb) ou norme Hf de l,erreur est
quelquefois définie de la manière suivante

.. f .t 11/2
llehll, = L J, to (dehldx)z dx ] e.rcj)

ce qui confère à son carré la dimension vraie d'une énergie (J ou Nm).

2.3.6 Exemple : normes de I'erreur d'un réseau d'éléments finis

Afin de concrétiser Ies notions d'estimations d,eneur a priori exposées au paragraphe
2.3'5, recherchons la norme eucridienne Ë10 et la semi-norme énergàtique 1{ de l,erreur
eh entachantla solution du problème de la barre en traction discrétisée en quatre éléments
finis à deux poinrs nodaux ($ 2.3.4).

Comme la solution approchée par Ia méthode des éléments finis est exacte sur la
seconde moitié de la structure (fig.2.14),il suffit de déterminer l,erreur efr sur le premier
tronçon, où la solution exacte u et sa dérivée première ont pour expression

â!.x l"=ffie-3rt.tf,, #=#o{t-zi*+fl (2.108)
L("

D'après les valeurs nodales (2.6sa) et (2.6gb) et conformément à l'allure des fonc_
tions de base, la solution approchée uh et sa dérivée première s,écrivent sur les deux
premiers éléments finis

. 4tât
yh1__L_y

l92EA'"
.â12 1

un = ,hÂ 07 + A!t)
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duh 4lâl

vÉtnooB oss ÉI-ÉNagNrs Fll.lrs

(2.r02)

Comme la fonction uh(x) estla meilleure approximation possible de la solution z('r)

dans le sous-espace 'Ilh, la comparaison de I'erreur eh(x1 = u(x) - uh(x) avec le résidu

p(x) = u(x) - u{x) Petmet d'énoncer

I( xros' + @,entdx)2to' . jJ tÊ + (dptdx)z1dx

I: rû. (dptdx)zt* ' # l: dt(&ulûaz1z

h2

- j (ûuldf,)z dx
(.

(2.103)

ou, en écriture de norme,

llehll? <llpil? < $ narta"rlllo Q'toD)

puisque la norme É10 de la dérivée seconde de la solution exacte u est admise bornée

d'après la relation (2.99), ontrouve finalement

(2.105)llehllr 3 crh (ht!.<<t)

ce qui démonffe I'estimation définie àl'égalité (2.90c).

Commentaires

. En toute rigueur, l'inégalité (2.85) ne permet que de montrer que les méthodes de

Galerkin et des éléments finis sont optimales au sens de la semi-notme énergétique Ht"'

Toutefois, pour un problème bien posé - c'est-à-dire continu et coercif [26] -, cette semi-

norme est équivalente à la norme Hr, ce qui valide la première inégalité apparaissant dans

la relation (2.103).

. L,erreur u - uh sur le déplacement étant d'après la relation (2.73) orthogonale au

sous-espace 'I)h art sens du produit scalaire dans I'espace fonctionnel Hl, la solution zà

obtenue par la méthode des éléments finis est la projection, au sens de ce produit scalaire,

du déplacement exact a sur le sous-espace '/h. En d'autres termes, I'approximation ufr

est l'ilément d e '/h leplus proche de la fonction cherchée il au sens de la semi-norme Hrt

llu-uhllB<llu-wllu vwe'/h (2'106)

cette forme, démontrée facilement à partir del'inégalité de Cauchy-Schwarz, étartenfait

identique à la relation (2.85) illustrant que la solution.ah est la meilleure approximation de

la fonction z dans le sous-espace 'I)h au sens de la norme précitée'

Il s'ensuit que I'erreur eh = Lt - uh et sadérivée prennent les formes respectives sui_
vantes sur le premier intervalle

eh = 9. ê2-z{*ztt6EA'32 "(','pt
deh ât ,23 x j3. (o<x<l/4) (2.1 lo)
a* = zel, (A-'7*o 

o:)

dx

duh

I92EA
7sl

dr I92EA

0<x3l/4 (a)

!14<x<!12 (b)
(2.10e) i;;

ll:

li



r
46 MÉrïoDE DEs ÉLÉMENrs FIMs FoRMULATToN lNrÉcnals o'trN pnoslÈMs aux rn4ITEs uNTDTMENsIoNNEL 47

tandis que sur le deuxième, elles valent

oh = ôn' r_!*57 " -zt*z4l" 6EA ' 64' 32 (' 12 14'

deh _ â! r!_zL*+ttdl 3EA'64 t t3'

EAIeh|o

â!.'r'

EAleh s-it*--

(!.14<x<!.12) (2.rrt) 10-3
norme Ho

de I'erreur

En intégrant, d'après les'définitions (2.88a) et (2.88b), les carrés des quantités pré-

cédentes sur les domaines 10, !.141 etl!.14, //21 correspondant aux éléments finis tO et zO

(fig. 2.13), on obtient numériquement

(a)llrftllo = 0l029t#

lo-2

10-l

llehllu = o.o36s2#
(2.trz)

(b) norme H)
d.e I'erreur

Ces valeurs sont reportées à la figure 2.18, où sont en outre incorporés les résultats trou-

vés pour ces mêmes norrnes avec des discrétisations en deux et huit éléments finis. A la

lecture de l'évolution des différentes estimations d'erreur avec la longueur caractéristique

du réseau, on constatera que les mesures asymptotiques (2.90) bont ici valables même

pour un très faible nombre d'éléments finis. Notons par ailleurs que les norrnes de I'er-

ieur énergétique (2.90c) ne sont pas intégrées à la figure en raison de leur inconsistance

dimensionnelle.

m
100

2 4 8

Fig.2.18 Représentationlogarithmiquedesnormesd'erreurlleilloetllehlluenfonctiondunombre7x
d'éléments finis modélisant la bane en traction.

2.4 FORME VARTATIONNELLE D'UN PROBLÈN'p D'ÉLASTOSTATIQUE
de l'énergie de déformation interne u et du travail v de la charge repartie q et de la
force ponctuelle P à I'extrémité de la bane, e -

l(w)=u(w)+v(w) v' J é f"(r)
= +ÏEA@wtdx)2* - tln srL + pw(!)l (2.113)

et montrons qu'elle conduit à la solution du problème, qui consiste donc à rechercher le
déplacement u e lltel que

2.4.1 Principe variationnel global

Lorsque I'opérateur caractérisant l'équation différentielle du problème donné est

auto-adjoint ou symétrique,on peut également trouver une solution au problème en postu-

latt un principe variationnel global, exprimant l'équilibre de l'énergie de tout le

domaine étudié sous la forme d'unefonctionnelle ou fonction de fonctions, la solution

correcte étant alors celle qui minimise la fonctionnelle considérée. Cette troisième formu-

lation d'un problème elliptique après les formes forte ($ 2.1.1) et faible ($ 2.1.2) petmet

aussi de construire un modèle d'éléments finis par une approche relativement analogue à

la formulation faible discrète.

Dès lors que les approches faible et variationnelle sont mathématiquement équiva-

lentes - pourvu que la fonctionnelle puisse être établie -' nous ne nous étendrons pas sur

cette nouvelle formulation, afin de ne pas surcharger inutilement la présentation, et nous

nous bornerons dans les lignes qui suivent à donner une description générale de I'ap-

proche. Des informations plus complètes sur I'application des méthodes variationnelles

àans le domaine de la mécanique des solides et des structures peuvent être obtenues dans

la littérature spécialisée [95]'
Pour le problème de la bane en traction analysé tout au long de ce chapitre, choisis-

sons conrme fonctionnelle l'énergie potentielle totale dt système étudié, composée

J(u)<J(w) Ywe* 11, e.tt4)
Lors d'une variation arbitraire 6w e ,I/ de la fonction ur, la variation première de la

fonctionnelle (2.113) a pour expression

âI(w) = f u@rn")@6wtdx)* - In q6wdx - psw(t) (2.tts)
Enintégrant par parties le premier terme du membre droit de cette égalité,on peut écrire,
sachant que la variation ôw s'annule en r = 0,

l)l
ô(w) = - I: ,o (dzwldxz) + ql ôw dx + IEA @wrcfl 

| " - Pl6w(!)x=(

(2.116)
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La condition de stationnarité

6l(w=u)=Q Ywe'I'I (2.tt7)

implique que l,extremum de la fonctionnelle,I(w) est atteint quand les deux conditions ci-

après sont satisfaites

EA(&uldfl)+q=0
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connue en dynamique des structures sous le nom de méthode de Rayleigh-Ritz l9l, g2l,
construit ainsi une approximation uh du déplacement z sous la forme d'une combinaison
linéaire d'un nombre fini de fonctions de forme définies globalement,la solution étant,
parmi toutes les combinaisons possibles, celle qui minimise la fonctionnelle considérée.

Si I'on choisit pour la fonction arbitraire w une approximation wh de type

wh(x1 = \a;h;(x) (2.r20)

où les grandeurs ù;(x) (i = 1,2,..., n) dénotent des fonctions de forme appropriées, la
fonctionnelle (2. I 13) devient

(a)

Lapremièreéga|ité,,appeléeéquationd,Euler.Lagrangeassociéeàlafonction-
nelle, esl en fait l'équation iifférentielle (2.3)régissant le problème, tandis que la seconde

n,est rien d,autre que la condition naturelle (2.4b). comme la fonction w appartient à la

classe de fonctions 11, ellerespecte en outre la condition aux limites essentielle (2'4a) au

point de stationnarité lorsque l,es fonctions w et a sont les mêmes' Les formulations forte

Lt ua.iutionn"lle sont donc équivalentes d'un point de vue mathématique, pour autant tou-

tefois que les conditions de régularité énoncées précédemment soient satisfaites.

L;analyse de la variation seconde de la fonctionnelle permet de déterminer la nature

de I'extremum trouvé. Pour notre cas particulier' on peut voir que la solution u e llmi-
nimise la fonctionnelle, puisque l'on a

| ,o 
EA66uldx\2dx > 0 Q.119)*J(w=u) = ,.Jo

ce terme étant bien strictement positif, dès lors qu'il représente l'énergie de déformation

virtuelle du sYstème'

(2.1 18)

EA (duldx) (b)
x=t

Commentaires

. Dans la littérature, la forme faible est quelquefois appelée variationnelle, mais nous

réserverons cette acception exclusivement à la formulation décrite dans ce paragraphe'

.L,éxpression(2.113)n'estpaslaseuleformequadratiquequisetrouveminimisée
lorsque la fonction u(x) satisfaiti'équation différentielle (2.3) ou (2.118a). Il est possible

Oe Alfinir d,autres fonctionnelles qui cônduisent à un résultat analogue, mais la forme

choisie ici pour la fonctionnelle présente I'interprétation physique la plus simple'

.Leproblèmedeminimisation(2.1|7)correspondenfaitauprincipefondamentaldu
minimum de l'énergie potentielle en mécanique'

. Le faitque I'existence d'un principe variationnel soit liée à la symétrie ou I'auto-

adjonctionduproblèmeconsidéréémaneduthéorèmedeLax-Milgram[16].

EA(dwhldx)2* - [n qwhdx - Pwh(!)

à",J: 
EA @hitdx) (dhltdx) dxl u1

- \",{l ,,ndx + h,(t)p)

= +iLo,o,,*, - Ldiri = lo'rc - cr r (2.t2t)
Zi=Ii=l''r r iJ 2

où les termes kii et r; (i, j = I,2, ..., n), identiques aux expressions (2.30), représentent
respectivement les composantes de la matrice de rigidité K et du vecteur des forces r pour
les fonctions de forme h;(i = 1,2, ..., n) choisies, la variable a dénotant le vecteur col-
lectant les coefficients a;(i = 1,2, ..., n).

La minimisation de la fonctionnelle ,I par rapport aux paramètre s a; (i = I,2, ..., n)

ôJ(wh = uh)ldat = g (i = 1,2, ..., n) (2.122)

conduit finalement au système d'équations linéaires suivant, identique àlarelation (2.29),

n

\ k;1 a; = r, (i = 1,2, ..., n) (Z.lZ3)
.i=l

Comme, au point minimal, la fonction wft est I'approximation cherchée uh,larésolu-
tion du système (2.123) par rapport aux inconnues a;(i = 1,2, ..., zl) permet de définir ta
solution approchée du problème sous la forme

n

uh(x) = | a; hi@) Q.tZ4)
;-l

Les méthodes de Galerkin et de Ritz-Galerkin conduisenf par conséquent, à nombre de
paramètres a; (i = I, 2, ..., n) égal, à la même approximation de la solution a.

Commentaires

' La coihcidence entre les solutions approchées obtenues par les méthodes de Galerkin
et de Ritz-Galerkin résulte du fait que I'opérateur différentiel caractérisant le problème
donné est auto-adjoint. Si cette dernière condition n'est pas remplie, une fonctionnelle de
la forme (2.113) ne peut être définie, de sorte que le procédé de Galerkin permet de ré-
soudre une classe plus large de problèmes.

-P=0

Jtuh\ = ! lt
2Jo

_ 1+
-o.L

L I=I

2.4.2 Formulation variationnelle approchée

comme pour la forme faible, on peut trouver une solution approchée du problème

variationnel en recherchant une foncti'on uh - qui minimise la fonctionnelle 'I - dans le

sous-espace de dimension finie'Uh c (J. La méthode de Ritz'Galerkin 135, 8Al'
I

I
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. Quand la méthode de Ritz-Galerkin est applicable, Ia formulation variationnelle peut

ouvrir la voie à la construction d'un modèle d'éléments finis, selon une démarche iden-

tique à celle décrite à la section 2.3.La solution approchée zft est alors obtenue par

assemblage de fonctions de forme à support compact, ce qui entraîne les mêmes résultats

que ceux trouvés précédemment. La matrice de rigidité K découlant de la méthode des

éléments finis considérée comme extension du procédé de Ritz-Galerkin est toutefois

toujours symétrique, en raison de la condition d'existence de la fonctionnelle.

2.4.3 lnterprétation physique de I'approche variationnelle

Pour clore cette brève étude de I'approche variationnelle des problèmes elliptiques

unidimensionnels, il est intéressant de clarifier l'interprétation physique de la fonction-

nelle, ce qui permet notamment d'approfondir la notion de norme énergétique de I'erreur

définie au paragraphe 2.3.5.

Considérons à nouveau la fonctionnelle (2.113) qui, lorsqu'elle est minimiséeparla

solution a cherchée, s'écrit

J(u\ = ! lo ,e&uldx)z d* - lo q udx - P u\(.) (2.125)
2Jo Jo'

Comme au point de stationnarité de la fonctionnelle, la formulation faible (2.12) prend la

forme suivante - puisque le déplacement virtuel ôz y est identique au déplacementréel u -

(2.126)I! to o**)z dx = In, n "* + P u(!)

la relation (2.125) devient

J(u) = - ! ln EA (duldx)z dx = - (l(u) Q.127)
2ro

Il en résulte qu'au point minimall'énergie potentielle totale du système est égale, au signe

près, à son énergie de déformation.

Dès lors que la solution exacte z minimise la fonctionnelle sur une classe de fonc-

tions {l plus large que I'approximati on uh e LIh c '(J, on établit selon la relation (2.114)

I'inégalité ci-après

J(u) 3 J(uh) Y uh e 'LIh (2.128)

de sorte qu'en vertu de I'expression (2.127),I'énergie de déformation du système est

sous-estimée par la solution approchée

U(uh) < U(u) V uh e 'Ifh (2.129)

Cette propriété ne peut toutefois être généralisée à tous les problèmes aux limites, mais il
est possible d'affirmer que la solution obtenue par un modèle d'éléments finis construit à

partir de la méthode de Ritz-Galerkin, telle que décrite dans cette section, conduit toujours

à une valeur approchée par excès de l'énergie potentielle totale J(u),le minimum absolu

correspondant à la solution exacte du problème. Le tableau 2. 1 9 présente, en fonction du -
nombre d'élément finis, la valeur de l'énergie de déformation - estimée elle par défaut -

FoRMULAToN lltrÉcnar.s o'uN pnonlÈve aux LMITES uNTDTMENSToNNEL 5l

obtenue pour une discrétisation en deux, quatre et huit éléments finis de la barre encastrée
en traction étudiée aux paragraphes 2.3.4 et2.3.6.

Tableau 2.19 Energie de déformation uen fonction du nombre m d'éléments finis
pour le problème de la barre encastrée en traction.

Nombre

d'éléments

m

Energie de

déformation

EAU/4zgz

Eneur

7o

2

4

8

0.003906

0.005866

0.006375

0.006548

- 40.3

- 10.4

- 2.6

Exercice 2.1

Par la méthode de Galerkin, déterminer une solution approchée de l'équation de la
conduction de la chaleur en régime stationnaire pour un domaine unidimensionnel de
longueur /

d ( dT(;) \
d"f-dx) *')=o o<x<! e.t3o)

compte tenu des conditions essentielles de bord

Z(0)=T(l)=0 e.I3t)
où la variable Z est la température et où la grandeur rc désigne le coefficient de
conductibilité thermique que I'on choisit constant. Le flux de chaleur q est admis
constant pour 0 < x < Ll2 et nul pour l. 12 < x < !.. prendre un et deux paramètres pour
I'approximation de Galerkin et comparer les résultats avec la solution exacte.

Exercice 2.2

Déterminer l'écrasement d'une colonne de hauteur i, de section A et de module
d'élasticité E, soumise à son poids propre (poids spécifique 7), pour une approxima-
tion polynomiale de type Galerkin à deux termes. Vérifier que là déplacement trouvé
est égal à la solution exacte du problème.

Exercice 2.3

Reprendre le problème de la barre en traction traité au paragraphe 2.3.4 enchoisis-
sant un réseau formé de deux éléments finis linéaires. Discuter les résultats trouvés et
les comparer avec ceux obtenus précédemment.


