CHAPITRE 15

SYSTEMES CONTINUS DU DEUXIEME
ORDRE

Les systemes vibratoires continus sont formés de masses réparties et déformables et possédent,
contrairement aux systémes discrets examinés précédemment, un nombre infini de degrés de li-
berté et donc de fréquences propres. Les éléments élastiques et dissipatifs sont également conti-
nus et sont li€s directement, en général, aux propriétés des matériaux dont les masses sont

constituées.

Seuls les syst¢mes continus de configuration tres simple, par exemple un barreau prismatique
ou une plaque circulaire d'épaisseur constante, peuvent étre étudiés par des méthodes analy-
tiques. Les fréquences propres de tels systémes appartiennent alors a une série ordonnée dont il

sera souvent possible d'établir la loi de formation.

Le comportement vibratoire des systemes de la pratique devra presque toujours étre abordé,
apres discrétisation, par des méthodes numériques, en particulier celle des éléments finis.
L'étude analytique de quelques systémes continus simples présente malgré tout I'avantage de
permettre une bonne compréhension de la nature physique des solutions, par exemple leur as-
pect ondulatoire. Cette nature sera pour l'essentiel maintenue, méme si elle se trouve souvent

occultée par la complexité des systémes de la pratique.

15.1 EQUATION DE D'ALEMBERT

Dans ce chapitre, nous examinerons le comportement des systémes vibratoires continus les plus
simples que l'on puisse envisager. Ils correspondent a une équation aux dérivées partielles du

deuxiéme ordre de la forme

2y _ oY
ot? ox?

dite équation de d'Alembert. Cette équation établit la proportionnalité entre les deuxiemes déri-
vées d'une fonction inconnue y(x, ), respectivement par rapport au temps ¢ et par rapport i

une variable géométrique x. Nous en verrons trois exemples ci-apres.

Quand les variables géométriques sont plus nombreuses (par exemple: deux pour une mem-

brane, trois pour un massif) mais que seules interviennent les dérivées secondes directes (donc



MECANIQUE VIBRATOIRE

9%y

a I'exclusion des dérivées croisées telles que 5
X1 0Xp

) la nature physique des solutions reste in-

changée. Par contre, il devient de plus en plus difficile d'établir effectivement ces solutions.

15.1.1 Vibrations latérales des cordes

Une corde est un systéme de la mécanique ne pouvant transmettre qu'une force de traction; elle
ne présente donc pas de résistance  la flexion. En l'absence de forces latérales, la ligne
moyenne d'une corde est un segment de droite. On admet généralement que la section normale
d'une corde est circulaire, mais la section peut étre, en principe, de forme quelconque. Il est par
contre nécessaire que toute dimension linéaire de cette section — le diamétre dans le cas d'une

corde — soit beaucoup plus petite que la longueur de la corde.

Nous allons étudier les déplacements latéraux d'une corde, en adoptant les hypothéses suivantes
(figure 15.1):

- La masse de la corde par unité de longueur W, est constante et se trouve concentrée sur la
ligne moyenne y(x, t). Ceci revient a dire que les dimensions latérales de la section de la

corde sont négligeables sur le plan dynamique.

- Les déplacements latéraux sont suffisamment petits pour que la tension T (force de trac-

tion) reste, au premier ordre, constante pour toutes valeurs du temps 7 et de I'abscisse x.

- Les déplacements se produisent dans un plan (Oxy sur la figure). Cela signifie que la

corde ne tourne pas autour de sa position d'équilibre statique

Considérons un élément MM’ de la corde, de masse dm = K, dx, écarté de la distance

y(x, 1) par rapport a sa position d'équilibre. Aux extrémités, les pentes de la corde sont res-
. ) 2 02

pectivement o = Doeto+da =24 —;}dx
ox ox ox

Ecrivons la loi de Newton en projetant les forces dans la direction verticale:

dm#: T(o +da) - T o
0%y dy | 9%y dy
L =72y Vg D
H or? (8x+8x2 ox
’y 1 3%

orr  uy ox?
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Fig. 15.1 Vibrations latérales d'une corde tendue

Soit finalement
2 2
8_31 = a* 8_%) avec a’ = I
af ax ul
La constante a est une vitesse; en effet:
21 [E] - - Se- 2
w ] kg/m  kg/m s

)2 = [a] =

(15.1)

213
S

Nous verrons que y(x, ) correspond a la superposition d'une onde progressive se déplacant a

vitesse a et d'une onde régressive se déplacant dans le sens opposé a la vitesse —a. La pente o

et la vitesse latérale v doivent présenter le méme aspect ondulatoire. Pour le démontrer, écrivons

d'abord
y
v(x,t) = =
a(x,1) =2

(15.2)

(15.3)
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La relation bien connue concernant les dérivées partielles

devient dans le cas particulier

dv _ odu

oY - U5 15.4

ox ot (15.4)
Revenons a 1'équation (15.1)

09 _ 299y

ot ot ox ox
Elle peut se mettre sous la forme équivalente

v 2 do

—=a = 15.5

ot ox (15.5)
Dérivons cette derniere relation par rapport au temps en tenant compte de (15.4)

2

9% _ 2000 _ 20 da _ 29 v

ot? ot ox © dx ot ox ox
Ainsi, comme le déplacement, la vitesse latérale satisfait I'équation de d'Alembert

0%y 2 9%y '

— = a‘° — 15.6

ot? R (12.6)
En dérivant (15.5) par rapport a x on montre qu'il en est de méme pour o

0%a 2 9%

— =a" == 15.7

ot? ox? Had)

15.1.2 Vibrations longitudinales des barres prismatiques

On considere un barreau prismatique de longueur /, de section A, de module d'élasticité E et de
masse spécifique p. Si les dimensions linéaires de A sont beaucoup plus petites que #, on peut
négliger I'effet de Poisson et admettre qu'une section normale de la barre se déplace paralléle-

ment a elle-méme sous l'effet d'une force longitudinale (figure 15.2).
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Fig. 15.2 Vibrations longitudinales d'un barreau prismatique
Supposons que lors d'une vibration longitudinale les faces 1 et 2 d'un élément d'épaisseur dx
se déplacent respectivement de u et u + du pour venir en 1" et 2”. Ces faces subissent alors
des forces €élastiques P et P + dP.
Sur la face 17, la force a pour valeur

P=¢FEA

€ étant l'allongement spécifique

Ju
= G4 15.8
¢ ox ( )
Donc
du
P = FEA—
ox

Sur l'autre face, la force devient

P+dP=EA(-a—“+ﬁdx)

ox  ox?

La masse de I'élément étant dm = p A dx, la loi de Newton s'écrit

%u _ _ d%u
pAd.xa?—P'FdP—P—EA?dJC

soit
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?u Ea_
ot? p ox?

On retrouve ainsi I'équation de d'Alembert

%u 282 2

E m
= avec a° = = al =— 15.9
ot? ox? p [a] S (122
La vitesse de déplacement d'une section de la barre est
Ju
= 4% 15.10
Y ( )

En résumé, lors des vibrations longitudinales d'une barre, le déplacement u(x, t), la vitesse

v(x, t) et l'allongement spécifique €(x, ¢) satisfont I'équation de d'Alembert.

15.1.3 Vibrations de torsion des arbres circulaires

Les vibrations de torsion d'un arbre circulaire (figure 15.3) peuvent étre définies par la rotation
®(x,t), liée au moment de torsion M, (x, t) par la relation bien connue

9 _ M,
ox GI

(15.11)
V4

dans laquelle G et 1, sont respectivement le module de glissement et le moment d'inertie polaire

de la section A de 'arbre. Rappelons que :

- ], o

Par rapport a I'axe de I'arbre, le moment d'inertie a la rotation d'une tranche d'épaisseur dx a

pour valeur

dJ = H (pdxdA)

p étant la masse spécifique. On a donc

= pdxlp
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Fig. 15.3 Vibrations de torsion d'un cylindre de section circulaire

L'accroissement du moment de torsion sur la distance dx peut s'écrire, compte tenu de (15.11)

oM R}
dM, = T dx = G I, —= dx
ox e =Gl ox?

La loi de Newton devient dans le cas particulier

soit

82¢ 82
pdlea? = Glpax—czbdx

ce qui correspond une nouvelle fois a 1'équation de d'Alembert

2 2
90 _ 290 avec a’ =

or? ¢ ox2

° |Q

[a] = & (15.12)
S
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En comparant les valeurs de a intervenant dans les relations (15.9) et (15. 12), on voit que la vi-

tesse de propagation des ondes de torsion est plus faible que celle des ondes longitudinales
(pour l'acier, par exemple, le rapport de ces valeurs est d'environ 0,62 puisque E/G = 2.6).

Par analogie avec les deux exemples précédent, rappelons que la vitesse angulaire

%%

o(x, ) = o

et le moment de torsion

M,(x,t) = G, g_d)
x

satisfont I'équation (15.12).

15.2 NATURE ONDULATOIRE DES SOLUTIONS

Dans I'équation de d'Alembert

Py _ ., 9%
ot? 0x?

effectuons le changement de variable

A=x-—-at
{ rod (15.13)
W=x+at

Dés lors

y(x,1) = 3[A(x 1), u(x, 1))
On calcule les dérivées partielles du premier ordre

9y _ 0y oh Oy ow _ 9y 9y
dx JA dx Juwdx oA Ju

9y

ot J\ ot ﬁ ot

A O
+ —a( 87»+8u



puis celles du deuxieme ordre
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. _B_(Q) o
ou \ dx ) ox

E:
ot

En tenant compte des deux relations précédentes, 1'équation de d'Alembert devient

9%y

=0
oA du

Cette équation a pour solution générale
y=f(A)+g(n)
soit, en revenant aux variables x et  :

y = f'(x—at)+g(x+at)

(15.14)

(15.15)

Pour interpréter ce résultat, revenons a l'exemple des déplacements latéraux d'une corde tendue,

supposée de longueur infinie, en admettant d'abord que la fonction g(x + a 1) est nulle. Au

temps ¢ = T, la déformée de lacordeest y = f(x — at). Elle est identique a celle du temps

t = 0 que l'on aurait translatée d'une distance at (figure 15.4). Cette déformée a donc la

nature d'une onde progressive se déplagant a vitesse constante a vers la droite. Réciproquement,

quand f(x -a t) est nulle, la déformée y = g(x + a t) est une onde rétrograde se déplacant

vers la gauche a vitesse —a.

AY
fix, 0) flx - at)
a a
x
at

Fig. 15.4 Propagation d'une perturbation
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15.2.1 Solution correspondant 4 des conditions initiales connues

Quand la déformation initiale yo (x) et la vitesse initiale sont connues, il est possible de déter-
miner la solution y(x, t). En effet, d'apres (15.15)

y(x,0) = yo(x) = [f(x —at) + g(x +a t)]t=0 (15.16)
= f(x) +g(x)

9y

3t o = vé(x) = [—a f'(x-a t) + ag'(x+ at)]zzo

= a[-f(x) + ¢'(x)]

(15.17)

Si yo(x) et v (x) sont définies pour x = xo, la relation (15.17) donne, en intégrant par rap-

port a x
-f(x) + g(x) = i TVo(E) dg (15.18)

Dans cette relation, & est une variable auxiliaire. En utilisant (15.16) et (15.18) on trouve

ﬂn=§bam—§ng@@J

8r) = 2 0(x) + L7 vo(g) ]

Comme y(x,t) = f(x —at)+ g(x + at),il vient finalement

x+at

[yo(x—ctt)+y0(x+at)]+i J‘Vo(ﬁ) dg (15.19)

y(x,1) =

[N

L'utilisation de cette derniére relation est particuliérement commode quand la vitesse initiale est
nulle.

Considérons par exemple une corde de longueur infinie, soumise i une déformation initiale

- 10 -
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Il vient ainsi

e-—(x—a t)2 + e—(x+a t)2

o |

y(x,1) =

Comme le montre la figure 15.5, I'onde progressive et I'onde rétrograde se propagent en sens
contraire de part et d'autre de 'origine. La corde étant supposée de longueur infinie, les deux

ondes se propagent sans arrét dans la méme direction.
} y

at=0

glx + at)

Fig. 15.5 Propagation d'une perturbation le long d'une corde de longueur infinie

15.2.2 Propagation des ondes aux extrémités

Lorsque le support dans lequel 1'onde se propage posséde une ou plusieurs limites finies,
I'évolution de 1'onde doit étre définie au niveau de ces extrémités. Cette description est consti-
tuée d'€équations, appelées conditions aux limites, qui font intervenir la fonction d'onde et
éventuellement certaines de ses dérivées spatiales ou temporelles. Dans le cas de I'équation de

d'Alembert, les conditions aux limites peuvent étre reparties en trois catégories différentes :

- 11 -
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a) La condition ne fait intervenir que la fonction d'onde, sans ses dérivées ; 1l s'agit alors
d'un déplacement imposé dont un exemple classique est l'encastrement idéal (figure

15.6), pour lequel le déplacement est nul.

L u(x,,t) =0

7

Fig. 15.6 Encastrement idéal

b) La condition ne concerne que la premiére dérivée spatiale de la fonction du déplace-
ment. Ce cas correspond a une force imposée, comme par exemple pour une extrémité

libre ou la force est nulle (figure 15.7).

T 6(x.1) = Ee(x,,0) = 22D _
Fig. 15.7 Extrémité libre

¢) La condition lie la fonction du déplacement avec une ou plusieurs de ses dérivées.
Dans ce cas, il s'agit d'une condition mixte que I'on trouve typiquement lorsque la
force dépend du déplacement, comme c'est le cas pour un encastrement réel représenté

par une rigidité, ou de l'accélération lorsqu'une masse est présente.

4o u 4__,\1
C
}—_ 1
k
du(x,t ) ,t
sz(t) = AG(X[,I) = AEu—(a);~_lx=x( = _k(u(xf’t) - V) - C(Lgf—) — %)

Fig. 15.8 Exemple de condition mixte

Les conditions aux limites ne changent pas la nature de la solution ondulatoire, la solution géné-
rale y(x,t) correspond donc toujours & la somme d'une fonction d'onde progressive
f(x = at) et d'une fonction d'onde rétrograde g(x + at). Ainsi, pour respecter une condi-
tion a la limite x,, la fonction du déplacement y(x, ¢) doit satisfaire une équation du type

h{y(x, I)Hx=xg = ¢(t) que l'on peut écrire sous la forme :

h{f(x —at)+ g(x + at)} emx, = 4(t)

12 -
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Selon cette formulation, pour satisfaire une condition aux limites lorsqu'une onde progressive
arrive, il faut lui superposer une onde rétrograde et vice-versa. De maniére plus simple on peut
dire qu'une fronticre réfléchit les ondes. L'onde réfléchie sera d'autant plus différente de I'onde
incidente que la condition a la limite sera complexe. Si la condition impose simplement un dé-

placement ou une force nul, I'onde réfléchie présente la méme allure que 1'onde incidente. -

Pour déterminer les fonctions d'onde fet g sur les intervalles utiles, les conditions initiales et les
conditions aux limites sont nécessaires. En effet, les frontieres restreignent le domaine de défi-
nition des fonctions des conditions initiales, alors que 1'évolution de 1'onde doit étre déterminée
pour un temps variant de z€ro a l'infini (¢ = 0). Seules la ou les conditions aux limites permet-
tent d'étendre la définition des fonctions d'onde de telle maniére que le déplacement soit défini

pour tout temps ¢ positif.

Prenons l'exemple de la corde semi-infinie fixée a 1'origine, en supposant que les conditions

Initiales sont :

=VW(x)=0 pour x 20

=0
yx, 0, _,
JA
0’ 'x;l x‘z o

Fig. 15.9 Déformée initiale de la corde semi-infinie

Avec les changements de variables A = x — atet L = x + at, il est alors possible de définir
les fonctions d'onde f(A)et g(p) sur l'intervalle [0 ; o[ a partir des conditions initiales :

Al
2] /\ K.ix-at

A g(w)
ﬂt‘***/\ L=x+at

Fig. 15.10 Définition des fonctions d'onde d'aprés les conditions initiales

=13 =



MECANIQUE VIBRATOIRE

La condition aux limites en x = O est donnée par I'expression y(0,¢) = 0, en introduisant

les fonctions d'onde, on peut écrire cette condition sous la forme :

y(0,2) =0 =3

Comme cette condition est posée pour x = 0, les deux variable A et | valent :

A=0-at et L=0+at=-A

finalement, la condition aux limites correspond a I'équation suivante :
f(A) = —g(-1)

Cette équation rend possible la définition de la fonction f(A) sur l'intervalle |-co;0]. La so-

lution compléte du comportement ondulatoire de la corde est alors obtenu.

Ar -
pow TN

2
A A 8w
'i‘z "FI 2? »/\\ p=x+at
\\Zi___;9}>_% X X2

Fig. 15.11 Définition des fonctions d'onde d'aprés les conditions initiales et celles aux limites

La condition aux limites permet également de déterminer la fonction g(u) pour des valeurs de
U inférieures a zéro. Cependant, cette information n'est pas intéressante car elle concernerait

une évolution de la corde avant les conditions initiales.

Lorsque la propagation des ondes a lieu dans un corps de dimensions finies, les conditions ini-
tiales permettent de ne déterminer les fonctions d'ondes progressive fet rétrograde g que sur un
intervalle limité, la variable spatiale x ne pouvant prendre que des valeurs correspondant 2 1'in-
térieur du corps. Au moyen des conditions aux limites, il est possible d'étendre la définition des
fonctions au-dela de I'intervalle initial en faisant varier le temps. Cette opération doit étre réali-

sée par étape.

Pour illustrer la démarche nécessaire a la définition des fonctions d'ondes, considérons le cas

d'une poutre encastrée présenté par la figure 15.12

— 14 -
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_____________]_;f

A

oul| _
0x g

x=f_

u(0)=0

Fig. 15.12 Barre encastrée a son extrémité gauche

Les conditions initiales du systéme sont données en partie par la fonction du déplacement u in-

diquée dans le premier graphe de la figure 15.13. Pour simplifier les opérations, la vitesse ini-
tiale sera supposée telle que la fonction d'onde progressive s'annule sur l'intervalle [0 ; .8].

Cette hypothese ne réduit pas la généralité de la démarche, mais permet de n'étudier I'évolution

que d'un front au lieu de deux dans le cas général.

Fig. 15.13 Déplacement initial et sa premiere dérivée spatiale

Alors les fonctions d'onde f(A)et g(L) sont définies d'aprés les conditions initiales sur I'in-

tervalle selon les graphiques de la figure 15.14.

A g(p‘) é

0 \ Tl
A g’(“’) [

0 \/ g
) L

0 y A

Fig. 15.14 fonctions d'onde et leurs dérivées définies d'apres les conditions initiales

La condition aux limites en x = 0 donne la relation :

u(x,t) =0 = f(x-at)+g(x+at)=0
= f(A)=-2l)

~15 -
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Comme danscecas x = O,ona: A =0 —at = —at et 4 =0 + at = at.
Donc, pour cette condition aux limites A = —p, I'expression de la condition aux limites de-

vient alors :
f(A) = -g(=X) ou  f(-p)=-g(n)

La deuxieme égalité permet d'étendre la définition de la fonction f sur 'intervalle [—¢ ; 0],

comme le montre la figure suivante :

S =- gl

N

Fig. 15.15 Extension de la définition de la fonction f au moyen de la condition aux limites en x = 0.

i)

La condition aux limites en x = £ est décrite par l'expression :

du

dg
ox -

x=/ a.x

=0 = of

x=/ ax

x={

En introduisant les variables A et i, on obtient :

I o

% o
S

P A O el 40

x=/

Comme la condition aux limites est définies a la position x = /, les deux variables A et L

valent :

A=1-at et L=/+at = at=L0-A=pn—-1/¢
d'ou : w=2~,-2x
Ainsi, la condition aux limites devient :

f/(M) = =g’ (2= 1)

~ 16 -
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Cette équation peut étre utilisé pour définir de la dérivée g'(1) entre £ (= 2/ — £) et

3/ (= 24 + /). Elle permet également d'obtenir les valeurs de la fonction f(A) entre £ et 24,

mais cecl n'est pas intéressant car elles correspondent a des temps négatifs.

ff(l)

f) =-g'(2L-A)

g'(w
| e ’ A
d W, ?

ﬁg(“) ’ 20 3¢

en intégrant
par rapport a \L

0]

\ ' /

Fig. 15.16 Extension de la définition de la fonction g au moyen de la condition aux limites en x = 4.

En reprenant la condition aux limites en x = 0, la définition de la fonction f peut étre étendue a

l'intervalle compris entre —/ et =374

¢ 2 3¢

fw) =-g(W)

f(\)
)
1 1 | ; A’

-3¢

Fig. 15.17 Extension de la définition de la fonction g au moyen de la condition aux limites en x = /.

En utilisant a nouveau la condition aux limites en x = /, la fonction g peut étre définie sur
l'intervalle [3/;5/].

=17 =
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Af)

-3¢

\ fy=-g(26-1)

JA(1H)

0

¢ ,
\/ 3¢ \ |/ H

280 , 20 3¢ 40 5¢

L | I I 1

par intégration

\ / \

Fig. 15.18 Extension de la définition de la fonction g au moyen de la condition aux limites en x = /.

Dans ce cas également, il serait théoriquement possible de déterminer la fonction f (L) pour

A € [£;+oo[ etlafonction g(W) pour u < 0. Cependant, cette opération n'aurait pas de sens

car elle correspondrait a déterminer une évolution possible avant les conditions initiales.

Pour terminer cette présentation des conditions aux limites, il est nécessaire d'exprimer deux

remarques :

Premierement, les conditions aux limites sont généralement des fonctions du temps. Ainsi, 2
partir des conditions initiales et des conditions aux limites, il est possible de modéliser tous les
régimes vibratoires d'un systéme du deuxieme ordre. Toutefois, seuls des cas simples peuvent

étre résolus analytiquement.

Deuxiemement, si le support dans lequel 1'onde se propage est discontinu (a cause de singularité
ou d'inhomogénéité), il est nécessaire de définir des sous-domaines continus et homogenes
dans lesquels une solution ondulatoire peut étre obtenue, puis de décrire la propagation de

I'onde d'un sous-domaine dans l'autre au moyen de conditions aux limites.

~ 18 -
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15.3 SEPARATION DES VARIABLES

Revenons a 1'équation de d'Alembert

a—;} = g* % (15.1)
et montrons qu'il existe des solutions a "variables séparées” de la forme

y(x,t) = V(x) - U(z) (15.20)
On a donc

& dz_V I =v'y & dz—U =VU

ox? dx? ot? dr?
La substitution dans (15.1) donne

%: a® ‘; (15.21)

Le premier membre de cette relation est une fonction de la variable indépendante ¢ alors que le
second membre ne dépend que de la variable indépendante x. Ceci n'est possible que si les deux
membres sont égaux i une constante que nous désignerons —®>2. Pour une raison physique qui

apparait clairement en intégrant, cette constante est nécessairement négative, faute de quoi les
amplitudes du mouvement s'accroitraient indéfiniment, ce qui est impossible car le systeme ne
recoit pas d'énergie de 'extérieur : il conserve 1'énergie déterminée par les conditions initiales.
D'autre part, l'indice n est un nombre entier positif qui fixe 1'ordre des solutions particulieres

comme nous le verrons en traitant quelques exemples.

On peut maintenant intégrer (15.21). Par rapport au temps on a d'abord

D'ou la solution

U,(t) = A, cos,t + B, sin ®,t (15.22)

On integre ensuite par rapport a x

- 19 -
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” 2
Y A R A
Vv a
En adoptant 1'écriture
o, = 2n (15.23)
a
il vient
V,(x) = C, cosa,x + D, sin o, x (15.24)

Le produit de U, (¢) et V, (¢) donne, d'apres (15.20), une solution particuliere de 1'équation
(13.21%,

Y (x,t) = (C, cos a,x + D, sin ot,x)(A, cos w,t + B, sin @,t) (15.25)

La solution générale est obtenue par sommation des solutions particuliéres

y(x.t) = D (C, cos a,x + D, sin o, x)(A, cos w,t + B, sin 0,1) (15.26)
n=1
0,
avec o, = =2
a

Ce résultat demande quelques commentaires :

- La séparation des variables convient bien & la recherche des solutions stationnaires cor-

respondant a des conditions aux limites déterminées.

- La relation (15.26) ci-dessus correspond a toutes les solutions possibles de (15.21),
mais pas a toutes celles de 1'équation de d'Alembert (15.1) dont la vraie solution générale
reste (15.15).

- Les solutions du type (15.26) étant un sous-ensemble de (15.15), elles posseédent égale-

ment une nature ondulatoire. Il n'est pas facile, le plus souvent, de savoir exactement de

quelles ondes il s'agit.

- 20 -
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- Les constantes d'intégration apparaissant dans la relation (15.26) sont en surnombre. En

effet, trois constantes suffisent pour chaque solution particuliére car on peut écrire

y(x,t) = Z (Cy A,z)(cos o,x + lg” sin ocnx)(cos ®,t + % sin (z)nt)
n=1

n n

puis, au moyen d'une transformation déja souvent utilisée
y(x,t) = Z Y, cos(at,x = Y, ) - cos(®,t — 0,) (15.27)

Sous cette forme, il ne reste a déterminer qu'une amplitude Y, et deux déphasages v, ,
0, . En pratique, la forme (15.26) est plus commode pour les calculs intermédiaires

alors que (15.27) apparait comme plus élégante pour exprimer le résultat final.

Lors de la résolution par séparation des variables de 1'équation de d'Alembert, trois constante
d'intégration indépendantes apparaissent, ainsi que deux pulsations, 1'une temporelle ®, et
l'autre spatiale o.,,. Pour déterminer ces cinq termes, on dispose de cinq équations : les deux
conditions initiales, les deux conditions aux limites et enfin la relation entre les deux pulsations
W, = a0, (15.23), obtenue a partir de I'€quation différentielle (15.21).

Les conditions initiales sont peu utilisées en pratique. Elles permettent de déterminer I'amplitude
générale et la phase du mouvement en régime libre et ces données ne sont intéressantes que dans
quelques cas particuliers. Il faut encore ajouter que les conditions initiales sont difficiles a
connaitre de maniere précise. En revanche, les conditions aux limites jouent un role capital, en
particulier, la partie indépendante du temps sert a de définir le systeme. C'est-a-dire qu'elle
permet de fixer les caractéristiques principales de son comportement statique et dynamique. La
partie variant au cours du temps représente l'excitation a l'origine du régime forcé.

Les conditions aux limites imposées a la solution dynamique obtenue par la séparation des va-
riables doivent étre homogenes car la forme de cette solution, de type (15.25) ou (15.27), s'an-
nule périodiquement. La partie non homogene des conditions aux limites est satisfaite par une
déformée statique que 'on superpose a la solution vibratoire. Ainsi, 'application des conditions
aux limites a la fonction spatiales méne a un systéme homogene qui soit possede une solution
triviale correspondant a un systéme immobile, soit possede une matrice singuliére. La condition
pour que la matrice du systeme soit singuliere est que sont déterminant soit nulle. Cette équa-
tion, appelée équation caractéristique ou équation de fréquence permet de déterminer les pulsa-
tions temporelles pour lesquelles le systéme admet des solutions non triviales. Comme la ma-
trice du systeme est singuliere, les solutions sont obtenues a une constante prés, qui, comme

cela a ét€ signalé plus haut, sera déterminée par les conditions initiales.
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15.3.1 Corde vibrante

Comme premier exemple, cherchons le régime libre d'une corde vibrante de longueur / (figure

15.19). A ses extrémités, le déplacement est toujours nul. Il vient donc, en utilisant (15.26) :

y(0,¢) =0 = C,cos(0)+ D,sin(0) =0 = C, =0

i
S
U

y(4, 1) D,sino,/ =0

La solution D, = 0O est une solution triviale correspondant au syst¢éme immobile ; elle n'est pas

intéressante. La solution cherchée est donc donnée par I'équation trigonométrique :
sin o,/ =0 = o,f = nn = o, = —

D'autre part, d'apres (15.23)

_ O, _ _ |.T
o, = == ®; = Oyd avec a = |—
a Wy

Pour la solution particuliere d'ordre 1, appelée "vibration fondamentale", ou simplement "fon-

damentale"”, on a :

o =

n
?
(15.28)
o = % r

Les autres solutions particulieres sont appelées "harmoniques". Finalement, la solution générale
peut s'€crire, avec D, = 1, ce qui ne change rien 4 la généralité du résultat:

y(x,t) = Zsinnoclx(An cos n @yt + B, cos n @;t) _ (15.29)

n=1

ou €ncore

y(x,t) = 2 Y, sinnoyx - cos(n i - ¢,) (15.30)
n=]

=22 =
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T’ My

Y2

Y3
T :

Hi
n=1 Fondamentale ol =1 o =L o =2 L
4 £\ 1y
ne=?2 2¢me harmonique oyl =21 A, =20 O = 20
n=3 3eme harmonique o3/ = 3T o3 =30, 3 = 30,

Les deux relations précédentes correspondent a toutes les vibrations stationnaires possibles de la
corde. Les constantes A, et B, , ou ¥, et ¢, , sont a déterminer a partir de la déformée ini-
tiale y, (x) et de la vitesse initiale v, (x).(la méthode sera exposée dans l'exemple suivant,

concernant les vibrations d'un barreau).

Par analogie avec les systemes discrets, on peut désigner sous le nom de "modes propres" les
solutions particulieres y, (x, ¢) et de "formes propres" les configurations statiques correspon-
dantes, obtenues quand cos(n 7 — 0, ) = 1. Ainsi, la solution générale est la superposition
d'une infinité de modes propres dont la fréquence est proportionnelle a 1'ordre (par exemple, la
fréquence du 5°me mode est 5 fois plus grande que celle de la fondamentale). Il s'agit 13 d'une

caractéristique essentielle des systémes continus conservatifs du deuxiéme ordre.

~23 -
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15.3.2 Barre avec extrémités libres

Nous avions appelé u(x, t) le déplacement longitudinal d'une section d'une barre soumise a

des vibrations longitudinales, vibrations régies par 1'équation de d'Alembert (15.9). Par analo-

gie avec I'exemple précedent, on peut écrire directement la solution générale :

u(x,r) = 2 (Cy cos o, x + D, sin o, x)(A, cos 0, + B, sin W ,7) (15.31)

n=1

Aux extrémités supposées libres (figure 15.20 a), la contrainte et donc I'allongement relatif sont

nuls. On a successivement :

_du

e(x,1) o,

= 2 0, (= Cy sin at,x + D, cos a,x)(A, cos w,z + B, sin ©,1)
n=1

(0, 1)

1
o
U

A
I
e}

8(6,[)50 = (xnf:nﬂ; = o, :%
Ensuite, par (15.23)

a, =—+ =  o,=aq, a=|—

Pour 1a fondamentale, on a

- B (15.32)

Finalement, avec C, = 1, le régime libre d'une barre avec extrémités libres prend l'une ou

R
1l
~19

l'autre des formes équivalentes suivantes

u(x,t) = 2 cos n oyx - (A, cos n ¢ + B, sinn o) (15.33)
n=1
u(x,1) = 2 U, cos noyx - cos(n it — ¢,) (15.34)

n=1

— 24 —
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|
P | P
b) —_— | ——
u(@, 0) u(x, 0) |
e |
|
& l E A p
|
x |
¥
|
el
gLy |
2 !
C) \K}
| et
Y 2

Fig. 15.20 a) Barre avec extrémités libres
b) Compression initiale
c¢) Déplacements initiaux

La figure 15.21 représente les trois premieres formes propres correspondant a la relation
(15.34). On peut la comparer avec la figure 15.19, concernant le régime libre d'une corde ten-
due : le role des sinus et cosinus se trouve inversé. Si l'on avait représenté la contrainte
o = E ¢ dans la barre au lieu du déplacement, les deux figures seraient identiques.

U

n=1 U,
/4
x
)
n=2 U,
Y/ X
Uz
n=73 U, ¢
\_{ x
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Nous allons maintenant calculer les constantes d'intégration A, et B, de la relation (15.33) en

fonction du déplacement initial g (x) et de la vitesse initiale vy (x). On a d'abord

u(x,0) = up(x) o) v(x,0) = vo(x)

Introduites dans (15.33) et sa dérivée par rapport au temps, ces conditions donnent

o (%) = }_:IA" cos 7 Oy (ocl - %) (15.35)
vo(x) = wlz}lnB” COS 1 Clyx ((01 = % %) (15.36)

Pour calculer les coefficients A,, multiplions les deux membres de la premiére relation par
cos m o x puis intégrons de 0 a ¢

14 ¢

I Uy (x) cos moyx dx = Z A, fcos noyx - cos mox dx
0 n=1 ¢

On sait que l'intégrale du second membre est nulle si m # n alors qu'elle est €gale a (/2 si

m = n 1 11 vient par conséquent

A, = up (x) cos n ayx dx (15.37)

~[o
O Y~

On trouve de méme

2

B, =
n nT

4
~ [ vo(x) cos n atyx de (15.38)
0

IEn effet, le calcul de la primitive donne :

x_[ cos nu - cos mu du = —%{ Ji‘.cos[(n - m)u] du +xfcos[(n + m)u] du}

Le résultat est alors :

sin[(n - m)x] . sin[(n + m)x|
2(n - m) 2(n + m)

sin[(n + m)x]
2(n + m)

X
Jcos nu - cosmudu =

sim#netm#-n

X
J. cosnu - cosmudu = 4

I
N | =

sim=noum=—n
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A titre d'exemple, considérons une barre comprimée a ses deux extrémités pour laquelle la force
de compression est supprimée brusquement pour ¢ = 0 (figure 15.20 b). Le raccourcissement

relatif initial étant

En raison de la symétrie (symétrie qu'il ne serait pas facile de réaliser expérimentalement en ce
qui concerne la suppression parfaitement simultanée des deux forces P), la section médiane ne

se déplace pas et les vitesses initiales de toutes les sections sont nulles.

v(x,0) =v(x) =0 = B, =0 d'apres (15.38)

Dans le cas particulier, la relation (15.37) devient

de/

A = =0
n 27'C2

n
A, =0 sin est pair

2
An=78

si n est impair
(%—x)cosnoclxdx = p

S s

La solution générale (15.33) est maintenant entieérement connue :

4 oo
u(x,t) = nif 2 %cosn 0 X - COS 1 Mt
n
n=1,3,5 (15.39)
o = & o, =& |E
L L\ p

Comme on devait s'y attendre, u(x, #) est symétrique par rapport a la section médiane de la

barre.
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15.3.3 Barre encastrée a une extrémité

L'équation des ondes en régime libre d'une barre encastrée a une extrémité (figure 15.22), peut

€tre déduite de I'équation précédente concernant une barre avec deux extrémités libres.

E A p

Fig. 15.22 Barre encastrée a une extrémité

I suffit pour cela de ne conserver dans (15.33) ou (15.34) que les termes symétriques par rap-
port au milieu de la barre, soit les termes impairs n = 1,3, 5, ..., de remplacer ¢ par 2/ et de

déplacer I'origine des x, ce qui remplace les termes en cosinus par des termes en sinus. On a
donc

T -
o = =75
%f o (15.40)
W = 55 .=
= 3s
u(x,r) = Y sinnoyx - (A, cosnaz+ B, sinn o) (15.41)
n=1,3,5
u(x,t) = Y U, sinnoyx - cos(nat — ¢,) (15.42)

n=1,3,5
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15.4 COORDONNEES NORMALES

Dans le double but de préciser 1'analogie entre les systemes continus et les systemes discrets et
de faciliter 'étude des régimes forcés, introduisons la notion de "coordonnées normales". Nous
ne chercherons pas a établir une théorie générale, mais nous nous limiterons au cas particulier

des vibrations d'une barre avec une extrémité encastrée (figure 15.22).

Revenons a la relation (15.41) en I'écrivant comme suit

w(x,t) = Y sinnogx- g, () o = % (15.43)
n=1,3,5

Ceci revient a supposer que les fonctions du temps ¢, (¢) ne sont pas encore connues.

L'énergie potentielle du systeme est de nature élastique. Elle peut étre calculée en intégrant la
densité d'énergie 62/2 E dans le volume de la barre

v=->L[cAd
2E
0
Comme
6= Eg = E9% = Eoy Y ncosnoux - g,
ox n=1,3,5
il vient

2

‘ ss
V = %EAOLIZI Zn g, cosnox ¢ dx
o n=1,3,5

ou encore, en remplagant le carré de la somme par une double somme et en ne gardant que les

fonctions de x sous le signe intégrale
’

V=2EAo} Y Y nmg, g, cosnayx - cos mayx dx
A=1,3,5 m=1,3,5 p

On sait que l'intégrale est nulle si m # n et qu'elle vaut £/2 si m = n. Il reste donc, en rem-

plagant o(; par sa valeur

£ 79 =
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2
nlEA
= T67 3 '}
n=1,3,5

Il faut ensuite calculer I'énergie cinétique

[l

[\)]w—‘
A
\_/
Il
Nl‘i
O ——y s
—_—
QJlQJ
~
g TroweRe

mais, d'apres (15.43)

ou _ z sin n Q4 x - g, ,d'ou
at n=1,3,5
, 2
T = ﬁj{ Y 4, sinnoclx} dx
2 e
o \n=1,3,5

L'intégrale a la méme nature que pour V, on a donc
p oo
R

Les équations de Lagrange d'un systéme conservatif

dar , av

=0 n=123,..
dr 9¢, 9dq,

donnent, dans le cas particulier

pAL . W’EA , .
— g, + ——=n"g, = 0 ,soit
2 T gy M1

c']'”+(1),22q" =0 n=17375,..
avec
242
(oﬁ—”an m”_nlg
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On avait défini la pulsation fondamentale (relation 15.37)

o = 2~ £ = O, =1
20\ p

Apres intégration, on retrouve les fonctions du temps intervenant dans la solution générale
(15.41)

q.(t) = A, cosn ot + B, sin n 0t

I est important de constater que dans 1'équation différentielle (15.46) ci-dessus, les coordon-
nées g, (t) apparaissent séparément, comme c'était le cas dans les systémes discrets linéaires
(Chapitre 11).

15.5 VIBRATIONS FORCEES

Toujours en nous limitant au cas d'une barre encastrée a une extrémité, nous allons montrer
comment peut étre abordé le calcul des vibrations forcées provoquées par une force extérieure
P(t) appliquée a I'extrémité libre (figure 15.23).

7

E A, p P()

Fig. 15.23 Action d'une force extérieure P(¢) sur une barre encastrée 2 une extrémité

En désignant par F, () la force généralisée relative a la coordonnée ¢, (¢), les équations de

Lagrange s'écrivent

d8T+8V

= Fn
dt dg, 9dq,

On obtient, en utilisant (15.44) et (15.45)

PAL .. | T’EA »
n + n = El
7 ¢ ge 1
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soit encore, en faisant apparaitre la pulsation fondamentale @,

Go + (o) g, = ——F, avec ©; = 2"7 2 (15.47)
p

On est ainsi ramené au calcul du régime forcé d'oscillateurs élémentaires, non amortis , et de
pulsation propre @y = n ®; . Les résultats établis au chapitre 6 (livre de mécanique vibratoire)
sont ainsi utilisables. Par analogie avec la relation (6.13) et en utilisant la variable auxiliaire T au

lieu de u, pour éviter toute confusion avec le déplacement u( x, ), le régime forcé peut s'écrire

t
” F(t)sinno, (r — t)dt (15.48)

gn = [A, cosn it + B, sinn o] + —=—
PALn®, p

La fonction entre crochets est le régime libre, déterminé, comme on 1'a vu précédemment, par le
déplacement initial 1 (x) et la vitesse initiale vy (x).

La force F,(t) est obtenue comme suit : on donne 2 la coordonnée g, (¢) un accroissement
8¢, qui entraine lui-méme un accroissement u du déplacement. Ce dernier peut étre calculé au

moyen de la relation (15.43)

u(x,t) = zqn(t)sinnalx o = -~
n=1,3,5,... 24
On obtient donc
du = dq, sinn ax (15.49)

On calcule ensuite le travail 6t des forces extérieures provoqué par 8¢, Il est égal 2 celui fourni

par la force F,
ot = F, dq, (15.50)

Revenons maintenant a I'exemple de la figure 15.23 : une force extérieure P(t) est appliquée a

l'extrémité libre. A cette extrémité x = / et la relation (15.49) devient

du(£) = dq, sin n ol = 8¢, sin %
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Le travail entrainé par ce déplacement est ainsi

8t = Pdu(l) = Pdq, sin%jl

d'ou, d'apres (15.50)

En laissant de c6té 1'influence des conditions initiales, la relation (15.48) devient

2 . N7

= ——sin— | P(t)sinnw, (t—7)dt 15.51
Ain, 5 (7) ((1-7) (15.51)

QH

S

Le déplacement u( x, ¢) peut étre obtenu par la sommation de la relation (15.43). En se limitant

au déplacement u(/, t) de l'extrémité libre, il vient

t
u(l,t) = 2 D 1 in2 20 J P(t)sinnw,(t —t)dr
0

L'indice n ne peut prendre que des valeurs impaires (n = 1, 3, 5, ...), d'ol

. 5 NT
= sin? = =1
2

[+
—_

. nT
sin — =
2

En remplacant , par sa valeur

n |E T

U‘)l = — a
20\ p 20

on obtient finalement

w(l,1) = > Lip)sinne(r-1)dr (15.52)
n
- 0



CHAPITRE 16

VIBRATIONS DE FLEXION DES POUTRES
DROITES

Les systemes mécaniques soumis a la flexion ont un comportement vibratoire régi par des équa-
tions aux dérivées partielles qui sont du deuxieéme ordre relativement au temps, comme précé-
demment, mais du quatriéme ordre relativement aux variables géométriques. Il en résulte de
grandes difficultés sur le plan mathématique. Seuls des cas particuliers correspondant 2 des
conditions aux limites trés simples ont regu jusqu'a maintenant — et la situation n'évolue
guere — des solutions analytiques satisfaisantes. Comme nous l'avons déja dit, les méthodes
numériques actuellement disponibles, en particulier celle des éléments finis, permettent de
résoudre, aprés discrétisation, la plupart des problemes de la pratique. En effet, presque tou-

jours, les plus basses fréquences jouent un role déterminant.

Dans les chapitres 16 et 17, nous nous limiterons a l'exposé de quelques aspects élémentaires
de la théorie relative aux poutres droites. Ils devraient suffire 4 une compréhension satisfaisante

des vibrations de flexion.

16.1 EQUATION DIFFERENTIELLE DU SYSTEME CONSERVATIF

Considérons une poutre droite, vibrant latéralement dans un plan xy (figure 16.1). On suppose
que la direction y coincide avec l'un des axes principaux d'inertie de la section, faute de quoi les

vibrations ne pourraient étre coplanaires.

dm EL ) 5 ]
. _ N +__

Y,

aachan

Yy(x, t)

Fig. 16.1 Vibrations latérales et coplanaires d'une poutre droite.
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Isolons un €lément infinitésimal de la poutre de longueur dx. Celui-ci est alors représenté par la

figure :

Fe

Fig. 16.2 Elément infinitésimal de poutre soumis aux différents efforts.

Pour simplifier, l'inertie en rotation des sections de la poutre est supposée négligeable. Ainsi,
seul le déplacement vertical (selon l'axe y) est considéré. L'équation de Newton pour I'élément

infinitésimal de poutre de longueur dx s'écrit alors :

Y F =dij:—(Q+dQ)+Q=—dQ:—%%dx

Si l'inertie en rotation de la tranche élémentaire est négligée, 1'équilibre des moments par rapport

au centre de la section x est exprimé par 1'équation :
IM, =-(M; +dM;) + M; + (Q + dQ)dx = 0

oM ;
0x

: —

dx+de+%de250

X
Apres €limination du terme du second ordre et simplification par dx, la relation entre 1'effort

tranchant et le moment de flexion est obtenue :

oM 0 0ZM
_ 9y 90 _ f
ST ox | oxz

L'équation de Newton de I'élément de poutre devient alors :

2y 90 asz
dx——* = ——dx = —~———-d
e ™ e
02 02M
= U aﬂy = - ax2f (16.1)
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Par ailleurs, si I'effet de I'effort tranchant sur la déformée est supposé négligeable, la théorie de

la résistance des matériaux donne 1'équation différentielle suivante :

v 9% _ My
! dx?2 EI

Dans cette expression, £ et [ sont respectivement le module d'élasticité et le moment d'inertie de

la section par rapport a l'axe transversal horizontal de la section de la poutre.

Apres dérivations, cette équation s'écrit :

o4y 1 0°M, 92M s

= = =
x4 El 0x2 0x2 ox#

En substituant la dérivée seconde du moment dans l'expression (16.1) par la valeur obtenue ci-
dessus, on obtient I'équation différentielle régissant les vibrations latérales d'une poutre de sec-

tion constante :

02y _ EI 04y
it (16.2)

Cette €quation n'a plus la forme de celle de d'Alembert. En effet, la dérivée de la fonction du
déplacement y(x, ¢) par rapport  la variable spatiale x n'est plus du deuxiéme ordre, mais du
quatrieme. La solution n'est donc plus de nature ondulatoire et devient beaucoup plus difficile &
obtenir. En pratique, les seules solutions cherchées sont celles obtenues par séparations des
variables.

16.2 SEPARATION DES VARIABLES

Comme lors du chapitre précédent, on cherche des solutions de 1'équation différentielle (16.2)

qui sont le produit d'une fonction de x et d'une fonction du temps
y(x,t) = V(x) U(z) (16.3)
Les dérivées partielles deviennent dans ce cas

84y d*v v y =
ety =V o
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Par introduction dans (16.2) on trouve, comme au chapitre précédent, qu'une fonction du temps
est identique a une fonction de x. Ceci implique que ces fonctions sont €gales & une constante
qui est, pour des raisons physiques, négative. Cette constante peut prendre des valeurs diffé-

rentes, repérées par un indice n.

. v
U__EV" _ _u (16.4)
U My V

On integre d'abord par rapport au temps

U+o2U=0
d'on

U, = A, cos,t + B, sin ©,t (16.5)

L'équation différentielle relative a x s'écrit

On définit la constante, essentiellement positive

af = o2 &L (16.6)
EI

et 'équation devient
VvV —a,v=0
En cherchant des solutions exponentielles V = e”*, on obtient 1'équation caractéristique
r* —op =0
Elle a pour racines o,, —Q,, jo,, -jo,, d'ot par combinaison linéaire
V, = Cy €% + Cypp e ®* + Cp3 cos 0,x + Cpy sin oL, x (16.7)

Le produit de (16.5) par (16.7) donne la solution particuliere d'ordre n

yn(x’t) = Un(t) ’ V;z(x)
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On obtient finalement la solution générale de (16.2) par sommation sur l'indice »

y(x,t) = Z (A, cos ®,t + B, sin co,zt)(C”l e** + C,p %% +
' (16.8)

+ C,3 cos 0, x + C,4 sin ocnx)

Cette relation comprend 6 constantes d'intégration, alors que 5 suffisent. On peut donc adopter,
hy et h,, étant deux grandeurs sans dimensions, I'écriture simplifiée suivante :

y(x,1) = i Y, cos(@nt = 0, )[cos(Ctyx = Yy ) + By €% + By 7% | (16.9)
n=1

Les constantes C,, ... , C,4 de la relation (16.8) sont & déterminer par les conditions aux

limites dont la figure 16.3 représente 4 exemples usuels, a savoir

a) Appui simple

Le déplacement est empéché : y=20
Le moment de flexion est nul : M=0 = y'=0
b) Extrémité libre
Le moment de flexion est nul : M=0 = ' =0
L'effort tranchant est nul : T=0 = 3 = 0
¢) Encastrement parfait
Le déplacement est empéché : y=0
la rotation est bloquée : y =0
d) Encastrement partiel élastique
Le déplacement est empéché : y=20
Il apparait un moment de rappel "
proportionnel 2 la rotation : M=-ky =y ==Ly
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d)

Fig. 16.3 Conditions aux limites usuelles pour les vibrations coplanaires d'une poutre

16.2.1 Poutre sur deux appuis

A titre d'exemple, nous allons €tablir le régime libre d'une poutre sur deux appuis simples.

Revenons a I'équation (16.8) en 1'écrivant comme suit
y(x, 1) = Y V,(x) - cos(w,t = 0,)
n=1

Aux deux extrémités, les conditions aux limites sont celles du type a) de la figure précédente,

soit

U

¥

=
11

=
i
~
P,
~
—
“\
=~
~—
Il
=
—
~
St
I
(@]

%\
—~
=
-~
~—
1l
o O
X
—~
~
~
Il
(@)

En supprimant momentanément l'indice n pour simplifier I'écriture, V(x) et sa deuxiéme déri-

vée deviennent
V==0Ce*" +Ce ™ + Cycosax + Cysinax

P = 0c2[C1 e** + Cy e %" — Cycosax — Cy sin Otx]

D'ou les conditions

{V C, +C, + G (1)
x =0

C, + C, - C; (2)

Il
LU
o

vV’ =0

) V=0 = 0=Ce% +C,e % + (Cycosal + Cysinal (3)
X =
V" =0 0=Ce* +C,e® —Cycosal — Cysinal (4)

U

En effectuant la différence des équations (1) et (2), on trouve immédiatement
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C3 =0 et C] = - C2
Les équations (3) et (4) deviennent ainsi

3 0=Ce* -e™)+ Cysino

(4 0=Ce™ -e™) - Cysinaf
La somme puis la différence des relations ci- dessus donnent
C1=0 = C2:0 et C4Sil’l(1£=0

Il faut maintenant réintroduire l'indice n dans le dernier résultat

Coasino,f =0

La solution C,4 = O entraine y(x,?) = 0 : il s'agit de I'équilibre statique, sans intérét. Il

reste

sina,/ =0 = o,/ = nm = o, =n

_ =
T Gn = 1 (16.10)
2 5
w; = Ez“ g n = nzml
¢ Ky

Finalement, le régime libre d'une poutre sur deux appuis simples peut s'écrire

y(x,t) = 2 Y, sinno;x - cos(nzwlt - d)n) (16.11)

n=1

Si I'on compare ce résultat avec la relation (15.30) concernant les vibrations latérales d'une

corde tendue, on peut formuler les deux remarques suivantes :

- Les pulsations des harmoniques d'une poutre augmentent avec n2, alors que celles des

harmoniques d'une corde augmentent avec n.
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- Les formes propres, par contre, sont identiques (voir figure 15.19).

16.2.2 Déformée dynamique comprenant plusieurs troncons

Quand la poutre présente des liaisons intermédiaires ou des changements de section, la fonction
V(x) est a définir pour chacun des trongons. Un exemple est représenté par la figure 16.4 : il

s'agit d'une poutre avec un appui intermédiaire en B et un changement de section en C.

£ | b 43

/] ““/ i,
g A___>— B c DY

N V3 72
X

E III uir

Fig. 16.4 Déformée dynamique comprenant 3 trongons
La forme propre de la fondamentale, seule prise en considération ici, comprend trois trongons.
Elle est définie par 3 fonctions de x de la forme (16.7). En écrivant, pour simplifier,
V(x) = y(x,1),,, = y(x),onadonc

yi(JC) = Cli e** + Cz,' e %* + C3,' cosox + C4i sin Ol x i=1,2,3

Les 12 constantes d'intégration Cy; (k = 1,2,3,4 et i = 1,2, 3) sont a calculer par les 12

équations suivantes, obtenues par les conditions aux limites

Point A () w=0 déplacement nul
% =0 (2) 1 =0 pente nulle
((3) yy =0 déplacement nul
Point B (4) v =0 déplacement nul
£ =4 (5) yi = ¥ pentes égales
(6) ¥y =y moments de flexion égaux
(7) y2 = y; déplacements égaux
Point C 8) y; = y3 pentes égales
<
x =4 + 4, (9) y;, =y moments de flexion égaux
(10) yy = y5’ efforts tranchants égaux
Point D (11) y3 =0 déplacement nul
x =4 (12) v =0 moment de flexion nul
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Pratiquement, le calcul des Cj; ne peut étre effectué que numériquement. Si les conditions du
probleme se compliquent (par exemple : nombreux changements de section, appuis élastiques

etc.), il est de toute fagon préférable de choisir une autre fagon de procéder : méthodes de

Rayleigh ou de Stodola, éléments finis, différences finies, etc.

16.2.3 Orthogonalité des modes propres d'une poutre droite.

Les déformées obtenues lors de la recherche des fréquences propres sont équivalentes aux
formes propres obtenues lors de la résolution d'un probléme discret. Il est ainsi possible
d'adapter la notion d'orthogonalité des modes aux systémes continus. Pour des raisons de
simplification de la démarche, la justification présentée ci-aprés sera restreinte aux cas des
poutres droites avec des conditions aux limites simples, telles qu'encastrements, appuis simples

ou extrémités libres.

Pour le mode r, I'équation différentielle des poutres donne la relation suivante, en admettant une

solution par séparation des variables :
V¥ (x) = of V. (x) (16.12)
Afin de démontrer I'orthogonalité des modes, il est nécessaire de définir un produit scalaire

pour des fonctions continues et plus pour des vecteurs classiques. Ce produit est représenté par

une intégrale sur la longueur de la poutre, et est donné par l'expression :

(Vi ()1 Vo (2)) = [ Vi () Vi () d
0

En prenant I'équation (16.12) et en l'intégrant aprés multiplication par la fonction du monde m,

on obtient I'équation :

O —y s

4
Vi (x) VY dx = o} [V, (x) V, (x) dx (16.13)
0
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Apres intégration par partie, le terme de gauche devient :

Y4 /
[ V() VY dx = [V (2) V)] = [ Vi (2) V() dx
0 0

[V () V)], = [V (2) W), + [ Vi () V() dx

Les deux premieres quantités du terme de droite s'annulent dans le cas ou les conditions aux

limites sont simples comme précisé plus haut. Alors la relation (16.13) devient :

/ Y .
[ Vi(x) v/ dx = ot [ Vi (x) V(%) dx (16.14)
0 0

En pratiquement de la méme maniere avec le mode m, on obtient 1'équation :

14
Vo (x) VV'dx = g, [ Vi (%) V, (%) dx (16.15)
0

O —y

Par soustraction des deux relations (16.14) et (16.15), on obtient I'expression suivante :

Comme les fréquences propres sont supposées différentes (o, # o,,), cette équation est équi-

valente a :

[V (x) Vi(x)dx = 0

Les modes propres r et m sont donc orthogonaux. Dans le cas général, 1'orthogonalité des
modes est toujours vérifiée, mais la principale difficulté réside dans l'expression correcte de

cette orthogonalité.
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CHAPITRE 17
METHODES DE CALCUL APPROCHEES

17.1 LA METHODE DE RAYLEIGH

Afin d'éviter l'intégration de 1'équation aux dérivées partielles (16.2), on détermine la pulsation
@ d'un mode de vibration déterminé — il s'agit le plus souvent de la fondamentale seulement —,

en procédant comme suit :
1) On admet que le mode est de la forme
y(x,t) = y(x)cosmt
2) On choisit a priori une déformée y(x) satisfaisant les conditions aux limites

3) On €crit I'égalité des énergies cinétique et potentielle maxima que prend la poutre au

cours d'une période

X dx X dx

S ——————— - — - — e - — - — - — - >
lv

Yy T~

Fig. 17.1 a)La déformation est nulle, la vitesse est maximum
b) La déformation est maximum, la vitesse est nulle

En position neutre, la vitesse et donc I'énergie cinétique de la poutre sont maxima ; par contre,
la déformation et 1'énergie potentielle correspondantes sont nulles (figure 17.1). Dans cette

position, un €lément de masse dm = 1, dx posséde l'énergie cinétique

2
1 2 1 dy
a7 = 24 = S de| 2
2 Y 2ul (ar)m
% =-0y(x)sinot = (%jmax = o y(x)
ar = L2 B y*(x) dx

2
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Ainsi, une poutre de section constante et de longueur £ posséde I'énergie cinétique maximum
: ¢
T = 5(02 w [ ¥ (x) de (17.1)
0

En position de déformation maximum, la vitesse est nulle et 1'énergie potentielle due a la

flexion, seule prise en considération ici, peut étre calculée par la relation bien connue

Si la section est constante, 1'énergie potentielle maximum d'une poutre de longueur ¢ a donc

pour valeur

EI [y (x) dx (17.2)

Il suffit d'égaler les énergies cinétique et potentielle au moyen des relations (17.1) et (17.2)
pour déterminer la pulsation cherchée m.

17.1.1 Poutre sur deux appuis simples

Examinons d'abord la validité de la méthode en cherchant la pulsation de la fondamentale d'une
poutre sur deux appuis simples, dont la déformée exacte est connue : il s'agit d'une sinusoide

d'équation

On calcule I'énergie cinétique d'apres (17.1)
¢

1 2 2(...2 Tx 1 2 2
T == o —dx == 0% ¢
5 Ly _([Sln 7 1 Ly
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puis I'énergie potentielle d'apres (17.2)

42
v——EI7t8 jsm —T%dx:
0

[\
N

Ainsi, quand la déformée exacte est connue, la méthode redonne la pulsation exacte (relation
(16.10)).

17.1.2 Poutre en console (figure 17.2)

Choisissons comme déformée une cosinusoide

2
y(x) = 8(1 — cos %) = y'(x)= T g TX

Cette courbe respecte les conditions aux limites y(0) = 0 et y’(0) = 0 mais n'est pas la dé-
formée exacte car il est impossible de I'identifier a la fondamentale de (16.8), quelles que soient
les constantes Cy; (i = 1,2,3,4).

DO\

Bl ¥(x) 5

Fig. 17.2 Déformée d'une poutre en console

Au moyen de (17.1) et (17.2) on trouve facilement

4 2

T=30=82, 8y y=IL H
47 64 ¢

3664 EI

EI
T=V = 0 =
4'\/3TE— 431 - 8 % \
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Le calcul exact a partir de 1'équation (16.8) donne

_ 3516 [E
£ K

e

L'erreur relative due a la méthode de Rayleigh est ainsi

e Q-0 3,664 — 3,516 = +42 %
o, 3,516

La valeur approchée dépasse la valeur exacte. Nous montrerons plus loin (section 17.3) qu'il en
est toujours ainsi. Par conséquent, si I'on applique la méthode de Rayleigh avec plusieurs

déformées approchées successives, le meilleur résultat est toujours le plus faible.

17.1.3 Poutre de section constante avec masses concentrées

Il est facile, avec la méthode de Rayleigh, de prendre en compte des masses concentrées sur une
poutre. Ces masses contribuent, souvent de maniere prépondérante, a 1'énergie cinétique. Elles
ne participent pas directement a l'énergie potentielle car elles sont, par définition,
indéformables. Elles ont une influence indirecte en raison des modifications qu'elles apportent a

la déformée dynamique

7] EL 1, 4 % @
7

Fig. 17.3 Poutre avec masses concentrées

Pour I'exemple représenté par la figure 17.3, I'énergie potentielle peut &tre calculée par (17.2),

alors que 1'énergie cinétique a pour valeur

14
1 1
LLIJ‘ y2(x)dx + s o? m y*(x) + 5(1)2 my y* (x;) (17.3)
0

2

I'=-o
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17.1.4 Poutre de section variable

Si la section de la poutre varie, la masse linéaire et le moment d'inertie sont des fonctions de x.
Les €nergies cinétique et potentielle deviennent alors

¢
1
_ 5 J‘ (x)dx (17.4)
0
¢
= LE[1(x)y? (x) x (17.5)
2
0
14
X
7 \/4\‘ —e
El(x), w(x)

Fig. 17.4 Poutre a section variable

Le plus souvent, il s'agit de changements brusques de section (figure 17.4) et le systéme
vibrant n'est plus, a proprement parler, une poutre mais un ensemble de poutres contigués.

Compte tenu du caractere approché de la méthode, une telle nuance n'a cependant guére
d'importance ici.

On peut observer que si un trongon de poutre posséde une section sensiblement plus grande
que les autres, le moment d'inertie devient relativement si grand que la contribution de ce tron-
con a I'énergie potentielle est pratiquement nulle. Si, de plus, la longueur du trongon est faible,
dans le cas d'un disque par exemple, on s'approche de la notion de "masse concentrée" évoquée
au paragraphe précédent. Cependant, une différence importante apparait : une masse concentrée
n'a pas d'inertie a la rotation alors que pour un disque 1'énergie cinétique liée a la pente y’(x)

de la déformée peut devenir importante.
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CHAPITRE 18
L'OSCILLATEUR NON LINEAIRE

18.1 GENERALITES

Dans la premiére partie de ce cours, nous avons étudié le comportement de l'oscillateur

mécanique linéaire, régi par I'équation différentielle

mi+cx+kx = f(t) (2.1)
ou
¥+20%+ 03 x = fo(2) (2.5)

En admettant une force d'excitation harmonique, le second membre de 1'équation (2.5) est de la
forme fy(z) = g cos wt, la fréquence pouvant étre quelconque. On sait que I'amplitude du
déplacement en régime permanent atteint un maximum au voisinage de ®,. Comme le montre la

figure 18.1, l'importance de ce maximum varie en fonction de la constante d'amortissement.

A W)

Fig. 18.1 Réponse en régime permanent harmonique en fonction de la fréquence d'un systeme linéaire
amorti

Par la suite, ce comportement nous a servi de référence pour l'examen de systémes linéaires
plus complexes, comprenant un nombre fini ou infini de degrés de liberté et que l'on peut

toujours considérer, dans leur base modale, comme un ensemble d'oscillateurs élémentaires.

Si la masse, la résistance et la rigidité de 1'oscillateur sont variables, mais en fonction du temps

seulement, I'équation différentielle reste linéaire

m(t)X +c(t)x+k(t)x = f(1t) (18.1)
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Le cas le plus intéressant est celui ot les caractéristiques du systéme varient périodiquement. Il
peut alors apparaitre un phénomene appelé vibrations paramétriques et que nous

aborderons au chapitre suivant.

Les non-lin€arités du comportement vibratoire d'un systéme peuvent avoir différentes causes.

Le plus fréquemment, les non-linéarités proviennent :
(a) des caractéristiques de déformation d'une ou de plusieurs parties du systéme ;
(b) des liaisons, notamment de la déformation des points de fixation ;
(c) des forces internes non linéaires ;
(d) des grandes amplitudes des vibrations ;
(e) du flambage de systémes élastiques lors des vibrations ;

etc.

De maniere générale, un oscillateur élémentaire est un systéme de la mécanique, avec un seul

degré de liberté, régi par une équation différentielle

G(t,x, %, %, %,...) = f(1) (18.2)

dont la solution x () présente un caractére oscillatoire, autour d'une valeur moyenne constante
ou lentement variable. Physiquement, la notion d'oscillateur implique un "balancement", avec

ou sans dissipation, entre les énergies cinétique et potentielle.

18.1.1 Rigidité fonction de x seulement, équation de Duffing

Dans de nombreux problémes de la pratique, la non-linéarité provient du fait que la rigidité est
fonction du déplacement x et, en tout cas au premier ordre, du déplacement seulement. Dans ce
chapitre, les non-linéarités étudiées sont dues a la caractéristique du ressort. En admettant que la
non-lin€arité est identique en traction et en compression, 1'équation de mouvement du systéme

est donnée par une relation de la forme :

X+2hi+ax+BxP = g(r) (18.3)

dans la quelle, A, o et B sont des constantes. L'équation (18.3) est connue comme I'équation
de Duffing, d'apres le nom du mathématicien qui 1'étudia. On peut démontrer que la réponse
d'un tel systeme a une excitation périodique est également périodique. La figure 18.2 présente
un exemple de réponse harmonique pour ce systeme lorsque la force d'excitation est constante.

On peut alors remarquer qu'il existe un phénomene de résonance.
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ey

Fig. 18.2 Courbe de la réponse d'un systéme non linéaire a une excitation harmonique

Dans un cas de régime libre sans dissipation, ['équation du systéme devient

mx+k(x)-x=0 (18.4)

Le comportement statique du ressort — au sens large de ce terme — est défini par la force de
rappel F(x), calculée ou mesurée en fonction de x (figure 18.3).

A F(x) A k(o)

ki(x)

k(x)

VAL

k(x) .

Y=
Y&

Fig. 18.3 Force de rappel et rigidité en fonction du déplacement

La grandeur k(x) intervenant dans I'‘équation (18.4) devrait étre appelée "rigidité sécante". Elle

est égale au quotient de la force par le déplacement

F(x)
X

k(x) = (18.5)
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et doit étre distinguée de la "rigidité tangente", correspondant 4 la pente de la courbe

(18.6)

Dans la suite de ce chapitre, il s'agira toujours de rigidité sécante quand nous utiliserons le
terme de rigidité.

Une rigidité variable apparait parfois comme un phénoméne perturbateur, provoqué par des
imperfections géométriques ou par un comportement non-linéaire du matériau utilisé. Souvent,
par contre, la non-linéarité est voulue : on désire, par exemple, que la rigidité augmente avec le
déplacement, afin de limiter I'amplitude des grandes oscillations, tout en conservant une
souplesse suffisante du systéme vis-a-vis des petites oscillations. La figure 18.4 illustre une des
nombreuses fagons d'obtenir un tel résultat. Il s'agit d'un ressort passant progressivement,
grace a une certaine incurvation des spires, de la torsion simple a la torsion combinée de
flexion. Finalement, on obtient de la compression quand toutes les spires se touchent, mais il

est en général défavorable d'aller jusque 1a.

A F(x)
F
ko /1
A B C
' | A k(x)
|
|
F

Fig. 18.4 Ressort non-linéaire
A : domaine de la torsion simple
B : domaine de la torsion combinée avec de la flexion (dés que les
points M et M’ se touchent)
C : domaine de la compression
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18.3 LA METHODE DE GALERKIN

Considérons une équation différentielle non linéaire

g(x,x,%,1)=0

et cherchons une solution approchée de la forme
x(t) = Cofo(t) + Cifi(t)+... +Cafu (1) (18.33)

dans laquelle Cy, Ci, ..., C, sont des constantes et f,(¢), fi(¢),..., f,(¢) sont des fonctions
du temps qu'on choisit a priori en se basant sur des considérations physiques ou sur I'analyse

de solutions obtenues par voie numérique.

La fonction x(#) n'étant qu'approximative, I'équation différentielle n'est pas rigoureusement

satisfaite et le second membre, au lieu d'étre nul, prend une valeur &(¢).

La méthode de Galerkin consiste a calculer les constantes Cy, Ci, ..., C, de facon que sur un

intervalle déterminé du temps, l'intégrale de €% (¢) soit minimum (figure 18.7)

eAe?

Fig. 18.7 Erreur et carré de l'erreur dans l'intervalle 4 1,

Soit donc l'intégrale

I=[€(r)dt (18.34)
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La condition cherchée s'exprime par

Iy
ol de(t)
0=—=2|¢€(s dr
2Cy ! (¢) aCy
1
o _ . 0e(r)
0=—=2|¢(t dr
i~ 205
% (18.35)
ol :2 de(1)
0=—=2]|¢(t dr
aC, tf (4) aC,
1
Relativement aux parametres Cy, Cy, ..., C, la fonction / peut présenter, en principe, n + 1

extrema parmi lesquels il faudra choisir le plus petit minimum. On y parvient souvent par un

raisonnement physique, faute de quoi les calculs peuvent devenir extrémement pénibles.

A titre d'exemple, considérons un oscillateur dont la constante est proportionnelle 2 la valeur

absolue du déplacement (figure 18.8)

Ax

yH
g

-X X 0 >

Fig. 18.8 Rigidité proportionnelle 2 Ixl .

Fig. 18.9 Solution approchée de (18.37)

On a donc

k = ofx] (18.36)

et I'équation de l'oscillateur

mi+kx=0
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devient

i+ xlx|=0 (18.37)
n

Admettons les conditions initiales suivantes (figure 18.9)

et cherchons une solution trés simple

x = X sin wt avec oX =1V

ne comprenant qu'un terme de 1'équation (18.33).

Dans l'intervalle 0 < ¢ < % soit 0 < ¢ < 7, x est positif et x = |x|. La fonction €(z) a
donc pour valeur
e(r) = 5+ % x? = —0?Xsinwr + & X2 sin? ot (18.38)
m m

Avec Cy = X, la premiére condition (18.35) devient

T 5
. : o . ) 2a )
0= J-(—wZX sin wr + — X? sin2 wr)(—aﬂ sin wt + — X sin? a)t) w dr
m m
0

Soit encore

T
0 = jsm2 mr(—oﬂ + & X sin mzj(—mz + 2% ¥ in cozj dr (18.39)
B m m
Tous calculs faits, on trouve
8 3 ?
ot -2 % xp? +—(QXJ =0
T m 2\m
Cette équation en ®? donne
0? = ﬁx(ii %—ij (18.40)
m T T 2

'
~
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donc deux solutions

0 =162%X e 0?=09%x
m m

dont une seule doit étre conservée. Dans le cas particulier un raisonnement physique trés simple
permet immédiatement d'affirmer que la plus faible valeur de ®? est la bonne. En effet, si la
rigidité du ressort €tait constante et égale a sa valeur maximum k,,,, = o X (figure 18.10), la

pulsation serait

Q)%:—_

kpoe 00X
m m

Kinax = 0X

\o
0 X

y=

Fig. 18.10 Valeur maximum de la rigidité

La rigidit€ du ressort étant plus faible que k,,,, pour x < X, on a nécessairement ®> < ®3 et

par conséquent

o? = 093% X = 0,93 0}
m

= 0,96 (0T

1047, (18.41)

f_/%
N e
|

En conclusion, la période n'est augmentée que de 4 % si la rigidité est proportionnelle au

déplacement au lieu d'étre égale a sa valeur maximum.

Remarque : si I'on prend plusieurs termes dans le développement de x(¢), la méthode de

Galerkin donne une approximation trés fine mais exige des calculs trés longs.
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Ax(t)

Ay
Xo

Fig. 18.11 Régime libre amorti d'un oscillateur non linéaire

18.5 REGIME FORCE NON AMORTI — NOTION D'INSTABILITE

Les quelques exemples d'oscillateurs non linéaires a un seul degré de liberté que nous venons
d'étudier suffisent pour montrer qu'il n'est plus possible de trouver des lois générales de
comportement en régime libre, contrairement a ce que nous avions pu faire pour les systémes

linéaires.

Ceci est encore plus vrai dans le cas des systémes non linéaires a plusieurs degrés de liberté
dont I'étude par voie analytique devient extrémement pénible. Il est alors indispensable de
recourir au calcul analogique ou numérique, ce qui ne permet pas, évidemment, de trouver des
lois générales.

En ce qui concerne le régime forcé de l'oscillateur élémentaire (1 seul degré de liberté), il est
cependant possible d'obtenir une bonne description du phénomeéne au prix de quelques

simplifications importantes.

Reprenons I'exemple de 1'oscillateur non amorti a rigidité parabolique, correspondant a un cas

particulier de I'équation de Duffing :

m)'c'+ko(1+ux2)x = F cos ot

Comme précédemment, divisons par la masse

¥+ of x+hx® = gcoswt (18.57)
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3|

=
|
=
Ve

- (18.58)

3

3 |n

On ne s'occupe que du régime permanent en admettant une solution

x(t) = X cos wt
dans laquelle X est une constante.

Il vient, par introduction dans I'équation

(-0? + ©F )X cos @ + h X> cos® ot = g cos wr

ou encore, avec ¢ cos> f = % (cos 3wt + 3 cos wt)

{(—coz + co%)X + —34ﬁ X3} - COS ®f + 3X3 cos 3wt = g cos ot (18.59)

3 3 3
Pour l'instant, négligeons 7 en comparaison de 7 ce qui fait disparaitre le terme en
3. I vient

=l xd =g (18.60)

On peut résoudre cette équation en écrivant

n=(0®-o0f)X+yg

_ 3h
4

Y2 X’

et en cherchant les intersections de y, et y, (figure 18.12). La parabole cubique y, est

invariable alors que la droite y; a une pente fonction de co% et une hauteur a l'origine égale a g.
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y2 Ay

N
O
S
W
y1(w = wg)

|
/

Fig. 18.12 Recherche des solutions de (18.60) dans le cas & < 0

Pour des valeurs déterminées de A etde g (7 < 0 dans le cas de la figure 18.12) cherchons la

valeur des solutions X en fonction de la pulsation forcée .

a) Pour w” £ w < <o, il existe une seule solution X < 0, ce qui signifie que le

déplacement en régime permanent est en opposition de phase avec la force extérieure
b)  Pour w = ", on a une solution négative et une solution double positive

¢) Pour 0 < w < o', il existe une solution négative et deux solutions positives pour

lesquelles le déplacement en régime permanent est en phase avec la force extérieure.
La figure 18.13 représente le module | X| de l'amplitude du déplacement en fonction de ®. Le

module du systeme linéaire (A = 0) est également représenté. 1l est infini (résonance) pour

W = mg.
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Aix]

| |

| I

| | X<0 ¢
T T >
() (%) "

Fig. 18.13 Oscillateur non-amorti. Amplitude du régime permanent

Sil'on considere maintenant g comme paramétre (figure 18.14) les courbes | X| sont placées de

part et d'autre de la courbe limite g = O dont 'équation est donnée par la relation (18.60) :

soit

(18.61)

Fig. 18.14 Influence du paramétre g =

3
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On peut montrer qu'un faible amortissement du systéme a pour conséquence de fermer les
courbes |X| = f(w) qui présentent alors l'allure de la figure 18.15

A

Ye

Fig. 18.15 Oscillateur amorti. Amplitude du régime permanent

Supposons que l'on décrive une courbe par valeurs croissantes de o & partir de zéro. Au point
A, l'amplitude décroit a fréquence constante (tangente verticale). Le mouvement devient instable
jusqu'au moment ou I'amplitude est égale a celle du point B. Si la pulsation forcée augmente

encore, I’amplitude diminue et devient nulle pour @ — oo.

Quand la pulsation forcée est décroissante, on décrit la courbe jusqu'en D o l'instabilité
apparait : I'amplitude augmente alors brusquement pour atteindre celle du point E. Elle diminue

ensuite et on suit la courbe jusqu’au point C correspondant au déplacement statique.

Le point D est un maximum de la courbe @ = f(X). On a donc pour ce point

2

0
dX dX

mais 1'équation (18.60) peut s'écrire

aﬂ=w8—§+3—h

X 4

XZ
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d'ou
— ==+ ==X =0 (18.62)

En éliminant g entre (18.62) et (18.60) on obtient le lieu des points D

9h

> = of+ 2y (18.63)

Q)]
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