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Série n˝13

Exercice 1 : Nous considérons le langage du premier ordre dont le seul symbole non
logique est un symbole de relation unaire P .

1. Considérons le modèle de Kripke de la logique intuitionniste suivant.

β ‚ ta, bu P paq

α ‚ tau
ď

Pour chacune des assertions suivantes dire si elle est vérifiée au sujet du modèle
K décrit ci-dessus.

a) α , @xP pxq ;

b) α , ␣@xP pxq ;

c) β , ␣P pbq ;

d) β , Dx␣P pxq ;

e) α , ␣P paq ;

f) α , Dx␣P pxq ;

g) β , @xP pxq ;

h) α , p␣@xP pxq Ñ Dx␣P pxqq ;

Est-ce que K |ùi p␣@xP pxq Ñ Dx␣P pxqq ?

2. Nous considérons le modèle de Kripke de la logique intuitionniste K “ xN,ď,Dn “

t0, . . . , nu,,“
Ť

nPN
␣`

n, P pkq
˘

: k ă n
(

y que l’on peut représenter comme suit.
...

n` 1 ‚ t0, 1, . . . , n, n` 1u P p0q, . . . , P pn´ 1q, P pnq

n ‚ t0, 1, . . . , nu P p0q, . . . , P pn´ 1q

...

1 ‚ t0, 1u P p0q

0 ‚ t0u
Pour chacune des assertions suivantes dire si elle est vérifiée au sujet du modèle
K décrit ci-dessus.

a) K |ùi DxP pxq ;
b) K |ùi ␣DxP pxq ;
c) K |ùi Dx␣P pxq ;

d) K |ùi Dx␣pP pxq _ ␣P pxqq ;

e) K |ùi ␣@xpP pxq _ ␣P pxqq.

Finalement, est-ce que ␣@xpP pxq _ ␣P pxqq $i Dx␣pP pxq _ ␣P pxqq ?
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Exercice 2 :
On désigne par FpLMq, FpLIq et FpLCq l’ensemble des formules prouvables sans

hypothèses en logique minimale, intuitionniste, et classique respectivement. On montre
les inclusions strictes suivantes :

FpLMq Ĺ FpLIq Ĺ FpLCq

Les inclusions non strictes FpLMq Ď FpLIq Ď FpLCq découlent de la définition de
séquent déductible et du fait que les règles de démonstration en logique minimale sont
une restriction des règles de démonstration en logique intuitionniste qui sont elles-mêmes
une restriction des règles de démonstration de la logique classique.

1. Montrer que le séquent suivant est prouvable en logique intuitionniste et n’est pas
prouvable en logique minimale.

$ pφ^␣φq Ñ ψ

2. Donner une preuve des séquents suivants en logique classique, et montrer qu’ils
ne sont pas prouvables en logique intuitionniste :

a) $ @xp␣␣P pxq Ñ P pxqq

b) $ @xppP pxq Ñ Qpxqq Ñ p␣P pxq _Qpxqqq

c) $ @x␣␣P pxq Ñ ␣␣@xP pxq
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Exercice 3 :
À chaque séquent S du système de déduction naturelle on associe un séquent S1 du

système de calcul des séquents, via : Si S est de la forme Γ $ φ, alors S1 n’est autre
que S, et si S est de la forme Γ $K, alors S1 est Γ $ .

Réciproquement, à chaque séquent T du sytème de calcul des séquents, on associe un
séquent T du système de déduction naturelle, via : Si T est de la forme Γ $ ∆ avec
∆ “ tφ0, . . . , φnu (non vide), alors T est Γ $

Žn
i“0 φi, et si T est de la forme Γ $ ,

alors T est Γ $K.
Ces associations sont naturelles au vu de l’interprétation des séquents dans chacun

des deux systèmes, elles sont réellement la traduction d’un système dans l’autre.
Dire que le système de déduction naturelle et le système de calcul des séquents sont

(sémantiquement) équivalents signifie que d’une part, si un séquent S est dérivable en
déduction naturelle, alors S1 est dérivable en calcul des séquents, et d’autre part si T
est dérivable en calcul des séquents, alors T est dérivable en déduction naturelle.

La preuve se fait par induction sur hauteur des arbres de dérivation. Cela revient à
montrer d’une part que si

S0 S1
S2

(déduction naturelle)

est une règle de la déduction naturelle, et que par hypothèse d’induction S1
0 et S1

1 sont
dérivables en calcul des séquents, alors S1

2 est dérivable en calcul des séquents :

...
S1
0

...
S1
1

...
S1
2

(calcul des séquents)

D’autre part, il faut montrer la réciproque : « toute règle du calcul des séquents est
dérivable en déduction naturelle ».

Pour des questions de temps, nous n’allons traiter que quelques cas :
1. Dans un sens, montrer que les règles d’absurdité intuitionniste et classique sui-

vantes sont dérivables en calcul des séquents.

Γ $ K
Ke

Γ $ φ
Γ,␣φ $ K

Kc
Γ $ φ

2. Dans l’autre sens, montrer que la règle de coupure (sous la forme suivante) est
dérivable en déduction naturelle. 1

Γ $ φ,ψ Γ1, φ $ ψ1

cut
Γ,Γ1 $ ψ,ψ1

1. On convient qu’au séquent Γ $ φ,φ1 du calcul des séquents correspond le séquent Γ $ φ _ φ1 de
la déduction naturelle.
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