Professeur J. Duparc Logique Mathématique 16 décembre 2024

Série n°13

Exercice 1 : Nous considérons le langage du premier ordre dont le seul symbole non
logique est un symbole de relation unaire P.

1. Considérons le modéle de Kripke de la logique intuitionniste suivant.

ge  AHabp  Pla)
Y

«@ . {a}

Pour chacune des assertions suivantes dire si elle est vérifiée au sujet du modéle
KC décrit ci-dessus.

a) al-VeP(x); e) al-—Pa);

b) ol =VYaxP(z); f) alF3Jz—P(x);

¢) B —P(b); g) BIF YzP(z);

d) A+ 3z—P(z); h) a - (=VzP(z) - Jxz—P(z));

Est-ce que K = (=VzP(z) — Jz—P(x))?

2. Nous considérons le modéle de Kripke de la logique intuitionniste K = (N, <, D,, =
{0,...,n}, k= U, en {(n, P(k)) k< n}> que 'on peut représenter comme suit.

n+1 {0,1,...,n,n+ 1} P(0),...,P(n—1),P(n)
n ‘o {0,1,...,n} P(0),...,P(n—1)
1 l (0,1} P(0)
0 . {0}

Pour chacune des assertions suivantes dire si elle est vérifiée au sujet du modéle
KC décrit ci-dessus.

a) K= JzP(x); d) K 3z—(P(z) v =P(x));
b) K | ~32P(z)
c) K dz—P(x); e) K =i —Va(P(z) v —P(z)).

Finalement, est-ce que —Vx(P(z) v —P(x)) ; 3a—(P(z) v —=P(z))?
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Exercice 2 :

On désigne par F(LM), F(LI) et F(LC) l'ensemble des formules prouvables sans
hypotheéses en logique minimale, intuitionniste, et classique respectivement. On montre
les inclusions strictes suivantes :

F(LM) < F(LI) ¢ F(LC)

Les inclusions non strictes F(LM) < F(LI) < F(LC) découlent de la définition de
séquent déductible et du fait que les régles de démonstration en logique minimale sont
une restriction des régles de démonstration en logique intuitionniste qui sont elles-mémes
une restriction des régles de démonstration de la logique classique.

1. Montrer que le séquent suivant est prouvable en logique intuitionniste et n’est pas
prouvable en logique minimale.

F(pA—p) =

2. Donner une preuve des séquents suivants en logique classique, et montrer qu’ils
ne sont pas prouvables en logique intuitionniste :

a) + Vz(——P(x) - P(z))
b) = Vz((P(z) = Q(z)) — (=P(z) v Q(x)))
¢) b+ Vz——P(z)—> ——=VzP(x)
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Exercice 3 :

A chaque séquent S du systéme de déduction naturelle on associe un séquent S’ du
systéme de calcul des séquents, via : Si S est de la forme I' - ¢, alors S’ n’est autre
que S, et si S est de la forme I' -1, alors S’ est T |-

Réciproquement, a chaque séquent 7' du sytéme de calcul des séquents, on associe un
séquent T du systéme de déduction naturelle, via : Si T est de la forme I' - A avec
A = {po,...,pn} (non vide), alors T est T' I Vi o i, et si T est de la forme I' - |
alors T est T' L.

Ces associations sont naturelles au vu de 'interprétation des séquents dans chacun
des deux systémes, elles sont réellement la traduction d’un systéme dans ’autre.

Dire que le systéme de déduction naturelle et le systéme de calcul des séquents sont
(sémantiquement) équivalents signifie que d’une part, si un séquent S est dérivable en
déduction naturelle, alors S’ est dérivable en calcul des séquents, et d’autre part si T
est dérivable en calcul des séquents, alors T est dérivable en déduction naturelle.

La preuve se fait par induction sur hauteur des arbres de dérivation. Cela revient a
montrer d’une part que si

So S1

(déduction naturelle)
Sa

est une régle de la déduction naturelle, et que par hypothése d’induction Sj) et S} sont
dérivables en calcul des séquents, alors S5 est dérivable en calcul des séquents :

So S

(calcul des séquents)

Sy

D’autre part, il faut montrer la réciproque : « toute régle du calcul des séquents est
dérivable en déduction naturelle ».

Pour des questions de temps, nous n’allons traiter que quelques cas :

1. Dans un sens, montrer que les régles d’absurdité intuitionniste et classique sui-
vantes sont dérivables en calcul des séquents.
-1 P—pr~1
- . -Le —— lc
' | )
2. Dans l'autre sens, montrer que la régle de coupure (sous la forme suivante) est
dérivable en déduction naturelle. !

L', ﬂwPWC
LY=o,

ut

1. On convient qu’au séquent I' - ¢, ¢’ du calcul des séquents correspond le séquent I' - ¢ v ¢’ de
la déduction naturelle.



