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Solutions de la série n˝9

Solution de l’exercice 1 :

1. Nous avons :

3 ` ω “ ω

ă ω ` 3

ă pω ` 3q ¨ 4 “ ω ¨ 4 ` 3

ă pω ` 3q ¨ ω “ 10 ¨ ω ¨ 7 ¨ 3 ¨ ω “ ω2

ă pω ¨ 3q ¨ pω ¨ 5q “ ω ¨ p3 ¨ ωq ¨ 5 “ ω2 ¨ 5

ă ω1.

2. Nous avons CardpNq “ Cardptp P N | p est premieruq “ CardpQ˚q “ ℵ0.
De plus CardpR5q “ CardpRq “ CardpQ ˆ Rq “ 2ℵ0 .
Nous avons pour E “ tE Ď R2 | E est une relation d’equivalenceu que
CardpEq “ CardpPpRqq “ 22

ℵ0 . En effet, d’une part nous avons que
CardpEq ď CardpPpR2qq “ CardpPpRqq “ 22

ℵ0 . D’autre part, nous avons
j : PpRq Ñ E envoyant P ÞÑ EP “ tpx, yq P R2 | x P P ^ y P P u qui est
une injection.
Nous avons aussi CardpRRq “ CardpPpRqq “ 22

ℵ0 . En effet en voyant une
fonction comme son graphe nous avons CardpRRq ď CardpPpR2qq “ 22

ℵ0 .
Par ailleurs nous avons l’injection i : PpRq Ñ RR qui envoie chaque
sous-ensemble de R sur sa fonction caractéristique. On conclut donc que
CardpR ˆ RRq “ 22

ℵ0 .

Au final, on obtient :

4

ă CardpNq “ Cardptp P N | p est premieruq “ CardpQ˚q “ ℵ0

ă CardpR5q “ CardpQ ˆ Rq “ 2ℵ0

ă tE Ď R2 | E est une relation d’equivalenceu “ CardpR ˆ RRq “ 22
ℵ0
.
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3. Nous avons

Cardpsuptω1 ` α | α ă ω17uq “ Cardpω1 ` ω17q “ ℵ1

ă Cardp
ď

nPω

ℵ2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ℵ2
looooooomooooooon

n fois

q “ ℵ2

ă Cardpℵ2 ˆ ℵ17q “ ℵ17

ă ℵω

ă ℵω1`2.

Solution de l’exercice 2 : Soient κ, λ et µ des cardinaux. On a par définition
pκλqµ “ Card

`µ
pλκq

˘

et κλ¨µ “ Card
`λˆµ

κ
˘

.
Considérons la fonction :

f : µpλκq Ñ λˆµκ

g ÞÑ fpgq,

où fpgq est la fonction définie par :

fpgq : λ ˆ µ Ñ κ

px, yq ÞÑ gpyqpxq.

Il est clair que f est bien définie. On montre encore que f est bijective.
Supposons que fpgq “ fphq avec g, h P µpλκq. Cela signifie que pour tout

px, yq P λ ˆ µ, on a fpgqpx, yq “ fphqpx, yq, et donc gpyqpxq “ hpyqpxq. Cela
implique gpyq “ hpyq, et similairement on obtient g “ h, ce qui prouve que f
est injective.

Soit h P λˆµκ, et définissons :

g : µ Ñ λκ

y ÞÑ hp¨, yq.

Alors, fpgqpx, yq “ gpyqpxq “ hpx, yq, et donc f est surjective.
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Solution de l’exercice 3 :
1. On peut prendre par exemple la fonction qui associe à chaque d “ pdnqnPN P

t0, 1uN le nombre réel ipdq P r0, 1q représenté par 0, d en base 10, i.e

ipdq “
ÿ

nPω

dn
10n

.

En effet si d et d1 sont distincts dans t0, 1uN, alors il existe N minimal
avec dN ‰ d1

N . Sans perte de généralité supposons que dN “ 0 et d1
N “ 1,

comme nous avons

1

10N
ą

1

9 ¨ 10N
“

ÿ

iąN

1

10i
ě

ÿ

iąN

di
10i

il s’ensuit que ipdq ă ipd1q.

2. Par exemple j : R Ñ PpQq définie par jpxq “ tq P Q | q ď xu.

3. Comme t0, 1uN est équipotent à PpNq – à chaque sous-ensemble de N
correspond sa fonction caractéristique – et que Q – N (voir Série 1)
et donc PpQq – PpNq, les deux points précédents nous permettent de
conclure par le théorème de Cantor-Schröder-Bernstein.

4. L’association à chaque suite P : N Ñ PpNq de parties de N de la partie
bpP q Ď N ˆ N définie par

pm,nq P bpP q si et seulement si m P P pnq

est une bijection.

5. Clairement pour tout n ě 1, nous avons une injection de R dans Rn et de
Rn dans RN. De plus comme

R – PpNq – PpN ˆ Nq – PpNqN – RN,

nous avons le résultat par le théorème de Cantor-Schröder-Bernstein (no-
tez que nous n’avons pas utilisé l’axiome du choix dans la solution de cet
exercice).
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