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Solutions de la série n˝8

Solution de l’exercice 1 : Dans ce corrigé, ă signifiera l’ordre usuel sur N.
Parmi les sept premiers points, nous ne donnons une réponse que pour deux
points, les autres étant similaires.

4. ω ` ω ` 17 ; Nous définissons l’ordre suivant sur N

i ă j ssi

$
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i, j ą 16 et i, j pairs et i ă j, ou
i, j ą 16 et i, j impairs et i ă j, ou
i, j ą 16 et i impair et j pair, ou
i, j ď 16 et i ă j, ou
i ą 16 et j ď 16.

6. ω2 ; En utilisant une bijection entre N2 et N (voir par exemple Série 1) il
suffit de définir un ordre sur N2. L’ordre lexicographique

pi, jq ă pk, lq ssi i ă k ou pi “ k et j ă lq

convient.
Pour les cinq points suivants, on utilise une autre technique.

8. Soit b11 : N ˆ t0, 1, 2, 3u Ñ N une bijection. On munit N ˆ t0, 1, 2, 3u du
bon ordre suivant (l’ordre lexicographique) :

pi, jq ă11 pk, lq ssi

#

j ă l, ou
j “ l et i ă k.

On munit alors N de l’ordre suivant :

i ă1 j ssi b´1
11 piq ă11 b´1

11 pjq.

9. Soit b21 : N ˆ t0u Y t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u ˆ t1u Ñ N une bijection. On munit
N ˆ t0u Y t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u ˆ t1u du bon ordre suivant :

pi, jq ă21 pk, lq ssi

$

’

&

’

%

j ă l, ou
j “ l “ 0 et i ă1 k, ou
j “ l “ 1 et i ă k.

On munit alors N de l’ordre suivant :

i ă2 j ssi b´1
21 piq ă21 b´1

21 pjq.
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10. Soit b31 : N3 Ñ N une bijection. On munit N3 du bon ordre suivant :

pi, j, kq ă31 pl,m, nq ssi

$

’

&

’

%

k ă n, ou
k “ n et j ă m, ou
k “ n, j “ m et i ă l.

On munit alors N de l’ordre suivant :

i ă3 j ssi b´1
31 piq ă31 b´1

31 pjq.

11. Soit b41 : Nˆ t0, 1u Ñ N une bijection. On munit Nˆ t0, 1u du bon ordre
suivant :

pi, jq ă41 pk, lq ssi

$

’

&

’

%

j ă l, ou
j “ l “ 0 et i ă3 k, ou
j “ l “ 1 et i ă2 k.

On munit alors N de l’ordre suivant :

i ă4 j ssi b´1
41 piq ă41 b´1

41 pjq.

12. Soit b51 :
Ť

nPNNn Ñ N une bijection (Série 1). On munit
Ť

nPNNn du
bon ordre suivant :

α ă51 β ssi

#

lpαq ă lpβq, ou
lpαq “ lpβq et α ă

lpαq

lex. β,

où lpαq désigne la longueur de la suite α, i.e., α P Nlpαq, et ăk
lex. désigne

l’ordre lexicographique sur Nk. On munit alors N de l’ordre suivant :

i ă5 j ssi b´1
51 piq ă51 b´1

51 pjq.

Solution de l’exercice 2 :

1. 3 ` ω “ supt3 ` n | n P ωu “ ω

2. ω ` 3 ne se simplifie pas.

3. ω`15`ω`9`3`ω “ ω`p15`ωq`p12`ωq “ ω`ω`ω “ ω ¨p1`1`1q “

ω ¨ 3.

4. ω ¨ 3 ne se simplifie pas.

5. 3 ¨ ω “ supt3 ¨ n | n P ωu “ ω.
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6. pω ¨ 3q ¨ pω ¨ 5q “ ω ¨ p3 ¨ ωq ¨ 5 “ ω2 ¨ 5.
7. ω2 ¨ ω “ ω ¨ ω ¨ ω “ ω3.
8. ω ¨ ω2 “ ω ¨ ω ¨ ω “ ω3.
9. pω ` 3q ¨ 4 “ ω ` 3 ` ω ` 3 ` ω ` 3 ` ω ` 3 “ ω ¨ 4 ` 3.

10. 4 ¨ pω ` 3q “ 4 ¨ ω ` 4 ¨ 3 “ ω ` 12

11. pω`3q¨ω “ suptpω`3q¨n | n P ωu “ suptω¨n`3 | n P ωu “ suptω¨pn`1q |

n P ωu “ ω2, où l’avant dernière égalité, à savoir
Ť

tω ¨ n ` 3 | n P ωu “
Ť

tω ¨ pn ` 1q | n P ωu, découle du fait que pour tout n P ω, d’une part
ω ¨ n ` 3 ă ω ¨ pn ` 1q et donc ω ¨ n ` 3 Ď ω ¨ pn ` 1q et d’autre part
ω ¨ pn ` 1q ă ω ¨ pn ` 1q ` 3 et donc ω ¨ pn ` 1q Ď ω ¨ pn ` 1q ` 3.

12. ω ¨ pω ` 3q “ ω ¨ ω ` ω ¨ 3 “ ω2 ` ω ¨ 3.
13. 10 ¨ ω ¨ 7 ¨ 3 ¨ ω “ ω2 par associativité de la multiplication.
14. ω3 ¨ ω2 ¨ 9 ¨ ω ` 7 ¨ ω4 ` 3 ¨ pω ` 2q “ ω6 ` ω4 ` ω ` 6.
15. 2 ¨ ω3 ¨ 3 ` ω6 ` pω ` 3q ¨ 12 “ pω3 ¨ 3 ` ω6q ` ω ¨ 12 ` 3 “ ω6 ` ω ¨ 12 ` 3.

Solution de l’exercice 3 :
1. La relation ăA‘B“ă est irréfléxive car ăA et ăB sont irréfléxives et

pour tout px, iq P pA ˆ t0uq Y pB ˆ t1uq nous avons px, iq ă px, iq ssi
i “ 0 et x ăA x, ou i “ 1 et x ăB x. La relation ă est transitive car si
px, iq ă py, jq et py, jq ă pz, kq, trois cas se présentent à nous :

— i “ k “ 0, alors nécessairement i “ j “ k “ 0 et par transitivité de
ăA nous avons x ăA z et donc px, 0q ă pz, 0q ;

— i “ k “ 1, comme ci-avant, par transitivité de ăB ;
— i ‰ k, alors nécessairement i “ 0 et k “ 1 et donc px, 0q ă pz, 1q par

définition de ă.
Finalement, soit E Ď A ‘ B non vide, deux cas se présentent :

a) si E X A ˆ t0u ‰ H, alors ta P A | pa, 0q P Eu admet un élément
minimal a0 pour ăA et pa0, 0q est un élément minimal de E pour ă.

b) si E Ď B ˆ t1u, alors tb P B | pb, 1q P Eu admet un élément minimal
b0 pour ăB et pb0, 1q est un élément minimal de E pour ă.

La fonction f :
`

ppAˆ t0uq Y pBˆ t1uqq ˆ t0u
˘

Y pC ˆ t1uq Ñ pAˆ t0uq Y
``

pB ˆ t0uq Y pC ˆ t1uq
˘

ˆ t1u
˘

définie par

ppa, 0q, 0q ÞÝÑ pa, 0q

ppb, 1q, 0q ÞÝÑ ppb, 0q, 1q

pc, 1q ÞÝÑ ppc, 1q, 1q,
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est un isomorphisme de bons ordres.

2. Nous définissons le produit A b B de A et B comme l’ensemble A ˆ B
muni de la relation

pa, bq ăAbB pa1, b1q ssi

#

b ăB b1, ou
b “ b1 et a ăA a1

Montrer que A b B est un bon ordre. Donner un isomorphisme entre
A b pB ‘ Cq et pA b Bq ‘ pA b Cq.
La vérification du fait que ăAbB est un ordre strict est routinière. Nous
montrons que tout sous-ensemble non vide admet un élément minimal.
Soit E Ď AˆB non vide. Considérons l’image de E par projection sur B,
i.e. l’ensemble EB “ tb P B | il existe a P A pa, bq P Eu. Comme B est un
bon ordre, EB, qui est non vide, admet un élément minimal b0 pour ăB.
Puisque A est un bon ordre, l’ensemble ta P A | pa, b0q P Eu qui est non
vide admet un élément minimal a0. Il reste à argumenter que le couple
pa0, b0q est un élément minimal de E.
La fonction f : Aˆ

`

pBˆt0uqYpCˆt1uq
˘

Ñ pAˆBˆt0uqYpAˆCˆt1uq

définie par

pa, pb, 0qq ÞÝÑ ppa, bq, 0q

pa, pc, 1qq ÞÝÑ ppa, cq, 1q

est un isomorphisme de bons ordres.

3. Comme au point précédent, la vérification de l’irréflexivité et de la tran-
sitivité de la relation ăS est routinière. Pour voir que tout sous-ensemble
non vide E de S admet un élément minimal, observons que l’élément
ăA-minimal a0 de l’ensemble non vide ta P A | Db P Ba pb, aq P Eu et
l’élément ăBa-minimal b0 de l’ensemble non vide tb P Ba | pb, a0qu forment
un couple pb0, a0q qui est ăS-minimal pour E.
La fonction identité de B ˆ A “

Ť

aPAB ˆ tau est un isomorphisme de
bons ordres.
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