EPFL - automne 2024
ANALYSE FONCTIONNELLE 1 Exercices
Série 1 12 septembre 2024

Notation: N ={1,2,3,4,...}.

1. Soit une limite de Banach F': [ — R. Par définition d’une limite de Banach, F' est linéaire,
liminf, o 2, < F(z) <limsup,,_,. o, et F(z) = F(Sx) pour tout x = (x1,2s,...) € Iy,

ou Sx = (wg,x3,...).
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Montrer que, pour tout z € I3°, F(z) < inf limsup z Z Tjtn, , o l'infimum est pris sur k € N
Jj—o0 i—1

et tous les choix d’entiers ny,...,ny € N .
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En déduire que F(z) > sup hjni g}lf z ; Tjin,

2. Soit un espace métrique (M, d).

Un sous-ensemble F' C M est dit fermé si M\ F est ouvert, et il est dit séquentiellement fermé
si toute suite (a,) C F' qui converge dans M a sa limite dans F.

Prouver que F' est séquentiellement fermé ssi il est fermé.
3. Soit un espace métrique (M, d) et un sous-ensemble non vide A C M. La restriction de d a

A x A, notée da = d|axa , est une distance sur A. On dit que I'espace métrique (A, d,) est
un sous-espace métrique de (M, d).

i) Si (A,d4) est complet, prouver que A est fermé.
ii) Si (M, d) est complet et A est fermé, prouver que (A, d,) est complet.
4. Soit un espace métrique (X, d). Une application f : X — R est dite bornée si f(X) est un
sous-ensemble borné de R. On note par B(X, R) I’ensemble des applications bornées f : X — R
et on définit p(f, g) = sup{|f(z) — g(z)| : v € X} pour f,g € B(X,R).
(a) Montrer que (B(X,R), p) est un espace métrique.

(b) Soit une suite de Cauchy {f,},>1 dans B(X,R). Montrer qu’il existe une fonction f :
X — R telle que
Vee X lim f,(x)= f(z).
n—o0

Montrer ensuite que lim,, o sup{|f.(z) — f(z)| : v € X} = 0. En déduire que f est bornée
et que f, — f dans (B(X,R), p).

Indication: vous pouvez utiliser sans preuve la complétude de la droite euclidienne.

(c) Soit xy € X fixé. Pour a € X, on définit 'application ¢, : X — R par
¢o(x) = d(x,a) — d(x, z0).
Montrer que ¢, € B(X,R) et que

Vae X Vbe X p(pa, dp) = d(a,b).

Indication: |d(u,v) — d(u,w)| < d(v,w) pour tous u,v,w € X.



