EPFL - automne 2024
ANALYSE FONCTIONNELLE 1 Exercices
Série 13 12 décembre 2024

1. Soient a < b et X = C([a,b],F) muni de la norme || - ||o. Pour g € C([a,b],F), montrer que
¢q : X — F définie par

bo(f) = / F(s)g(s)ds

appartient a X* et que ||¢4|| = fab lg(s)|ds.

2. Soit X = C([—m,7],R) muni de la norme || - ||. La n-iéme somme partielle de la série de
Fourier de f € X est donnée par
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Soit ¢,,(f) € R, la n-ietme somme partielle évaluée en 7 = 0:
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Montrer que ¢, € X* pour tout n € N et que sup,,cy ||¢n|| = co. En déduire que la série de
Fourier d'une fonction continue f : [—m, 7] — R ne converge pas nécessairement en 7 = 0.
Indications: exercice 1 et
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3. Soient des evn X et Y sur F, et un opérateur linéaire borné 7' € L(X,Y). L’opérateur dual
T :Y* — X* est défini par T'g = g o T pour tout g € Y*.

Prouver que 7" € L(Y™*, X*) et ||T"||zcv+x+) = ||T||c(x,v) -

4. Soient des espaces hilbertiens (X, < -,- >x) et (Y,< -+ >y) sur F, et un opérateur linéaire
borné T' € L(X,Y). Pour y € Y, Papplication linéaire + —< Tx,y >y est bornée (z € X). Le
théoreme de représentation de Riesz (série 10, exercice 3) assure qu’il existe un unique a € X
tel que

Vee X <Tx,y>y=<ux,a>x .

En posant Ty := a, on a ainsi défini une application 7" : Y — X telle que
Vee XVyeY <Tx,y>=<uzTy>x
et, pour tousa € X et y €Y,

(VIGX <Tx,y>=<uz,a >X) =a="T".

Prouver que T* € L(Y, X) et ||T*||zvx) = [|T]|cx.y) -

Terminologie: T™ est 'opérateur adjoint de T'.



5. Soit une énumération de Q: Q = {qx : k¥ € N}. Prouver que I'ensemble
E = Maen Uken g — 275 gy + 27|

est de mesure de Lebesgue nulle, mais qu’il est dense et qu’il n’est pas maigre.



