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1. Si A =0, le résultat est évident. Supposons donc que ||A|| > 0. D’abord, si Az = Az pour un

4.

certain x # 0, alors || = AﬁxH < supy, <1 |[Az]| = [|A]l.

D’autre part, par le paragraphe IV.6, ||A|| ou —||A|| est une valeur propre de A. Ceci montre
bien que ||A]| = max{|A| : A est une valeur propre de A}.

Pour n € N, [|A"]| = ||Ao...0 A|| < ||A]|" par le paragraphe II.6(c). Il reste a montrer que
[|A™| > ||A||™. Soit x € X\{0} tel que Az = +£||Al|zx (cf IV.6). Alors

A = A" (Ag) = AV (]| Allw) = £ A4 (Az) = £ A A" (]| Alle) = (]|l A"
= ... = (&]||A]) .
Dot [|A"]] = supyeq |47z = | A" iy | = 114l

1

On constate d’abord que

<Tgn>= Z {Z Ak,lfz}m = Zfl{z )\z,wk} =<, Tn >,

keN \ leN leN keN

et on se souvient ensuite que 7' est compact (voir I'exercice 3 de la série 6). Si T =0, T n’a
aucune valeur propre non nulle. Si ||T'|| > 0, on peut appliquer le théoreme IV.7.

Supposons que, pour tout z € X, z = lim, oo > ;_, < Z, € > e;. Vérifions que, pour tout z,
ce développement est unique: si x = lim,, o Z?:1 aj;e; pour une certaine suite {a;};>; C F,
alors
n n
<z, e, >= lim g a; < ej,ep >= lim E ;0K =
n—oo n—oo

7j=1 7j=1

et donc le développement est unique. Ainsi {e,},>; est bien une base de Schauder.

(a) Posons ay =< x, e, >. L’inégalité de Bessel donne Y ,_, |ox|* < ||z||* pour tout n € N
et donc 07 |og|* < [|z]|*. Soit € > 0 et choisissons N € N tel que > 77 v |og|* < €.
Pour tous m > n > N, on obtient alors

m n m m
1D Jawer =Y anelP =11 D agerlP = > Jau” < €
k=1 k=1

k=n+1 k=n+1

(b) Supposons que {e, }n>1 est telle que, pour tout z € X, = lim, 00 > 1y < T,€5 > €.
Clairement si z € X est tel que < x, e, >= 0 pour tout k € N, alors

n n
r = lim E <z, ep > e = lim 5 0-e,=0.

Ceci prouve que {e; : k € N}t := {2 € X :< x,e; >= 0 pour tout k € N} = {0}.

(c) Supposons maintenant que X est un espace hilbertien et que {e,},>1 est une suite or-
thonormée telle que {e, : n € N}+ = {0}. Pour z € X fixé, la partie (a) affirme que
la suite {> 7, < x,er > ex}n>1 est de Cauchy et donc converge vers un certain y € X,
puisque X est supposé hilbertien. Or, pour tout m € N,

n—oo

n
lim Z<x,ek >< ek,em>}— <X,y >S=<T,6, > — < T,6, >=0.
k=1

<Y—T, ey >= {
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Doty—x€{en:meNHF={0}et 2 =y=1lim, 00y ) < T, € > e

Soit un ensemle D dénombrable et dense dans X. Enumérons les éléments de D:
D = {u, : n € N}. Définissons inductivement la suite {w,,},>1. Posons d’abord w; = 0 si

up = 0 et wy = |Juy|| "ty si uy # 0. Par induction, posons w11 = 0 si u, 11 € span{wy, ..., w,}
et
n -1 n
Wnt1 = ||Un+1 — Z < Upt1, Wk > W (un+1 - Z < Up+1, W > wk)
k=1 k=1
sinon. Ce procédé de Gram-Schmidt donne une suite {w,},>1 telle que span{wy,...,w,} =
span{uy, ..., u,}, ||w,|| € {0,1} et < wy,, w,, >= 0 pour tout n € N et tout m < n (preuve

par induction sur n). De plus

span{w,, : n € N} = span{u, : n € N} D {u, : n € N} = X.

La sous-suite {wy, }x>1 de {wy}n>1 provenant par extraction de tous les éléments non nuls est
donc une suite orthonormée totale.

On s’inspire du corrigé de I'exercice 5 de la série 2. Pour tous s; # sy dans R,

lew —ewll? = D (en(t) = ew() = (s (51) = €ss(51))* + (€51 (52) — €na(52))* = 2.

te{s1,s2}

Soit un sous-ensemble D dense dans X. Alors, pour tout s € R, DN B(e,, 1/4) # () et on peut
donc y choisir un certain ds. Comme B(e,,,1/4) N B(es,, 1/4) = ) pour tous s; # sy dans R,
nous en déduisons que dy, # d, et donc que D n’est pas dénombrable (car R ne I'est pas).

Remarque: {es: s € R} est une base orthonormée de (X, < -,- >) (voir le §4.9 du cours), mais
qui n’est pas dénombrable. Comme (X, < -,- >) n’est pas séparable, il n’admet pas de base de
Schauder (cf I'exercice 6 de la série 2) et donc pas de suite orthonormée totale (cf 1'exercice 3
de cette série).

a) Définissons & par & = 0si ap = 0 et & = <& si o . Clairement (&) € e

Défini p 0 si 0 et ol g 0. Clai t [ et
Yoy oule = > p_; |ak|. Comme par hypothese la limite lim,, o Y, iy existe dans
IF, on obtient que (ay) € I'.

(b) Supposons par contradiction que (ay) € I°°. 11 existe une sous-suite (o) telle que |ay, | >

4% pour tout 5 € N. Soit §e, = JSS;' et & = 0 si k n'est pas de la forme k = k;.
'j

Comme 377 [&] = D77, ]% < 00, on en déduit que £ € I'. D’autre part > o axpéy >

Z;’;lj2ji2 = +4o00. Donc lim, ZZ:l arpér n'existe pas dans F. Contradiction avec

I’hypothese de la donnée.



