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1. Soit v € I' et définissons T € ¢ par (Ta) = 7o, iy pour tout € € ¢. Clairement Ta :
co — F est une fonctionnelle linéaire. Elle est bornée car [(Ta)§| < D77, || < [lalf1l€]]eo
pour tout § € cp. Cette inégalité montre aussi que sa norme vérifie ||Ta||.s < |||, Clairement
T : ' — ¢} est linéaire. Vérifions l'injectivité de T. Si a # & dans [', alors il existe k € N tel
que oy # ay et donc (T'a)ey, # (Ta)ey et ainsi Ta # T'a, ol e = (Jgn)n>1 € Co-

Réciproquement, soit f € ¢ et définissons a = (ay) C F par a = f(ex). Montrons que a € I,
|ev|[1 < [|f]es et Tov = f. Soit la suite £ C F définie par

(n) 0siar=0o0uk >n,
S = Lol g
k a—:&ak;&Oetkgn.

Nous obtenons alors

Sl = 3 Bipen - e <1
k=1

1<k<n, aip#0

€l < If

* *
0) €

En laissant n — oo, on en déduit que a € I' et [Jafly < || f][e:-

Observons que, pour tout £ € ¢y (¢ est important),
n
dim 1§ — ;fkek”oo = Jl_{gloigg €l =0

et donc lim,,_,o ZZZl e = € dans [°°. Comme f : ¢y — F est continue, nous obtenons pour
tout € € ¢y

F& = f(lim Y &er) = lim » & f(er) = lim Y ande = (Ta)é.
k=1 k=1 k=1
D’ou Ta = f.

2. (a) L’identité “du parallélogramme”

[1(¥n = 20) + (ym — 20)|I* + [[(yn — 20) = (Y — 20)|I* = 2|y — 2oll* + 2|y — o[,

se montre en utilisant le produit scalaire, en le développant et en simplifiant. On a donc
[y =ym!* = 2l1yn =0l *+ 21 [ym — 20| I — 4|20 = (Yo +ym) /2I1* < 2]y —20l[* +2||ym — 0| |* — 4d

car (Yn + Ym)/2 € M. On en déduit facilement que {y,} est une suite de Cauchy, qui converge
donc vers un certain yo € M puisque H est complet et M est fermé. Par continuité de la
norme, [z — gol| = d.

(b) Vérifions que yq est uniquement déterminé. Supposons que gy € M vérifie aussi ||zo— Jo|| =
d. Alors

[150—y0l* = 2[|5o—o| I*+2[[yo— 0| *~4l|z0 — (Go+y0) /2[1* < 2||Fo—ol[*+2|lyo—z0l[*~4d* = 0

et donc 4y = yo.



(c) Pour v € M tel que ||v]| = 1, posons s =< xy — yp,v >. On obtient

d* — |[zo — yo — sv|[* = d® — [Jzo — yol[* — [|sv]*+ < 20 — yo, 5 > + < sv,20 — Yo >

= & — & — |sP||v])> +3 < 20— Yo, v > +5 < v, 79 — Yo >= | < 19 — Yo, v > |?
si F =R, on peut omettre = ).
( ,onp

Or ||zg —yo — sv|| > d car yg+sv € M. Dot 0 > | < 29 — yo,v > |? et < w9 — yo,v >= 0.

Plus généralement, si ||v|| > 0, on applique ce qui précede au vecteur ||v||~ v:
< o — Yo, |[v]]7'v >= 0 et donc < xg — yo,v >= 0. Si v =0, le résultat est évident.

. Nous utilisons || - || pour la norme dans H et || - ||g+ pour la norme dans H*. Si f = 0, alors
on peut choisir a = 0 et il n’y a pas d’autre choix possible. De plus ||a||g = 0 = || f]

H*-

Supposons maintenant que f € H*\{0}. Remarquons que N(f) est fermé, car f est continue,
et que N(f) # H car f # 0. Choisissons g € H\N(f) tel que f(zg) = 1 et appliquons
I'exercice précédent a xg et a M = N(f). Soit donc yg € N(f) donné par I'exercice précédent
et posons

a = ||zo — yol | *(z0 — vo)-

L’exercice précédent nous assure que < v,zo — 3o >= 0 pour tout v € N(f). D’autre part,
pour tout = € H, x — f(z)(xo — yo) € N(f) et donc

0=<z— f(z)(xo —W),a >=<x,a > —f(x) < 29— Yo,a >=<z,0 > —f(x).

Ceci prouve que f(x) =< x,a > pour tout z € H.

Unicité: si a vérifie aussi f(x) =< z,a > pour tout « € H, alors
lla—d|*>=<a—a,a>—<a—aa>=fla—a)— fla—a)=0

et donc a = a.

< z,a> | <||z||||a]| pour tout x € H et ainsi || f|
al| et donc |lal| <|f|

On a encore | f(z)| = - < ||a||. Finalement

llal* = f(a) < [|/]

H* H*-

. Le théoreme de représentation de Riesz affirme qu’a tout f € H* correspond exactement un
vecteur a € H tel que f(x) =< z,a > pour tout « € H. De plus ||a||g = || f||z+ D’autre part,
pour tout a € H, la fonctionnelle linéaire * —< x,a >€ R est dans H*. En conséquence, H et
H* sont congruents, une congruence étant donnée par H > a —+< -,a >€ H*.

Remarque. Si F = C et H # {0}, I'application H 5 a —< -,a >€ H* n’est pas linéaire.

. Pour n > 1, posons

1 si2P71 <n < 2P et p—1 est un multiple de 4,
si 271 <n < 2P et p — 2 est un multiple de 4,

TN S1 sil<n< et p — 3 est un multiple de 4,
0 si 2P71 <n < 2P et p est un multiple de 4,
autrement dit,
zx=(1,00,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,...).
v v A ~~ o \a ~~ >
p=l  p=2 p=3 p=4



Sip—1 2> 0 est un mutiple de 4, alors

2r—1 =21 or—1_1 2r—1 1
_ p—2 p—1 _ “op
Zxk—Zxk+Zo+Z1> —2P 0427 = 22
k=1 k=2r—2 k=2p—1
t12>18' 3> 0 est tiple de 4
—.D1lp— n muti
2p_1_37k—4 D > 0estu utiple de 4,
2P — 2r—2_1 2r—1_1 2P —1 1
-2 -1+
Z met Y 04 Y (1) <20 —2rt = 2
k= k=2r—2 k=2pr—1
P 1
et 5T ;xk < 1 D’ou p(x) € [1/4,1] et
(—z) =i 1n( ) = —1li fz e [1/4,1].
—x) = lmsup — —2;) = — liminf — T
p n_mpnk:1 k ot k

Ainsi p(z) +p(—x) > 5 # 0= p(z + (—)).

. Soit € I donnée par x, = (—1)" pour n € N. Alors y := Sz = (z9,x3,...) est la suite
définie par y, = (=1)"™! pour n € N et donc F(y) = F(Sz) = F(z). Comme y = —u,
on a aussi F'(y) = —F(z) et ainsi F'(z) = 0. Si (z,,) est une sous-suite convergente, alors

nécessairement qu’elle est constante a partir d'un certain indice. Si cette constante est 1, alors
F((2n, )ken) = limg_yoo p, = 1 # 0 = F(x) et, si cette constante est —1, alors F/((z,, )ken) =
limy oo T, = —1 # 0= F(x).



