
Biais et variance : exemple

Exemple Soient X1, . . . , Xn
iid∼ N (µ, σ2), µ̂ = X n, et σ̂2

n = n−1∑n
i=1(Xi − X n)2. On

admet que varµ,σ2 (
∑n

i=1(Xi − X n)2) = 2σ4(n − 1). Trouver le biais et la variance de µ̂.
Trouver les valeurs de a qui minimisent le biais, la variance, et la EQM, pour σ̂a := aσ̂2

n.

Solution (début) : On a X n ∼ N (µ, σ2/n) donc Eµ,σ2 [X ] = µ et
varµ,σ2 (Xn) = σ2

n = EQMµ,σ2 (Xn) (µ̂ non-biaisé).

Pour σ̂2
n on utilise la formule alternative σ̂2

n =
∑n

i=1 X 2
i /n − X 2

n. On a
Eµ,σ2 [X 2

1 ] = (Eµ,σ2 [X1])2 + varµ,σ2 [X1] = µ2 + σ2 et de manière similaire
Eµ,σ2 [X 2

n] = (Eµ,σ2 [X n])2 + varµ,σ2 [X n] = µ2 + σ2/n. Donc

Eµ,σ2 [σ̂2] = Eµ,σ2 [X 2
1 ] − Eµ,σ2 [X 2

n] = µ2 + σ2 − (µ2 − σ2/n) = σ2(1 − 1
n ).

Ainsi
bµ,σ2 [aσ̂2] = aEµ,σ2 [σ̂2] − σ2 = σ2(a − a

n − 1)
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