GC — PROBABILITES ET STATISTIQUE
CORRIGES EXAMEN BLANC 1

Exercice 1 (a) L’ordre des livres n’est pas important, seulement quels livres sont lus. Il s’agit
donc d’une combinaison de huit livres parmi cinq :

8\ 8! _8><7><6_
5) 5lx (8—5)! 3x2x1

(b) En supposant que toutes les pieces de 5-franc sont similaires, toutes les pieces de 2-franc
sont similaires, et toutes les pieces de 1-franc sont similaires, nous comptons le nombre de
permutations avec éléments similaires :

9!
4!><3!><2!:

(¢) I 'y a 3 sceurs et 8 autre filles, pour un total de 11 filles. Le nombre d’arrangements de
ces 11 filles d’une maniere circulaire = (11 — 1)! = 10!. Pour voir cela, on fixe la place de la
premiere personne. Alors, il y en a 10! arrangements pour les 10 personnes restantes. Puisque
les gens forment un cercle, le nombre de d’arrangements possibles ne dépendent pas de la place
de la premiere personne.

Maintenant, les trois sceurs peuvent s’arranger en 3! fagons. Par le principe fondamental de
dénombrement, le nombre de fagons pour que 3 sceurs se réunissent toujours dans I’arrangement
= 8!'x 3.

Par conséquent, le nombre de fagons dont 'arrangement peut avoir lieu si les 3 sceurs ne
sont PAS toutes assises ensemble est :

10! — (8! x 3!) = 3,628,800 — (40,320 x 6) = 3,628,800 — 241,920 =| 3,380,830 |

Exercice 2 (a) Soit H ‘haute qualité’ et W ‘machine fonctionne’.

P(H) = P(H | W)P(W)+ P(H | pas W)P(pas W) =| 0.5x 09+ (1/4) x 0.1 |

P(H |W)P(W) _ 0.5 x 0.9

(b) P(W [ H) = P(H) T 05x0.94(1/4) x 0.1

(c) Soit M ‘qualité médiocre’. En conditionant sur 1’état de la machine est fonctionnant, le
nombre d’objets de haute qualité suit une loi binomiale (n = 5, p = 0.5) [+ vérifier les 4 conditions
binomiales|. Alors, selon la Formule de Bayes :

P(AH, 1M | W)P(W)

P 4H 1M) =
(WAHAM) = 5 TN [ W) P(W) + PIAH, 1M | not W)P(not W)

5(1/2)° x 0.9
5(1/2)5 x 0.9+ 5(1/4)*(1 — 1/4) x 0.1
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Exercice 3 (a) / fxy(z,y)dyder =1 = / / (x+yH) dyde =1/c;
=0 Jy=0 =0 Jy=0
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xy—l—%
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y=0

1

] dx:>/i (x+1/3)dx = 2*/2+z/3

1

5/6 = | ¢=6/5

=0

1

6 6 6
(b) fX(;p):/ g(x+y2)dy:g (xy+y3/3) = —(z+1/3), 0 <z <1 (=0 sinon)
y=0 y=0 0
L6 6 ' 6
Fw= [ Sertie=2 @pent) | = | L2400 05y<1 (= 0sion)
z=0 =0

(¢) Non, parce que la densité conjointe ne se factorise pas ( Théoreme de Factorisation ) :

Frx(e) = 2+ y) [ £ ] gl +1/3)- 5 (1/2+ ) = fx(@)frly).
1 1 1
(d) E[X] = /x:o zfx(x)dv = /x:o (@ +a/3)dv = Z(a*/3 + 2° [6) = g : % = g
1 1 1
13 /3\° 11
En utilisant la Formule Alternative : = Var(X) = E[X?]—(E[X])* = 30 (5) = 150
_ fxy(zy) 2z +y?) (z +9°) 0w
(e) fxy(z|y) @) 2?1/2 ) m, 0<x<1, 0<y<1; =0 sinon
1 [Pyl Pe+ ()P, a2 )|V
0P <gly=g= [ Bty dx—/xzo F g (5*1) -
41 [
~ 34 | 3

Exercice 4 (a) L(0) = Hea:?_l
i=1

()

(b) Opay - L =nlogh x (9—1)210g){i; deo)

do

i=1

é . n
ST s,

n n
Zg—i—zlogXi:O =




Vérifier max :

d20(0)  du(o)
T

do? 62

g—f—;log)ﬁ] :—;—2<0, carn > 0,0 > 0, donc;—2>0 — _ﬁ<07

alors U'extremum (fp,y) est un maximum.

—d?0(0
(c) J(0) = W() = % (d’apres la vérification de maximum, partie (b))

(d [A_noter : le probléme n’exige pas une évaluation du biais.]

On sait qu’asymptotiquement 'EMV est non biaisé, mais si la taille de ’échantillon est finie
(petite), il faut vérifier si 'EMYV est biaisé ou pas.

X . . n
b(0pnv) = Elfpuv] =0 Elfpuv] = E [_Z—M-;X}

. 1 1 g 01
Considérons le cas n = 1; si Ogpv est non biaisé, alors on a que F [1 X] = / a dr =10,
0g 0

0—1
de = 1.

1
et donc il nous reste a vérifier si
o logz

Cette intégrale est difficile a évaluer directement, mais est suffisament compliqué qu’on peut
dire que ce n’est pas le cas qu’elle égale a 1. Donc oui, 0y est biaisé.

(e) En supposant que n = 9 est ‘suffisament grande’, un IC approximatif a 95% pour 6 est (ok

si 2 au lieu de 1.96) : Ogary +1.96/1/ J(Opary)

4196 v/

— 0 +1.96/\/02/n — ————
EMV / / n 21:1 log X,

i log X;
i=1

Z log X; =loge ™ +loge > +loge™* +1loge ™ +loge ' +loge ™ +loge ™ +loge ™ +loge™
i=1

=)+ (2)+(4)+2) + 1)+ (-3) + (-3) + (-1) + (-1) = -18;

alors 'IC est 9/18 £2 x v/9/18 = | 1/24+1/3




