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Exercice 1. [Probléme des moments| Soit X une variable aléatoire normale standard. Prouver que W = exp(X)
admet des moments de tout ordre et les calculer. Maintenant, pour a > 0 considérons une variable aléatoire
discréte Y, avec support
Se = {ae™ :m e Z}
et définie par
1
P(Y, = ae™) = Z—a~™e"™/2 pour tout m € Z,
< 1) . -m 7m2/2

ot lonapost Z =3 _,a e (
ordre et que de plus pour tout n € N, E {W"} = E[exp(Xn)] =K [Ya"}.

pourquoi Z est-elle finie 7). Montrer que Y, admet des moments de tout

Exercice 2. Considérons la variable aléatoire log-normale, i.e. Z = exp(X) ou X est une gaussienne standard.
Prouvez qu’il n’existe aucun intervalle ouvert autour de 0 tel que Mz(t) existe dans cet intervalle, ou l'on

rappelle que My(t) = E[exp(tZ)].

Exercice 3. Montrez que X est un vecteur gaussien de moyenne Ji et de covariance C si et seulement si
M(t) = exp((t, ) + (¢, C?)). En déduire que :
— Si X est une gaussienne standard sur R"”, alors il en est de méme pour OX, ou O est une matrice
orthogonale n x n.

— Le vecteur gaussien de moyenne fi et de covariance C' sur R™ peut étre écrit comme AY 4z, ot Y est une
gaussienne standard sur R" et C' = AAT (vous pouvez supposer qu'une telle matrice A existe, mais vous
lavez vu en algebre linéaire!).

Exercice 4. Soient Ey, Es, ... des événements définis sur le méme espace de probabilités (2, F,P). Prouvez
que :

— Tensemble {w € Q : w € E; pour un certain 7} est mesurable et égal a | J,,~ En ;

— Tensemble {w € Q : w € E; pour une infinité de i} est mesurable et donné par (), -, U E,;

n>m

— l'ensemble {w € 2 : w € E; sauf pour un nombre fini de i} est donné par 51 N,>m, En-

Réexprimez ces événements en utilisant les fonctions indicatrices 1, .

Exercice 5. Soient Ey, Fs, ... des événements indépendants de probabilité p;. Montrez que P(|J,~, E;) = 1 si
et seulement si I ; (1 — p;) — 0 lorsque n — . B

Exercice 6. [Borel-Cantelli IT]

Soit Eq, Es, ... une suite d’événements indépendants définis sur un méme espace de probabilité (2, F,P).
Supposons que ) -, P(E,) = co. Prouvez que presque stirement une infinité d’événements E; se réalisent,
c’est-a-dire que

P ﬂ UEn =1.
m>1n>m

Trouvez un contre-exemple dans le cas ol les événements ne sont pas indépendants.



0.1 * Pour le plaisir (non-examinable)

Exercice 7. [x Loi du 0 — 1 de Kolmogorov| Soient X7, Xs,... des variables aléatoires indépendantes définies
sur un méme espace de probabilités. Supposons que E soit un événement appartenant a la tribu asymptotique
0o. Prouver qu’alors P(E) € {0,1}. Ici la tribu asymptotique est définie par oo == (,;; 0(Xn, Xnt1,...).

Considérons maintenant X1, Xo,... une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {1, —1}
et définies sur un méme espace de probabilités (2, F,P). Considérons les sommes S,, = > ., X;. Montrez que
I'ensemble E,. := {w : pour un certain i € Z, Sy, (w) = 4 pour une infinité de n} est un événement sur (2, F,P).
Montrez que sa probabilité est soit 0 soit 1. Que se passe-t-il si nous considérons a la place Fy = {5, =
0 pour une infinité de n} ?



	 Pour le plaisir (non-examinable) 

