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Exercice 1. Montrez que 'espérance d’une variable aléatoire Binomiale Bin(n,p) est égale & np. Montrez
également qu’une variable aléatoire géométrique de parameétre 0 < p < 1 est intégrable et que son espérance est
égale a 1/p.

Exercice 2. L’espérance est seulement un parameétre d’une variable aléatoire. Ainsi I’on ne peut pas tirer trop
de conclusions sur une variable aléatoire juste & partir de la connaissance de celle-ci comme nous I’allons montrer
ci-dessous. En considérant des variables aléatoires discrétes :

— Trouvez une variable aléatoire intégrable X telle que E(X) = 0, mais P(X =0) =0;

— Trouvez une variable aléatoire intégrable X telle que E(X) = 1, mais P(X = 0) > 0.9999;

— De méme, trouvez une variable aléatoire positive telle que E(X) < 0.0001, mais telle que X puisse prendre

des valeurs arbitrairement grandes;
— Trouvez une variable aléatoire intégrable telle que E(X) = 1, mais avec P(X < 0) > P(X > 0);

— Démontrez que pour toute variable aléatoire discréte positive X, si E(X) = 0, alors P(X = 0) = 1.

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire discréte intégrable avec support S. On suppose également que X2
est intégrable. Montrez que ¢ = E(X) minimise I'expression g(c) := >, s(z — ¢)?’P(X = z).

De plus, montrez & partir de la définition de Pespérance que la valeur de g(E(X)) peut s’écrire E((X —E(X))?).
Ceci est appelé la variance de X.

Exercice 4. [Propriétés de base de l’espérance| Le reste de la Proposition 4.4. Soient X,Y deux variables
aléatoires discrétes intégrables. Alors l'espérance satisfait les propriétés suivantes :
— Pour tout A € R, E(AX) = AE(X);
— si X >0 (ie. P(X >0)=1), alors E(X) > 0;
—si X >Y (ie. P(X > Y) = 1), alors E(X) > E(Y). En déduire que si P(c < X < () = 1, alors
c<E(X)<C;
— ona B(X]) > [E(X)].

Exercice 5. [Statistiques d’ordre|] Soit X = (X7,...,X,,) un vecteur aléatoire de variables aléatoires i.i.d.
définies sur un espace de probabilitée (Q, F,P). Pour chaque j = 1...n, soit XU) le j-éme plus grand parmi
Xi,..., X, . En particulier X" = max;<;<, X; et X = min;<;<,, X;. Montrez que X, = (XM, ..., X))
est également un vecteur aléatoire. De plus, montrez que :

— La fonction de répartition de X est donnée par (Fx, (z))";
n

— La fonction de répartition de X est donnée par 1 — (1 — Fx, (x))".

Exercice 6. Soit X = (X1, X3) un vecteur gaussien de moyenne 7 et matrice de covariance C, i.e. de densité
jointe
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Montrez que si Y = (Y1,Y>) est un vecteur gaussien standard de moyenne 0 et matrice de covariance égale a
la matrice identité, alors on peut toujours trouver une matrice 2 X 2 A et un vecteur bidimensionnel b tels que
X = (X1, X2) ait la méme loi que AY + b.

ff(xlaxz) =

1. Seule la valeur des variables et non pas leur indice compte : si plusieurs X; sont égaux, par exemple X; = X2 et X2 > X,
pour 3 < k < n, on peut de maniére équivalente poser X(1) = X; ou XM = Xj.



0.1 * Pour le plaisir (non-examinable)

Exercice 7. [x Variable aléatoire continue sans densité] Rappelez-vous de I’ensemble de Cantor issu des espaces
topologiques et métriques : on commence par l'intervalle unité, puis on enléve le tiers central (1/3,2/3), i.e.
on définit C; = [0,1/3] U [2/3,1]. A I'étape suivante, on enléve le tiers central de [0,1/3] et [2/3,1] pour
obtenir Cy = [0,1/9]U[2/9,3/9]U[6/9,7/9]U[8/9,1]. On continue indéfiniment. L ensemble résultant est appelé
I’ensemble de Cantor et peut étre vu comme une intersection des ensembles fermés C; obtenus & chaque étape.

— Désignez par (C; j)1<j<oi les 2" intervalles disjoints formant 'ensemble C;. En utilisant le théoréme d’ex-

tension de Carathéodory, ou autre, montrez qu’il existe une unique variable aléatoire X & valeurs dans
([0, 1], Fio,17) telle que pour tout i > 0, et tout 1 < j < 2%, on ait P(X € C; ;) =27".

— Montrez que X¢ est une variable aléatoire continue.

— Montrez que X¢ n’admet pas de fonction de densité. [Indice : vous pouvez supposer que si X admet une
densité, alors pour tout z et tout e suffisamment petit, on doit avoir P(X € [z,2 + ¢]) < De pour un
certain D qui peut dépendre de z].
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