=PrL

Algébre linéaire avancée 1 pour physiciens

Marc Troyanov

Version du 1er février 2023).
(© marc.troyanov, EPFL)



Table des matiéres

1 Rudiments de logique formelle

1.1 De quoi parle-t-on en logique? . . . . . . . ...
1.2 La notion de proposition . . . . . . . . . ...
1.3 Connecteurs logiques . . . . . . . . . L
1.4 Formules logiques . . . . . . . . . .
1.5 Tautologies et contradictions . . . . . . . . . . ... ... .. ..
1.6 Formules équivalentes . . . . . . . . . . . ...
1.7 Prédicats et quantificateurs . . . . . ... L

Notions sur les ensembles

2.1 Qu’est-ce qu’'un ensemble? . . . . ...
2.2 Opérations sur lesensembles . . . . . . . . . . . ... L
2.3 Produit cartésien de deux ensembles . . . . . . ... ...
2.4 Relations . . . . . . ..
2.5 Applications . . . . . ...
2.6 Images directe et inverse d’un sous-ensemble . . . . . . . ... ... 0L
2.7 Ensembles finis et cardinal . . . . . . . .. ..o
2.8 Ensembles infinis dénombrables et non dénombrables . . . . . . . . ... .. ...
2.9 Quelques mots sur les fondements de la théorie des ensembles . . . . . . . . . ..
2.9.1 Leparadoxe de Russel . . . . . . . .. .. ... .. ... ...
2.9.2 L’axiome de fondation . . . . .. ... .. .. ... ... ...
2.9.3 L’axiomedelaréunion . . . . . . . . . . . . . ...
2.9.4 L’axiome du choix . . . . . . . . . . . ...
2.9.5 L’hypothése du continu . . . . . . . . . ...

Groupes, Anneaux et Corps

3.1 Lamnotion de groupe . . . . . . . . .
3.1.1 Sous-groupes et homomorphismes . . . . . . . . ... ... ... . .....
3.2 Les permutations et le groupe symétrique . . . . . ... ... ...
3.2.1 Signature d’'une permutation. . . . . . . ... ... L.
3.3 Anneaux et corps . . . . . ...
3.3.1 Lanneau Z/mZ. . . . . . ...
3.3.2 Carrés et formule quadratique. . . . . . . ... oL
3.4 Le corps des nombres complexes . . . . . . ... ..o
3.4.1 Définition et propriétés de bases . . . . . .. ...

o O O Ut Ot

10
10
12

14
14
16
17
17
18
20
21
22
25
25
26
26
27
27



3.4.2 Racine carrée d’'un nombre complexe . . . . . ... ... 43

3.4.3 Interprétation géométrique des nombres complexes . . . . . . . . . .. .. 45

3.4.4 L’exponentielle d’'un nombre complexe. . . . . . . ... ... ... .. 47

3.4.5 Logarithme naturel d’'un nombre complexe. . . . . . ... ... ... ... 49

4 Espaces vectoriels 51
4.1 Définitions et premiers exemples. . . . . . . . ... Lo 51
4.2  Sous-espaces vectoriels et applications linéaires . . . . . . . .. ... ... ... 53
4.3 Familles libres, liées, génératrices et bases. . . . . . . . . . ... ... 56
4.3.1 Définitions . . . . . ... e 56

4.3.2 Baseset dimension . . . . . ... ... 59

4.3.3 Le théoréme d’échange de Grassmann . . . . . . ... ... ... ..... 62

4.3.4 Sommes directes et sous-espaces supplémentaires . . . . . ... ... ... 63

4.3.5 Résumé des notions fondamentales sur 'indépendance linéaire . . . . . . . 66

5 Applications linéaires et matrices 67
5.1 Rappels sur les applications linéaires . . . . . . . . . .. . .. ... ... ..... 67
5.2 Opérations sur les applications linéaires . . . . . . . . .. ... ... ... .... 67
5.3 Le théoréme du rang et ses conséquences . . . . . . . . . . . . o oo 69
5.4 La matrice d’'une application linéaire . . . . . . . . . . . ... 0L 72
5.4.1 Exemples de matrices d’applications linéaires . . . . . . ... ... .. .. 74

5.5 L’espace vectoriel des matrices . . . . . . . . ... oL 75
5.6 Produit matriciel . . . . . . .. 77
5.7 Matrices carrées : diagonale, transposée et matrices symétriques . . . . . . . . . . 79
5.8 Matrices inversibles. . . . . . . .. L 80
5.9 Des applications linéaires vers les matrices. . . . . . .. .. ... ... ... ... 81
5.10 Forme matricielle spéciale d’'une application linéaire . . . . . . . . . ... ... .. 84
5.11 Matrice de changement de bases . . . . . . . . . . ... oL 84
5.12 Des matrices vers les applications linéaires. . . . . . . . .. .. ... ... .... 86

6 Systémes linéaires 89
6.1 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel . . . . . . ... ... L. 89
6.2 Systémes d’équations linéaires . . . . . . . . ... 90
6.3 La méthode de Gauss-Jordan . . . . . . . . . ... ... ... ... 91
6.4 Matrices élémentaires . . . . . . . . ... 94
6.5 Systémes matriciels et inversion d’une matrice par la méthode de Gauss-Jordan . 95

7 Déterminants 97
7.1 Déterminants des 2 x 2 matrices. . . . . . . . . . ... oo 97
7.2 Déterminants des 3 X 3 matrices. . . . . . . . ... ..o 98
7.3 Définition générale du déterminant et premiéres propriétés . . . . . . . . . . . .. 99
7.4 Théoréme fondamental . . . . . . . . . . ... . 103
7.5 Cofacteurs et formule de Laplace . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 104
7.6 Calcul de déterminants par 'algorithme de Gauss-Jordan . . . . . . ... .. .. 108



8 Vecteurs propres et valeurs propres 110

8.1 Imtroduction . . . . . . . . . . 110
8.2 L’algébre des endomorphismes . . . . . . . . ... Lo 110
8.3 Sous-espaces invariants . . . . . . . . ... 111
8.4 Valeurs propres et vecteurs propres . . . . . . .. ..o 112
8.5 Le polyndéme caractéristique . . . . . . . . .. Lo 114
8.6 Endomorphismes et matrices diagonalisables . . . . . . . .. ... ... ... ... 116
8.7 Multiplicités des valeurs propres et diagonalisibilte . . . . . . ... ... ... .. 119
8.8 Puissances d’une matrice diagonalisable . . . . . .. ... ... 121
8.9 Application aux récurrences linéaires . . . . . . . . . . ... ... 123
A Notions sur le polynémes 127
B Un petit guide pour la diagonalisation 131
B.1 Aspects théoriques de la diagonalisation . . . . . . . ... ... ... ... .... 131
B.2 Aspects pratiques de la diagonalisation . . . . . . . . . ... ... 133
C Sur les puissances d’une matrice 135
C.1 Matrices infra-périodiques . . . . . . . . . .. 135
C.2 Puissances d’une matrice diagonalisable . . . . . . ... ... ... ... .. 136
C.3 Polynome annulateur et puissances d'une matrice . . . . . . . . . . .. ... ... 137
C.4 Le cas d'une somme commutative de deux matrices . . . . . . . . . .. ... ... 137
D La notion de groupe quotient 139

Quelques livres de références :

- Robert J. Valenza, Linear Algebra - An Introduction to Abstract Mathematics, Springer, 1993.
- J. Grifone, Algébre linéaire, Cepadues-Editions,1990.

- R. Cairoli, Algébre linéaire, Presses Polytechniques Universitaires Romandes, 2e édition 1999.
- K. Hoffman, R. Kunze, Linear Algebra, Prentice-Hall, second edition, 1971.

De nombreux exercices se trouvent dans les livres
- S. Lipschutz, Algébre linéaire, série Schaum, Mc Graw-Hill.

- R. Dalang, A. Chabouni, Algébre linéaire, PPUR.



Chapitre 1

Rudiments de logique formelle

1.1 De quoi parle-t-on en logique ?

La logique est la théorie des raisonnements valides ; elle ne peut pas décider si une affirmation est
vraie ou fausse, mais seulement si un raisonnement est valide ou non. La forme la plus élémentaire
du raisonnement logique est le syllogisme qui permet d’appliquer une hypothése générale a un
cas particulier pour en déduire une conclusion. L’exemple standard (peut-étre depuis Aristote)
est le suivant :

Tous les hommes sont mortels, or Socrate est un homme, donc Socrate est mortel.

La structure formelle de ce raisonnement s’appelle le modus ponens, on peut I’écrire sous une
forme symbolique

[(p=q) et p| =g,

que l'on peut lire «si (p implique q) est vrai, et si p est vrai, alors q est vraix.

Un raisonnement peut avoir I’apparence d’un raisonnement valide sans étre correct. C’est parfois
inoffensif :

Tous les hommes sont mortels, or Socrate est mortel donc Socrate est un homme,

ou au contraire avoir des conséquences potentiellement dramatiques (par exemple conduire a de
graves erreurs judiciaires).

o L’assassin roulait dans une voiture verte, or Socrate posséde une voiture verte, donc le coupable
est Socrate.

Un tel raisonnement, qui semble valide sans étre conclusif s’appelle un sophisme. Il serait illusoire
de prétendre décrire toutes les formes possibles de sophismes. En voici deux exemples :

o L’homo sapiens est apparu il y a plus de 200°000 ans, or Socrate est un homo sapiens, donc
Socrate est apparu il y a plus de 200°000 ans.

o Paris est la capitale de la France, or Paris est un mot de 5 lettres, donc la capitale de la France
est un mot de 5 lettres.



Voici encore un raisonnement erroné, bien que sa conclusion nous semble étre une évidence :

o La salle de cours ne posséde que deux portes d’entrée, Socrate est venu au cours en passant par
la premiére porte, donc Socrate n’est pas passé par la seconde porte.

Probléme. Expliquer pourquoi ces quatre derniers raisonnements ne sont pas conclusifs.

1.2 La notion de proposition

L’unité fondamentale en logique est la proposition. Une proposition logique est une affirmation
qu’on peut énoncer dans une langue naturelle (frangais, anglais) ou formelle (symbolisme ma-
thématique, langage informatique) et a laquelle on peut attribuer une valeur de vérité.

On convient que les seules valeurs de vérité sont «vrai» et «faux» et qu’une proposition ne peut
étre a la fois vraie et fausse. Des exemples simples de propositions sont :

p1 : Socrate est un homme.

p2 : 65+ 4 = 69.

p3 : 65 x 4 = 100.

p4 : La molécule d’eau contient deux atomes d’oxygene.
ps : L’électron a été découvert par Joseph Thompson.

Noter que p3 et py sont fausses, alors que les autres propositions sont vraies.

Nous admettons que dans certains cas nous ignorons si une proposition donnée est vraie ou fausse,
mais si un énoncé n’est par essence ni vrai ni faux, alors cet énoncé n’est pas considéré comme une
proposition logique. Par exemple une question du type «fera-t-il beau demain ?» n’est pas une
proposition (c’est une question), de méme une injonction du type «tu dois étudier maintenant !»
n’est pas une proposition. L’énoncé « x est un nombre pair » n’est a prior: pas non plus une
proposition, car sa valeur de vérité ne peut-étre décidée sans information supplémentaire sur x.

Une antinomie (ou paradoze) est un énoncé que I'on ne peut supposer vrai (car on en conclurait
qu’il est faux) et qu'on ne peut supposer faux (car on conclurait qu’il est vrai). L’exemple
fondamental d’antinomie est le paradoxe d’Epiménide (aussi appelé paradoze du menteur), dont
la forme la plus courte est :

Cet énoncé est faux!

Une variante est “toutes les régles ont des exceptions”.

1.3 Connecteurs logiques

A la base de la logique, il y a donc la proposition, qui peut étre vraie ou fausse. A partir d’une
ou plusieurs propositions, on peut en formuler des nouvelles au moyen des connecteurs logiques.
Il y a cinq connecteurs fondamentaux : la négation, la conjonction, la disjonction, l'tmplication
et la double implication.

La négation de la proposition p se note —p et se lit «non-p». La proposition —p est vraie si p est
fausse et fausse si p est vraie, cela peut s’exprimer dans le tableau suivant, qu’on appelle table
de vérité.



b |™p
V| F
F |V

La conjonction des propositions p et ¢ se note p A q et se lit «p et g». La proposition p A ¢ est
vraie si et seulement si p et ¢ sont vraies, la table de vérité correspondante se présente donc
ainsi :

| pAg

< o<
oo <>

La disjonction des propositions p et g se note p V g et se lit «p ou ¢». La proposition pV q est
vraie si et seulement si p est vraie ou si g est vraie, la table de vérité correspondante est :

| pVy

< <
H < < <<

L’implication logique de p vers g se note p = ¢ et se lit «p implique ¢», ou «si p, alors g». La
proposition p = ¢ est vraie si et seulement si lorsque p est vraie alors ¢ est également vraie, la
table de vérité est :

plalp=gq
VIV V
VIF| F
F|V A%
F|F| V

Remarquons qu’en logique, on considére que toute proposition est conséquence d’une proposition fausse.
La phrase «si Chicago est la capitale de [’Italie, alors les hommes vivent en pair» est considérée comme
logiquement vraie (pour que cette proposition soit fausse, il faudrait a la fois que Chicago devienne la
capitale de I'Italie et que, hélas, les hommes perpétuent leurs conflits). En mathématiques ce principe
signifie que 'on peut déduire toute affirmation d’une proposition fausse, et donc, qu'un raisonnement
rigoureux ne peut étre conclusif s’il est basé sur une ou plusieurs hypothéses fausses. Voyons un exemple :
la proposition «si 4 4+ 4 =5, alors 39 est un nombre pairy est du type p = ¢q avec 'hypothése fausse p :
4+4-4=>5. Cette proposition est donc vraie et voici une preuve :

Si444=5, alors 39 =34+5 =34+ (4+4) = 42 = 2 x 21 est divisible par 2, c’est donc un nombre pair.
La double implication de p vers q se note p < ¢ et se lit «p implique ¢ et réciproquement», ou

«p si et seulement si ¢». La proposition p < ¢ est vraie si et seulement si p et ¢ ont la méme
valeur de vérité (p et ¢ sont en méme temps vraies ou fausses).
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Analogie arithmétique.

Il est intéressant de comparer les connecteurs logiques avec des opérations arithmétiques. Sup-
posons que x et y désignent des nombres ne prenant que les valeurs 0 et 1, et définissons les
opérations suivantes :

¥=1—2z, zVy=max{z,y}, zAy=min{z,y} =12 y.

Les tables pour ces opérations sont

x‘y‘xAy x‘y‘xVy
x| 111 1 11 1
110 110 0 110 1
01 011 0 01 1

00 0 010 0

On voit qu’elles correspondent aux tables de vérité pour —p, p A ¢ et pV ¢ (ou 1 correspond a
«vrai» et 0 correspond a «faux»).

1.4 Formules logiques

On appelle formule logique une expression construite & partir d’une famille finie de symboles
p,q,T,...quon appelle variables propositionnelles, en utilisant les connecteurs logiques ainsi que
des parenthéses. On dit qu’une formule est bien formée si les régles de cohérence suivantes sont
respectées :

i.) Toute variable propositionnelle est une formule bien formée.

ii.) Si F et G sont des formules bien formées, alors —=F, (FAG), (FVG), (F = G) et (F < G)
sont aussi des formules bien formées.

Observons que toute parenthése ouverte doit étre refermée, les parenthéses peuvent étre emboi-
tées. Si par exemple p, g, r, s sont des propositions, alors

[(pV (=q)) = (r A (=) V q))]

est une formule bien formée, alors que

(pV (rA)(=sVq)) et (p=qVr)
ne sont pas pas bien formées.

Remarque. Le role des parenthése est d’éviter qu'une formule logique puisse avoir plusieurs
interprétations. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible, on peut s’autoriser & supprimer certaines
parenthéses.



Par exemple
(p = q) peut s’écrire p = ¢,
pV (qVr) peut s’écrire pV gV r.
p A (—q) peut s'écrire p A —g.
En revanche on ne peut pas écrire p V ¢ Ar pour pV (g A ).

On peut faire une analogie utile avec les expressions algébriques. Dans cette analogie, une expres-
sion algébrique du type 2-x — 3 - (z + y) + 2% est 'analogue d’une formule logique. Les variables
numeériques x,y, z, ... sont les analogues des variables propositionnelles p, q,r, ..., les opérateurs
+,—,-,... sont les analogues des connecteurs logiques —,V, A,= et les régles de bon usage des
parenthéses en algébre sont analogues aux régles de cohérence pour les formules logiques bien
formées.

Si 'on fixe les valeurs de vérité de chaque variable propositionnelle d’une formule logique, alors
cette formule représente une proposition. On peut en déterminer la valeur de vérité, a partir des
valeurs de vérité des variables propositionnelles qui la composent au moyen des tables de vérité,
cela peut se faire en analysant la formule en sous-formules plus simples et en décrivant les tables
de vérité de chaque sous-formule. Par exemple

~(-pVq)

est une formule bien formée, les sous formules sont p, ¢, —p et (—p V ¢). La table de vérité se
construit ainsi :

plal-p|[(pve | -(-pVg
VIV]|F v F
V|F|F F Y
FIV|V| V F
FIF| V| V F

Si la formule contient trois variables propositionnelles, la table de vérité correspondante contient
8 lignes. Par exemple la table de vérité de ((p V —q) = r) se présente ainsi :

(pVvV—q) | ((pV—q) =r)

Homm << <<
Ha < <mHEg<)|
H<Td<<mH< ™<=
<<mmE<<mmd
< <mHm<g <<
Hg<< "<

Plus généralement, si une formule contient n variables propositionnelles, la table de vérité aura
2" lignes.

Une table de vérité est donc une méthode (un « calcul ») qui permet de décider dans quels cas
une formule propositionnelle est vraie en fonction des valeurs de vérité des propositions qui la
composent.

Remarque. Dans la suite de ce chapitre, le mot formule signifiera formule logique bien formée.



1.5 Tautologies et contradictions

Une tautologie est une formule qui est vraie quelque soit la valeur de vérité prise par les variables
propositionnelles qui la constituent. Une tautologie est donc vraie “dans tous les cas”’. L’exemple
le plus simple de tautologie est sans doute (p V —p), un autre exemple est (p = p), ce que 'on
peut constater sur les tables de vérité respectives :

pl-p|(V-p) plp|(p=p
V] F v VIiVv] V
FlV v FIF| V

Un exemple de tautologie un peu moins banal est la formule ((p = ¢) V —¢). 1l s’agit d’une
tautologie car le seul cas ot (p = ¢q) est faux est lorsque p est vrai et ¢ est faux, et donc —q est
vrai. De la méme maniére, ((p = ¢) V p) est aussi une tautologie. Cela se vérifie avec les tables
de vérité :

plal-a|l=9|((p=0V-q|(p=q9Vp)
VIV|F | V v v
VIF| V| F % %
FIV|F| V v v
FIF|V ] Vv \% v

Le modus ponens est la formule ((p = q) A p) = ¢, la table de vérité correspondante est

| p=a | =D | (=0 AD) =q

b4
ViV
VI|F
F|V
F|F

o<

v
\Y
v
\Y

<<m=<

c’est une tautologie puisque la derniére colonne ne contient que des V. La nature tautologique
du modus ponens confirme qu’il s’agit bien d’un raisonnement valide.

Une contradiction est une formule qui est fausse quelque soit la valeur de vérité prise par les
variables propositionnelles qui la constituent. Une contradiction est donc fausse “dans tous les
cas”. L’exemple le plus simple de contradiction est sans doute (p A —p). Remarquons qu’une
formule F' est une contradiction si et seulement si —F' est une tautologie.

1.6 Formules équivalentes

On dit que deux formules F' et G sont équivalentes si elles ont les mémes variables proposi-
tionnelles et si elles prennent les mémes valeurs de vérité en fonction de celles des variables
propositionnelles. Elles sont donc équivalentes si et seulement si elles ont les mémes tables de
vérité.

Par exemple p = ¢, =pV ¢ et =g = —p sont des formules équivalentes, ce que ’on constate sur
les tables de vérité suivantes :
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pla|l-p|-q|lp=q|-wVva|-q=-p
VIVIF | F| V v v
VIF|F|V]| F F F
FIV|V|F| Vv v v
FIF|V|V| V \% \%

Pour illustrer ces équivalences, considérons I'implication «s: tu dépasses la vitesse, alors tu risques
une amendey», il est clair que cette phrase peut se reformuler «ou bien tu ne dépasses pas la vitesse,
ou bien tu risques une amendey.

Il est moins intuitif, mais néanmoins correct d’admettre que cette phrase peut se reformuler «s:
tu ne risques pas d’amende, alors tu ne dépasses pas la vitesse». Cet exemple montre que le
langage naturel n’a pas exactement la méme structure que la logique symbolique. Dans la langue
francaise, 'implication = est souvent pergue comme une causalité, le dépassement de vitesse est
la cause du risque d’amende, mais la logique ne considére que les valeurs de vérité. Si on souhaite
une interprétation intuitive de —g = —p, on peut I’énoncer : «si tu n’as pas risqué d’amende,
c’est que tu n’as pas dépassé la vitesse», ou encore <«pour ne pas risquer d’amende, ne dépasses
pas la vitesse!». Dans le premier cas on introduit une notion de temporalité et dans le second
cas il y a injonction. Le symbolisme logique est beaucoup plus pauvre que les langues naturelles,
mais c’est précisément cette pauvreté qui permet de vérifier la validité d’un raisonnement en se
débarassant des ambiguités et des marges d’interprétations.

Définition. On dit que (—g = —p) est la contraposée de (p = ¢). Une implication est donc
toujours logiquement équivalente & sa contraposée.
D’autres équivalences importantes sont les Lois de De Morgan. Elles disent que —(p V q) est
équivalent & (—p A —q), et que ~(p A q) est équivalent & (—pV —¢q), nous laissons au lecteur le soin
de vérifier ces équivalences.
L’équivalence de deux formules F' et GG se note souvent F' = G, ainsi les lois de Morgan s’écrivent
symboliquement :

a(pVa) =(pA-g) et ~(pAg)=(-pV g).

Quelques équivalences de base & retenir sont :

Commutativité pVg=qVDp PAG=qAD
Asociativité (pVgVr=pVigVvr) (PAQOATr=pA(gAT)
Distributivité pVgAr)=mEVaOANPVT) | pA(@VT)=(@AqV(pAT)
Lois de De Morgan —(pVq) = (=p) A (—q) —(pAq)=(—p)V(q)

Remarque. Toute équivalence logique F' = G peut se reformuler en affirmant que la double
implication F' < G est une tautologie. D’un point de vue “pratique”, les symboles = et &
sont donc interchangeables. La différence est toutefois importante au point de vue de la théorie :
lorsque on écrit F' = G, on signifie qu’il y a deux formules propositionnelles et que ces deux
formules sont logiquement équivalentes (elles ont les mémes tables de vérité), mais lorsqu’on
écrit F' < @, on signifie qu’il n’y a qu’une formule et que c¢’est une tautologie (sa table de vérité
ne contient que des V).
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1.7 Prédicats et quantificateurs

On a vu plus haut qu’un énoncé du type «x est un nombre pair» n’est a priori pas une proposition.
La raison est que, n’ayant pas d’information sur I’objet «x», nous ne pouvons pas donner de valeur
de vérité a cet énoncé. Nous pouvons toutefois considérer que notre énoncé est «une proposition
dépendant d’une variable», cette idée intuitive nous conduit a la notion de prédicat.

Définition. Un prédicat est une propriété d’'une ou plusieurs variables libres telle que si I'on
fixe la valeur de la ou des variables libres, on obtient une proposition. En particulier, une unique
valeur de vérité lui est alors attribuée.

Par exemple

o pi(z): z est un nombre pair,

o po(z):a?=—1,

o p3(z,y):x <y,

o pa(z,y): 22+ 3y%-1 =0,

sont des prédicats de une ou deux variables.

Si p(z) est un prédicat & une variable, on peut lui associer la proposition «pour tout z, p(z) est
vrai». On abrége cette proposition sous la forme :

Va; p().
On peut aussi lui associer la proposition «il existe x tel que p(z) est vrai», ce qu’on abrége ainsi :

Jz; p(z).
Définitions. Le symbole V se lit «pour tout» et s’appelle le quantificateur universel. Le symbole
d se lit «il existe» et s’appelle le quantificateur existentiel.

Remarquons que ces quantificateurs sont des généralisations des connecteurs logiques A et V.
En effet, si la variable x ne prend par exemple que trois valeurs x = 1, x = 2, ou z = 3, alors
(Vz; p(x)) est équivalent a la proposition p(1) A p(2) A p(3). De méme (Jz;p(z)) est équivalent
a la proposition p(1) V p(2) V p(3).

La négation d’une propriété obtenue par quantification est une généralisation des lois de De
Morgan :

= (Va; p(z)) est équivalente & (Jz; —p(x))
et
= (Jz; p(x)) est équivalente & (Va; —p(x))

Par exemple la négation de «pour tout nombre z, 2% est positifs est «il existe un nombre x tel

que x2 n'est pas positif».
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Remarque. On utilise parfois un troisiéme quantificateur, noté 3!, et qu’on lit il existe un et
un seul.... Par exemple la proposition

J1z: 2 est un nombre réel et z° = 5

signifie qu’il eziste un unique nombre réel dont le cube est égal 57
Ce quantificateur peut s’exprimer & partir des deux autres quantificateurs sous la forme suivante :

Flz:p(x) = @z:p@)AVy:ply) = (y=1x)).

Remarque. Nous avons défini les quantificateurs logiques pour un prédicat d’une variable. On
peut les appliquer de la méme maniére pour un prédicat de deux variables p(x,y). Dans ce cas
Va; p(z,y) et Jz;p(x,y) sont des prédicats d’une seule variable.

Plus généralement les quantificateurs V, 3 s’appliquent a tout prédicat de n variables p(z1, z2, . . . )
et donnent des prédicats de n — 1 variables.

1. On note ce nombre /5.
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Chapitre 2

Notions sur les ensembles

2.1 Qu’est-ce qu’un ensemble ?

Lorsqu’on considére qu’une collection d’objets forme en elle-méme un nouvel objet, on obtient un
ensemble. Le concept d’ensemble joue un réle fondamental en mathématiques. Depuis la fin du
XIXeéeme siécle la logique symbolique et la théorie des ensembles se sont développées en paralléle
et les deux théories se complétent et s’éclairent 1’'une 'autre.

Nous ne chercherons pas a donner une définition de la notion d’ensemble ; lorsqu’on dit qu’une
famille ou une collection d’objets forme un ensemble nous n’avons pas vraiment défini le concept
d’ensemble puisqu’il faudrait d’abord définir les mots “famille” ou “collection”. Nous ne cherche-
rons pas non plus & définir les mots “objet” ou “élément”. Nous supposons donc que la notion
d’ensemble est comprise intuitivement et nous décrivons quelques régles de base pour travailler
avec les ensembles.

La premiére régle est qu’il eziste (au moins un) ensemble. Nous supposons donc que la théorie
des ensembles décrit une certaine réalité.

La seconde régle dit que l’appartenance ou la non appartenance d’un objet est une proposition
au sens de la logique et obéit donc a la logique propositionnelle. On note

ac A

pour dire que l'objet a appartient a l’ensemble A (on dit aussi que a est un élément de A). Ainsi
(a € A) est une proposition, il s’agit donc d’une affirmation qui est vraie ou fausse (et qui ne
peut pas étre vraie et fausse en méme temps). On note a ¢ A pour dire que a n’est pas élément
de A (cette notation est donc une abréviation de —(a € A)).

La troisiéme régle est que deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes éléments,
ce qu’on écrit formellement par

A= DB sietseulementsi Vo: (x € A< x € B).

Cette regle s’appelle le principe ou axiome d’extensionnalité.

La facon la plus simple (et la plus naive) de construire un ensemble est d’écrire la liste de ses
éléments. On peut par exemple définir ’ensemble

A:={1,2,3,4,5}.
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Le principe d’extensionnalité nous dit que I'on peut modifier 'ordre des éléments, ou en répéter
certains, sans modifier ’ensemble. On a par exemple les égalités ensemblistes suivantes :

A=1{1,2,3,4,5} ={2,5,3,1,4} ={1,2,2,3,3,4,3,5, }.

Nous voudrions aussi pouvoir décrire un ensemble par une régle (un prédicat) qui précise les
conditions pour qu’un élément en fasse partie. Par exemple on peut déclarer que ’ensemble A
est I'ensemble des nombres compris entre 1 et 5, mais cette description n’est compléte qu’a la
condition qu’on précise qu’il s’agit de nombres entiers. La régle suivante nous dit d’une fagon
générale qu’a partir de la donnée d’un prédicat et d’'un ensemble, on obtient un nouvel ensemble :

Quatriéme régle : si E est un ensemble et p(x) est un prédicat, alors on peut former l’ensemble
des éléments de E qui vérifient la propriété p. On note cet ensemble

{z € E|p(z)}.

Cette régle s’appelle I'aziome de compréhension ou I'aziome de séparation (il permet de séparer
dans 'ensemble E ceux qui vérifient la propriété ). Par exemple 'ensemble A défini plus haut
peut s’écrire A ={r € N|1 <z <5}

Ces quatre régles ne suffisent pas a établir une construction rigoureuse de la théorie des ensembles,
mais elles nous donnent une bonne base pour utiliser le concept d’ensemble dans notre pratique
mathématique. Voyons un premier résultat :

Théoréme 2.1.1. Il existe un ensemble qui ne contient aucun élément, et cet ensemble est
UNIqUE.

On note cet ensemble () et on Pappelle 1’ensemble vide.

Preuve. La premiére régle nous dit qu’il existe ou moins un ensemble, notons le F. La deuxiéme
régle nous dit que p(z) :  # x est un prédicat (i.e. pour tout ensemble x, la proposition z # x
vraie ou fausse). En appliquant la quatriéme régle a cet ensemble et au prédicat p(z) : © # z, on
obtient I’ensemble

{reFE|x#zx}

qui ne peut clairement contenir aucun élément (puisque z = z est toujours vrai). Cela démontre
I'existence d’un ensemble vide.
L’unicité découle immédiatement du principe d’extensionnalité.

O

En mathématiques, un réle important est porté par les ensembles de nombres qui sont familiers
au lecteur. Un ensemble particuliérement important est I'ensemble des entiers naturels !

N={0,1,2,3,4,5,---}.
Nous avons aussi les intervalles entiers

[n,m] ={n,n+1,...,m}, [n] ={1,2,...n}

1. Notons que N n’est pas un ensemble fini et on ne donc peut pas le décrire ou I'expliciter en listant ses
éléments (c’est la signification des points - - ). L’existence de N en tant qu’ensemble est donc une hypothése et
non une réalité qu’on pourrait prouver. Dans I’histoire de la philosophie, cette hypothése renvoie & la notion
d’infini actuel.
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(o1 < n < m sont des entiers) ainsi que ’ensemble des entiers relatifs Z, ’ensemble des nombres
rationnels Q et celui des nombres réels R. Un réle important sera aussi joué par ’ensemble C
des nombres complexes.

Définitions. Un ensemble est un singleton s’il contient un seul élément. Deux ensembles sont
disjoints si leur intersection est nulle (ils n’ont donc aucun élément en commun).
2.2 Opérations sur les ensembles

Voyons quelques définitions.

i.) Si A et B sont des ensembles, on dit que B est une partie de A, ou un sous-ensemble de
A, et on note B C A (ou B C A) si tout élément de B est aussi un élément de A. On peut
donc écrire cette définition ainsi :

BCA & [NVzr:zxeB=uxcA.

Attention : Il ne faut jamais confondre A € B et A C B!

ii.) L’intersection des ensembles A et B est 'ensemble des éléments de A qui sont aussi éléments
de B, on note cet ensemble AN B, ainsi

ANB={rxec A|xz e B}.
Remarquons que cet ensemble est bien défini d’aprés la quatriéme régle. On a clairement

reANB & [(xeA)A(zeB).

iii.) La réunion des ensembles A et B est ’ensemble des éléments qui appartiennent & A ou qui
appartiennent & B, on note cet ensemble A U B. La définition formelle s’écrit

reAUB & [(xeA)V(zeB).

iv.) Le complémentaire de 'ensemble B dans I’ensemble A est 'ensemble des éléments de A qui
n’appartiennent pas & B, on note cet ensemble A\ B :

A\B={zec A|xz ¢ B}.
v.) Si E est un ensemble, on note P(E) I'ensemble des parties de F :

AeP(E) & ACE.

Les propriétés de bases des opérations de réunion, intersection et complémentaire sont les sui-

vantes :
Commutativité AUB=BUA ANB=BnNA
Asociativité (AUB)UC =AU (BUCQC) (ANB)NC=ANn(BNCQC)
| Distributivité | AUBNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANC) |

’LoisdeDeMorgan ‘ E\(AUB)=(E\A)N(E\B) ‘ E\(AnB)=(E\A)U(E\B) ‘
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2.3 Produit cartésien de deux ensembles

Si A et B sont deux ensembles non vides, on forme un nouvel ensemble noté A x B dont les
éléments sont les couples (a,b) avec a € A et b € B. La notion de couple se distingue de celle
d’ensemble & deux éléments par la régle suivante : (a,b) = (a/,) si et seulement a = a’ et b =¥
(en particulier (a,b) # (b, a) sauf si a = b). L’ensemble A x B s’appelle le produit cartésien de A
et B :

Ax B={(a,b)|ac Aetbe B}.

Lorsque A = B, on note A2 = A x A.
Exemple : Si A= {+1,—1} et B ={2,4,6}, alors
Ax B={(+1,2),(+1,4),(+1,6),(—1,2),(-1,4),(—-1,6)}
et
A? = {(+1,41), (+1, 1), (=1, +1), (-1, -1)}.

Lorsque A ou B est I'ensemble vide, alors on convient que le produit cartésien est I’ensemble
vide :
dxB=Ax0=0.

On définit de méme le produit cartésien de trois ensembles : si A, B et C' sont des ensembles,
alors A x B x C' est l’ensemble des triples (a,b,c) avec a € A, b € B et ¢ € C'; toujours avec la
convention que (a,b,c) = (a’,b', ') si et seulement sia =a’, b=V et ¢ = ¢. Lorsque A = B = C,
on note ce produit A3. La construction se généralise & un nombre quelconque d’ensembles.

2.4 Relations

Définition Une relation R sur un ensemble A est un sous-ensemble du produit cartésien A x A :
RCAxA.

Lorsque une relation R sur A est donnée, il est habituel de noter aRb pour (a,b) € R et de dire
que a et b sont en relation par rapport a R.
Dans la pratique, le symbole R est souvent remplacé par un symbole plus adéquat tel que

~o~ox L) <K <, ete.

Considérons par exemple 'ensemble A = {1,2,3,4,5}, alors ’ensemble de couples suivant décrit
une relation sur A :

R ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)} C A x A.

On constate que ’ensemble R peut aussi étre décrit par

R={(z,y) e AxA|zxz <y}

En d’autres termes xRy si et seulement si x < y : la relation R n’est autre que la relation
d’inégalité stricte sur A.

Il existe plusieurs types de relations importantes en mathématiques, en particulier les relations
d’ordre et les relations d’équivalence.
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Définition. Une relation < sur un ensemble A est une relation d’ordre si elle vérifie les conditions
suivantes :

i.) x < x pour tout z € A.
ii.) Siz<yety=<z alorsx <z (transitivité).

ili.) Siz<yety=<x, alorsz=y.
Exemples 1. L’ordre naturel sur les entiers N se définit par
r<y & JzeNtelquey= x+z.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation d’ordre au sens de la définition ci-dessus.

2. La relation d’inclusion C est une relation d’ordre sur l’ensemble P(X) des parties d'un en-
semble X.

Définition. Une relation ~ sur un ensemble X est une relation d’équivalence si elle vérifie les
conditions suivantes :

i.) & ~ 2 pour tout z € X (réflexivité).
ii.) Sixz ~ y alors y ~ z (symétrie).
iii.) Siz~yetyn~ z alors z ~ 2z (transitivité).

~

D’autres symboles souvent utilisés pour les relations d’équivalences sont ~, ~, =, = etc.

Exemples 3. En géométrie, la notion de parallélisme définit une relation d’équivalence sur
I'ensemble £ des droites dans le plan euclidien. On note L || L’ cette relation.

4. Un exemple important de relation d’équivalence est donné par la construction suivante. Fixons
un entier naturel m € N, on dit alors que deux entiers x,y € Z sont congrus modulo m (ou
simplement qu’ils sont égauz modulo m) si leur différence est un multiple de m : On note cette
relation = ymod(m) (ou simplement x = ymod(m)). Ainsi

r=ymod(m) < (x —y) € m-Z.

2.5 Applications

Une application f entre deux ensembles non vides X et Y est une régle qui a chaque élément z
de X associe un et un seul élément y de Y. On note alors y = f(z) ou z — y et on dit que y est
Iimage de z par f. On dit aussi que x est une préimage de y (ou que c’est un antécédent de y).
Notons qu’il peut exister zéro, une ou plusieurs préimage(s) pour un élément donné y € Y.

La donnée des ensembles X et Y fait partie de la définition de I'application f, et on note souvent
f: X =Y. Ondit que X est le domaine (ou la source ou I’ensemble de départ) de f et que Y
est le codomaine (ou le but ou I'ensemble d’arrivée) de f. Une fonction est une application dont
le but est une partie de I’ensemble des nombres réels R (ou des nombres complexes C).

Voyons quelques exemples :

(a) L’application identité de X est application Idx : X — X telle que Idx(z) = x pour tout
x € X. C’est donc 'application “qui ne fait rien”, 'image d’un élément z est I’élément x
lui-méme.
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(b) Si f: X — Y est une application et A C X est un sous-ensemble, alors on définit une
nouvelle application de A vers Y et qu’on note f|, : A —Y par

fla(z) = f(z) pour tout z € A.

cette application s’appelle la restriction de f & ’ensemble A.

(c) Sib est un élément de Y, on peut définir 'application Cy, : X — Y telle que Cy(z) = b pour
tout z € X. C’est 'application constante de valeur b.

(d) Une suite de nombres réels xi,z2,x3,... peut étre vue comme une fonction f : N — R en
posant f(k) = xj pour tout k € N.

(e) Si A est un sous-ensemble de X, on peut définir une fonction x4 : X — {0, 1} par la condition
xa(x)=1sizeA et xalr)=0si x&A,
cette fonction s’appelle la fonction caractéristique de I'ensemble A.

Définitions. Une application f : X — Y est surjective si tout élément de Y a au moins une
préimage, elle est injective si tout élément de Y a au plus une préimage et elle est bijective si tout
élément de Y a une et une seule préimage (c’est-a-dire si elle est a la fois injective et surjective).
En notations logiques, on a

f: X =Y est surjective <= VyeVY, dxec X : f(z)=uy.
et
f: X =Y est injective <= Vxi,z, € X :[f(x1) = f(z2) = 21 = x2].

Définition. Si f: X — Y et g:Y — Z sont deux applications, alors on définit une nouvelle
application de X vers Z, que l'on note go f : X — Z par la condition

go f(x) =g(f(x))
pour tout z € X. Cette application s’appelle la composition de f et g.

Proposition 2.5.1. La composition est une opération associative : si f : X =Y, g:Y — Z et
h:Z — W sont trois applications, alors

(hog)o f=ho(gof).
Preuve. Pour tout x € X on a
((hog)o f)(x) = (hog)(f(z)) =h(g(f(x))) =h((go f)(z)) =ho(go f)()
Puisque cette égalité est vraie pour tout x € X, ona (hog)o f=ho(go f). O

Proposition 2.5.2. Une application f : X — Y est bijective si et seulement s’il existe une
application g 1Y — X telle que go f =1dx et fog=I1dy. Cette application est unique.
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Preuve. Supposons que f est bijective, alors pour tout y € Y il existe un et un seul élément
x € X tel que f(z) = y. Notons cet élément g(y), alors on a fog(y) = f(g(y)) = y par définition
de g. Par conséquent fog=Idy.

Pour vérifier que go f = Idx, on se donne un élément quelconque x € X, et notons z = g(f(x)).
Alors par définition de g, z est I'unique élément de X tel que f(z) = f(z), donc z = x. Ainsi
g(f(x)) = x pour tout x € X, ce qui montre que go f = Idx.

Inversément, supposons qu’il existe g : Y — X telle que go f =Idx et f og = Idy et prouvons
que f est bijective. L’application f est surjective car pour tout y € Y il existe au moins un
élément x € X tel que f(x) =y, il suffit en effet de choisir x = g(y).

L’application f est aussi injective, car si f(z1) = f(x2), alors on a

z1 = g(f(21)) = g(f(22)) = 22.

Il nous faut encore démontrer I'unicité de ’application g. Supposons que I’application h : Y — X
vérifie aussi ho f =Idx et foh = Idy, alors on a en utilisant ’associativité de la composition :

h=holdy =ho(fog)=(hof)og=Idxog=yg.

O]

Définition. L’application g : Y — X de la proposition précédente s’appelle I’ application inverse
ou Uapplication récriproque de f. On la note f~! ou "f.

Une application qui est injective ou surjective (mais non nécessairement bijective) admet un
inverse partiel (appelé inverse & droite ou inverse & gauche).

Proposition 2.5.3. a) Une application f : X — Y est surjective si et seulement si il existe une
injection g : Y — X wérifiant f o g(y) =y pour tout y € Y (on dit que g est un inverse a droite
de f.)

b) Une application f: X — Y est injective si et seulement si il existe une surjection h: Y — X
vérifiant h o f(x) = x pour tout z € X (on dit que h est un inverse a gauche de f).

Nous laissons la preuve en exercice. Soulignons que lorsque 'application est bijective, la propo-
sition précédente implique que l'inverse a droite et I'inverse & gauche coincident.

2.6 Images directe et inverse d’un sous-ensemble
Si une application f: X — Y est donnée, on peut définir deux nouvelles applications
f« :P(X)=PY) et f:PY)—>PX)

de la maniére suivante : si A C X, alors f,(A4) € P(Y) est 'ensemble des images par f de tous
les éléments de A :

Jo(A) = {f() |2 € A} = {y €Y | Tr € A: f(x) = y}.
Si BeP(Y), alors f*(B) € P(X) est 'ensemble de toutes les préimages des éléments de B :

ff(B) ={r e X | f(x) € B}.
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On dit que f«(A) C Y est I'image directe de A C X par f et on la note habituellement simplement
f(A), et on dit que f*(B) C X est I'image inverse de B C Y par f et on la note habituellement
f4(B).

Remarquer que f : X — Y est surjective si et seulement si f~'({y}) # 0 pour tout élément
y €Y et que f est injective si et seulement si f~!({y}) contient au plus un élément pour tout
y € Y. Finalement f est bijective si et seulement si f~!({y}) contient exactement un élément
pour tout y € Y.

2.7 Ensembles finis et cardinal

Un ensemble A est fini s’il est vide ou s’il existe un entier n € N tel que est A est en bijection
avec

[n] ={1,2,....n}={keN|1<k<n}
Sinon on dit que A est infini. On note alors n = Card(A), c’est le cardinal de A (= le nombre

d’éléments), si A est 'ensemble vide, on convient que Card()) = 0.

Le cardinal des ensembles finis posséde les propriétés suivantes :

Proposition 2.7.1. Soient A et B deux ensembles finis, alors

(a) Card(A) = Card(B) si et seulement s’il existe une bijection entre A et B.

(b) Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

(c) S’il existe une application f: A — B injective, alors Card(A) < Card(B).

(d) S’il existe une application f: A — B surjective, alors Card(A) > Card(B).

(e) Card(A x B) = Card(A) - Card(B).

(f) Card(P(A)) = 202d(4),

(9) Si F est Uensemble des applications de A vers B, alors Card(F) = Card(B)“ard(4),

Ces propriétés sont plus au moins évidentes (le cardinal d’un ensemble s’obtient en comptant le
nombre d’éléments), mais c’est tout de méme un bon exercice d’écrire les preuves a partir de la
définition du cardinal (qui est basée sur la notion de bijection).

Remarque. L’ensemble des applications de A vers B se note souvent B4. Avec cette notation,
on a donc

Card(B?) = Card(B)“»4(A),

Notons aussi que la propriété (f) ci-dessus peut-étre vue comme un cas particulier de la propriété
(2). En effet, il existe une bijection entre les ensembles P(A) et {0, 1}. Cette bijection est donnée
par la fonction caractéristique (a tout A € P(A) on associe la fonction x4 € {0,1}4).

Une conséquence utile de la propriété (b) est que Si A et B sont disjoints, alors
Card(A U B) = Card(A) + Card(B).
Plus généralement, si A1, Ao, ..., A, sont des ensembles deux-a-deux disjoints?, alors

Card(A;j U Ay---UA,) = Card(A;) + Card(Az) + - - - Card(A4,),

2. On dit que les ensembles A; sont deuz-a-deuz disjoints si A; N A; = 0 dés que i # j.
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ce qu’on préfére écrire sous la forme

Card (LTJ Ai> = i: Card(4;)
i=1

=1

Un cas particulier de cette formule se rencontre lorsqu’on a une application f : A — B entre
deux ensembles finis. L’ensemble A est alors réunion disjointe des préimages f~1({b}) pour les
différents éléments de B :

A=) et NN {e) =0 st b#e

beB

Par conséquent

Card(A Z Card(f1({b}).

beB

Théoréme 2.7.2. Soit f : A — B une application entre deux ensembles finis de méme cardinal.
a) Si f est injective, alors f est bijective.

b) Si f est surjective, alors f est bijective.

Nous laissons la preuve en exercice ; elle peut se déduire de la formule précédente.

2.8 Ensembles infinis dénombrables et non dénombrables

Définition. Un ensemble A est dit dénombrable s’il existe une bijection f : N — A. Intuitive-
ment, un ensemble est dénombrable si on peut faire la liste (infinie) de ses éléments.

Exemple. L’ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable. Un exemple de bijection f : N — Z

est donné par

1
f(k) = g si k est pair, f(k)= —k; si k est impair.

Notons que cette bijection revient & lister les éléments de Z de la fagon suivante :
Z={0,—-1,41,—-2,42,-3,43,...}.

Proposition 2.8.1. A) Tout sous-ensemble de N est ou bien fini ou bien dénombrable.
B) S’il existe une surjection f: N — B, alors B est ou bien fini ou bien dénombrable.

Preuve. (A) Soit A C N un sous ensemble. Si A est fini il n’y a rien a montrer. Sinon on peut
construire une application f : N — A de la fagon suivante : f(1) est le plus petit élément de A,
puis f(2) est le plus petit élément de A\ {f(1)} et, de fagon inductive,

f(k) = min(AN\{f(1), f(2),..., f(k = 1)}).

Il est clair par construction que f est injective. Cette fonction est aussi surjective car f(k) > k
pour tout k£ € N, donc si m € A, alors m € {f(1), f(2),..., f(m)}.

(B) Pour tout b € B, 'ensemble des préimages f~1({b}) = {k € N | f(k) = b} est non vide car f
est supposée surjective. Notons g(b) le plus petit élément de f~1({b}). Cela définit une application
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g : B — N, et cette application est injective car si by # ba, alors f~1({b1}) et f~({b2}) sont
disjoints, en particulier leurs plus petits éléments sont différents et donc g(b1) # g(b2).
On a montré que B est en bijection avec un sous-ensemble g(B) C N et par le point (A) on en
déduit que B est fini ou dénombrable.

O

Corollaire 2.8.2. L’ensemble N x N est dénombrable.

Preuve. L’application ¢ : N x N — N définie par ¢(m,n) = 2" - 3" est injective.

Corollaire 2.8.3. i) Si Ay, Ag, ...A, sont des ensembles dénombrables, alors Ay x Ay X -+ X
A, est dénombrable.

it) L’ensemble des nombres rationnels Q est dénombrable.

Preuve. L’affirmation (i) se démontre par récurrence a partir de la proposition précédente.
L’affirmation (ii) est une conséquence du fait que 'application

7 xN*—=Q

m
(mvn) = E
est surjective (ou N* = N\ {0}). O

Théoréme 2.8.4. Soit A un ensemble, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est infini.
b) Il existe une injection de N dans A .

c¢) 1l existe une bijection de A sur un sous-ensemble strict B C A.

Preuve. (a) = (b). Soit A un ensemble infini. Choisissons un élément a; € A, puis un élément
az € A\ {a1}, puis ag € A\ {a1,az2}, et en général on choisit
ar € A\ {ai,a2,...,a5_1}

Le processus ne s’aréte jamais car A est un ensemble infini. En posant f(k) = aj on obtient ainsi
une injection f: N — A.

(b) = (c). Maintenant on suppose qu'il existe une injection f : N — A notons ax = f(k) et
S = f(N) = {ag, a1,as2,...} C A. On peut alors définir une application g : A — A\ {ap} de la

fagon suivante :
x six ¢S
g9(x) =

ap+1 stz =ax €S,

et cette application est clairement bijective (il est facile de construire son inverse g=! : A\ {ag} —

A).

(¢) = (a). La contraposée —(a) = —(c) dit que si A est un ensemble fini, alors il n’existe aucune
bijection de A sur un sous-ensemble strict, ce qui est évident.

O]

Avec le méme type d’arguments, on montre facilement le résultat suivant :
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Proposition 2.8.5. Si A est un ensemble infini et F© C A est un ensemble fini, alors il existe
une bijection de A vers A\ F.

Par exemple il existe une bijection entre les intervalles [0, 1] et 0, 1[.

On pourrait imaginer que tout ensemble infini est dénombrable. Ca n’est pas le cas :
Théoréme 2.8.6 (Cantor). L’intervalle [0,1] est non dénombrable.

Preuve Donnons-nous une application f : N — [0,1] et prouvons qu’elle ne peut pas étre
surjective. Notons a = f(k), c’est un nombre réel compris entre 0 et 1 et on peut écrire son
développement décimal? :

[e.e]

ap =0, 10 2006 30k 4. ... = g
Jj=1

O6167.7
107

ouag; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} sont les décimales de ay. Pour prouver que f n’est pas surjective,
il suffit d’exhiber un nombre ¢ € [0, 1] tel que Vk : ¢ # aj. L'idée de Cantor est de choisir le
nombre

c:=0,7M7273%----

dont les décimales v, sont données par

4 si Q45 = 5
Y= .
5 siajj;#5.

Le nombre ¢ n’appartient pas a I'image de f, car si 'on suppose que ¢ = f(k) pour un certain
entier k, alors 7 doit étre la k-iéme décimale de ay, c’est a dire v = ayx, ce qui contredit la
définition du nombre c.

O]

Remarque Cet argument s’appelle I'argument diagonal de Cantor. La définition exacte du
nombre ¢ n’est pas essentielle, ce qui est importe est que 7 # a1 pour tout k € N.

Corollaire 2.8.7. Si un ensemble A contient un sous ensemble en bijection avec [0, 1], alors il
n'est pas dénombrable. En particulier R, R? et tout intervalle non vide I C R sont des ensembles
non dénombrables.

Nous concluons cette partie avec le résultat surprenant suivant :
Théoréme 2.8.8. Il existe une application injective de [0,1] x [0, 1] vers [0, 1].

Preuve. On définit une application f : [0,1] x [0,1] — [0, 1] de la fagon suivante : Si (z,y) €
[0,1] x [0,1] on considére les développements décimaux (propres)

_\ % N0
x_;mi’ y ;101’

3. pour éviter 'ambiguité liée aux développements décimaux, on n’utilise dans ce type de raisonnement que les
développements propres, c’est a dire les développements infinis sans suite illimitée de zéros successifs. Par exemple
0.3 s’écrit 0.2999... = 0.29 (la seule exception a cette régle est z = 0).
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et on pose z = f(z,y) ou z est le nombre donné par le développement décimal
oo
Ci
T L0
=1

avec
o = agit1)/2 s? 2 est imPair,
bi/2 si ¢ est pair.

Par exemple si

(2,y) = (0.3808687...,0.1398139...) alors f(z,y) = 0.31830988618379. ..

Cette application est injective car si f(z,y) = f(2',1y’) alors nécessairement x et 2’ ont le méme

développement décimal (donc x = z’), de méme y et 3’ ont le méme développement décimal
(donc y = ¢'), et par conséquent (z,y) = (2, y).
L]

Théoréme 2.8.9 (Théoréme de Cantor-Bernstein-Schroeder). Soient X et Y deux ensembles.
Supposons qu’il existe des applications injectives f : X =Y et g : Y — X alors il existe une
application bijective h : X — Y.

La preuve de ce théoréme est délicate, nous ne la donnons pas ici.
Corollaire 2.8.10. Il existe une bijection de [0, 1] x [0, 1] vers [0, 1].

Preuve. Le théoréme précédent dit qu’il existe une application injective de [0, 1] x [0, 1] vers
[0, 1]. Réciproquement il est facile de construire une application injective de [0, 1] vers [0, 1] x [0, 1].
Le théoréme de Bernstein-Schroeder permet de conclure. O

Corollaire 2.8.11. Il existe une bijection de R vers R2.

Preuve. Cela découle immédiatement du résultat précédent puisque les ensembles R et [0, 1]
sont en bijection. O

2.9 Quelques mots sur les fondements de la théorie des ensembles

2.9.1 Le paradoxe de Russel

Nous n’avons pas donné de définition rigoureuse de ce qu’est un ensemble, mais nous nous sommes
donnés quatre régles naturelles pour travailler avec les ensembles. Avec ces quatre régles, nous
pouvons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.9.1. Il n’existe pas d’ensemble dont les éléments sont tous les ensembles.
Preuve La preuve procéde par contradiction. On suppose qu’il existe un ensemble £ tel que

A € £ & A est un ensemble,

alors notre deuxiéme régle dit que si A € £ et B € &, alors A € B est une proposition (qui est
donc ou bien vraie ou bien fausse). C’est également le cas si A = B. Ainsi pour tout A € &, la
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proposition A € A est ou bien vraie, ou bien fausse, et elle ne peut pas étre a la fois vraie et
fausse.

En utilisant la quatriéme régle, on peut alors construire I’ensemble R de tous les ensembles qui
n’appartiennent pas d eux méme

R:={AcE|Ag¢A}

Pour cet ensemble également, la proposition R € R doit étre vraie ou fausse. Mais par définition
de cet ensemble : R € R signifie R € R et inversément R ¢ R implique R € R.

Cette contradiction signifie qu’on ne peut pas admettre que R est un ensemble, et que donc
I’hypothése qu’il existe un ensemble £ de tous les ensembles doit étre rejetée.

O]

Remarque. La nature paradoxale de I’ “ensemble” R a été découverte par Bertrand Russel en
1901. Le paradoxe de Russel nous enseigne que la théorie des ensembles n’est pas aussi simple
qu’on pourrait imaginer & l'occasion d’un premier contact avec le sujet. Pour développer rigou-
reusement la théorie des ensembles, on se fonde habituellement sur une liste de 8 ou 9 axiomes
(il y a quelques variantes) qui ont été proposés par Ernst Zermelo et Abraham Fraenkel & partir
de 1908. Nous ne donnons pas ici la liste des axiomes de Zermelo-Fraenkel, ni les développe-
ments associés, mais nous discutons briévement dans les paragraphes qui suivent quelques points
importants de la théorie.

2.9.2 L’axiome de fondation

L’aziome de fondation dit que tout ensemble non vide A, dont les éléments sont des ensembles,
contient un élément qui est disjoint de A :

VA: A£0=3C[(Ce AANCNA=0D).
Avec cet axiome, on peut démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 2.9.2. Aucun ensemble n’est élément de lui-méme.

Preuve. Supposons qu’il existe un ensemble X tel que X € X, alors le singleton { X} ne vérifie
pas ’axiome de fondation. On en conclut qu’un tel ensemble n’existe pas.
O

Exercice. Montrer qu’il n’existe pas de paire d’ensembles X et Y tels que X € Y et Y € X.

2.9.3 L’axiome de la réunion

L’axiome de la réunion dit que pour toute collection d’ensembles A (donc un ensemble dont les
éléments sont eux-mémes des ensembles), il existe un nouvel ensemble U qui contient tous les
éléments des ensembles qui appartiennent & A et seulement ceux-ci. Formellement :

zelU & dAcAetze A

On note souvent cet ensemble par UA et on 'appelle la réunion de A.
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2.9.4 L’axiome du choix

Etant donné une collection non vide d’ensembles non vides A (donc un ensemble qui contient
au moins un élément et dont chaque élément est lui-méme un ensembles non vides), on souhaite
parfois “choisir” simultanément un élément particulier de chaque ensemble de cette collection.
L’axiome du choix justifie cette construction, il s’énonce formellement ainsi :

Jf :A—UA telque VAe A: f(A) € A.

On appelle parfois cette fonction la fonction de choix.

Considérons un exemple simple. Supposons que A = P(N) \ {0} est U'ensemble des parties non
vides de N. Pour tout A € A on note f(A) le plus petit élément de A :

f(A):=min A € N.

Alors f est un exemple de fonction de choix pour A. L axiome du choix nous dit qu’une telle
fonction existe toujours, indépendamment de I'existence ou non d’une construction explicite.

Remarque. Cet axiome a été controversé durant les premiéres décennies de la théorie des ensembles.
11 semblait en effet douteux que de faire une infinité (peut-étre non dénombrable) de choix ettt un sens.
En raison de sa puissance et de son role structurant, cet axiome est aujourd’hui largement accepté en
mathématiques.

2.9.5 L’hypothése du continu

L’hypothése du continu énonce que tout sous-ensemble infini de R est ou bien dénombrable (en bijection
avec N) ou bien en bijection avec R. Georg Cantor pensait que cette hypothése est vraie et qu’elle pouvait
étre démontrée (auquel cas elle deviendrait un théoréme de la théorie des ensembles). Ce probléme a
occupé Cantor et d’autres chercheurs en logiques et en théorie des ensembles durant de nombreuses
années, mais les travaux des logiciens Kurt Godel (en 1938) puis ceux de Paul Cohen (en 1963) ont
montré que 'hypothése du continu est indécidable a partir des axiomes de Zermelo-Fraenkel. Cela signifie
qu’on peut ajouter aux axiomes de ZF ou bien I'hypothése du continu ou bien sa négation sans briser la
cohérence de la théorie des ensembles, et, par conséquent, ni I’hypothése du continu, ni sa négation ne
peuvent étre démontrée a partir des axiomes de ZF.
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Chapitre 3

Groupes, Anneaux et Corps

3.1 La notion de groupe
Définition. Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application
w:ExE—FE.

1l est commode de noter = * y = u(x,y), ou * est un méta-symbole représentant une opération concréte
et qui peut étre remplacé suivant le contexte par un symbole tel que +, -, 0, X, V, A, ...

Définition. Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition interne * qui est associative,
pour laquelle il existe un élément neutre et telle que chaque élément de G admet un inverse.

(Gl) zx(yxz2)=(xxy)*z, Vr,y,z € G (associativité).

(G2) Ilexiste e € G tel que exx =xxe=x,V x,y,2z € G (élément neutre).

(G3) Pour tout z € G, il existe un élément 2’ € G tel que 2’ xx =z x 2’ =e.

L’¢lément z’ € G s’appelle I'inverse de x. Suivant les cas il est souvent noté z~! ou —z.

Le groupe (G, %) est abélien ou commutatif s’il vérifie la propriété supplémentaire suivante :
(G4) z*y = y*x pour tous z,y € G.

Exemples.
(1) (R,+) et (R*,-) sont des groupes.

(2) Le plus petit groupe ne contient qu'un seul élément, qui est 1'élément neutre : G = {e} (on appelle
le groupe trivial) (remarquons que ’ensemble vide ne peut pas étre un groupe).

(3) Il n’y a essentiellement qu’une fagon de construire un groupe a deux éléments : G = {e,a} avec e
comme élément neutre. La loi de groupe est donnée dans la table

ISEECHEE S
[SENG K
o Q[

deux réalisations concrétes de ce groupe sont {+1,—1} avec la multiplication usuelle et {0,1} avec
I’addition modulo 2 :

* [ +1 -1 * [0 1
+1[+1 —1 0[0 1
1] -1 +1 1|1 0
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(4) I n’y a essentiellement qu’une fagon de construire un groupe a trois éléments : G = {e,a, b} avec e
comme élément neutre. La loi de groupe est donnée dans la table

(5) La soustraction z —y ne définit pas une loi de groupe sur Z (car la soustraction n’est pas associative).

Proposition 3.1.1. L’élément neutre dans un groupe est unique. De plus chaque élément d’un groupe
posséde un unique inverse.

Preuve. Supposons que e et € sont deux éléments neutres du groupe (G, *). La définition de la notion
d’élément neutre entraine alors que
e=exe=e.

Supposons maintenant que x’ et 2’ sont deux inverses de I’élément z € G. La définition de la notion
d’inverse et ’associativité de * entrainent que

/

v =exa’ = (2" xx)xa

=a"x(xx2')=a2"xe=2a".

O

Proposition 3.1.2 (Reégles de simplification). Soit (G, x) un groupe, alors pour tous z,y,u,v € G, on
a:

) uxr=uxy = r=19;
Y Y
(i) cxv=y*xv = T=y.

Nous laissons la preuve en exercice.

3.1.1 Sous-groupes et homomorphismes

Définition. Un sous-ensemble H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si c’est lui-méme un groupe pour
la loi *.

Lemme 3.1.3. Soit H un sous-groupe de (G, x), alors ’élément neutre de G est aussi l’élément neutre
de H et linverse dans H d’un élément x € H coincide avec l'inverse de x dans G.

Preuve. Notons eg I’élément neutre dans le groupe G et ey I’élément neutre dans H, nous avons alors
eq xeq = ey = ey x ey,

donc e = ey par la proposition 3.1.2. Pour prouver la seconde affirmation, on note z; l'inverse dans H
d’un élément x € H et xy; son inverse dans G. Alors

Tyxr=eg=eg=xg*x,

ce qui implique que zy = zf,.
L]

Proposition 3.1.4. Soit (G, x) un groupe. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) H # 0.
(b) z,ye H= zxyec H.

29



(¢c) x€ H=2"€ H (o0 on notex’ linverse de x dans G).

Preuve. Supposons que H C G est un sous-groupe. Alors les conditions (i) et (i) sont vérifiée par
deéfinition de la notion de groupe. La condition (iii) découle du lemme précédent car 'inverse de x dans
H coincide avec l'inverse de x dans G.

Supposons dans l'autre sens que e H C G est un sous-ensemble vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii). La
seconde hypothése nous dit alors que la restriction de * au sous-ensemble H définit une loi de composition
interne H x H = H. La troisiéme hypothése nous dit que chaque élément de H admet un inverse dans
H.
La premiére hypothése nous dit qu’il existe au moins un élément z € H (car H # (}). Avec les deux autres
hypothéses on a alors ' € H et donc

e=xxx € H.

Ainsi I’élément neutre appartient & H qui est donc bien un sous groupe de G.

Exemples de sous-groupes.
(i.) Z et Q sont des sous-groupes du groupe additif (R, +).

(ii.) Si m est entier, 'ensemble de ses multiples, Z-m = {0, m,+2m,£3m,...} est un sous-groupe de
(Z,+).

(iii.) Pour tout groupe (G, *) 'ensemble {e} C G est un sous-groupe.
(iv.) {41, —1} est un sous-groupe de (R*,x).
(v.) Sia € R*, alors I'ensemble des puissances de a, {a* | k € Z} est un sous-groupe de (R*, ).

(vi.) N et {0,1} ne sont pas des sous-groupes de (Z,+).
Tous ces groupes sont abéliens.

Définition. Si (H, x) et (G, «) sont deux groupes, alors une application f : H — G est un homomor-
phisme de groupes (parfois on dit aussi un morphisme) si pour tous z,y € H on a

flz xy) = f(x)* fy).

Un isomorphisme de groupes est un homomorphisme bijectif entre deux groupes.

Exemples.

1.) Si H est un sous groupe de (G, ), alors 'application ¢ : H — G définie par i(z) = x pour tout z € H
est un homomorphisme de groupes. C’est un isomorphisme si et seulement si H = G.

2.) Sim est un nombre entier, alors I’application f : Z — Z, définie par f(k) = k-m est un homorphisme
du groupe additif (Z, +) vers lui-méme. C’est un isomorphisme si et seulement si m = +1.

3.) Si a est un nombre réel non nul, alors I'application h : Z — R*, définie par h(k) = a* est un

homorphisme du groupe additif (Z,+) vers le groupe multiplicatif (R*,-) car
h(k +n) = a**" =a* . o™ = h(k) - h(n)

pour tous k,n € Z.
4.) L’application ¢ : Z — {+1, —1} définie par

| 41 sik est pair,
k) = { —1 sik est impair

est un homomorphisme du groupe additif des entiers vers le groupe multiplicatif & deux éléments.
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5.) Le logarithme naturel In : Ry — R est un isomorphisme du groupe (R, ) vers le groupe (R, +) car
le logarithme est une bijection de I’ensemble des nombres réels strictement positifs vers I’ensemble de
tous les nombre réels et

In(z - y) = In(z) + In(y)

pour tous z,y € R;.

Proposition 3.1.5. Soit f : H — G un homomorphisme de groupes. Notons eq, respectivement ey, les
€léments neutres de ces deux groupes. Alors

i.) flew) =eq-

i.) f(xz=t) = (f(x))~! pour tout v € H.
iii.) Im(f) = f(H) ={f(z) |z € H} C G est un sous-groupe de G (appelé I’image de f).
w.) ker(f)={x € H| f(x) =eg} C H est un sous-groupe de H (appelé le noyau de f)

Les deux résultats suivants seront démontrés en exercices.

Théoréme 3.1.6. Un homomorphisme de groupes f : H — G est injectif si et seulement si ker(f) =

{em}.

Proposition 3.1.7. Si f : H — G est un isomorphisme de groupes, alors lapplication inverse f~! :
G — H est aussi un isomorphisme. .

3.2 Les permutations et le groupe symétrique

On appelle permutation d’un ensemble non vide X toute bijection f : X — X, on note Perm(X)
I’ensemble des permutations de I’ensemble X.

Proposition 3.2.1. Pour tout ensemble non vide X, Perm(X) est un groupe si on le munit de la
composition o. L’élément neutre de ce groupe est l’application identité idx : X — X.

Preuve. L’associativité (f o g)oh = fo(goh) a déja été démontrée a la proposition 2.5.1 et I'identité
est clairement un élément neutre. Comme tout f € Perm(X) est bijectif, il existe un inverse a gauche
et un inverse & droite, il ne reste qu’a vérifier que I'inverse & gauche coincide avec 'inverse & droite. En
effet, si fog=1dx et ho f =1Idx alors

h=holdx =ho(fog)=(hof)og=Idxog=y.

Définition. Le groupe symétrique sur n symboles est le groupe des permutations de I’ensemble

[n] = {1,2,3,...,n}.
On le note S, = Perm([n]).

Proposition 3.2.2. L’ordre du groupe S, (son cardinal) est nl=1-2-3...(n—1) -n.

La preuve est facile, par récurrence.

Un exemple d’élément de Sy est la bijection o telle que o(1) = 3, 6(2) =4, 6(3) = 1 et 0(4) = 2, que
I’on peut noter

q
Il
W =
NGRS
—<— W
PO <
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ou, de maniére plus simple,

(un tel tableau s’appelle une matrice & deux lignes et quatre colonnes). Si on veut composer deux éléments
o et T de S, il suffit de juxtaposer les deux tableaux, par exemple

Lo (t23a4) (1234
o={3412) 772134
alors
1234 s 1 1 2 3 4
goT = 2 1 3 4 c'est Adire coT = 43 1 92 )
4 3 1 2

(se souvenir qu’on obtient la permutation o o 7 en appliquant d’abord 7, puis o.)

Voyons quelques définitions importantes :

Définitions 1. On dit que 0 € S,, est un k-cycle (ou une permutation cyclique d’ordre k) s'il existe
un sous-ensemble C' = {c1,¢2,¢3 ...,¢} C {1,2,3,...,n} de cardinal k tel que o(j) = jsi j & C et
o(e1) = ea, o(c2) = c3y... 0(ck—1) = et o(ck) = 1.

On peut noter un tel k-cycle par o : ¢y — ¢cg — 3+ ... — ¢ — c1, ou, plus simplement
o= (c1e9¢3 ... ¢k).
2. Deux cycles 0 = (cic2...cx) et p=(dids...dy,) sont disjoints si

{c1,c0,...,cpy N {d1,da,...,dn} =0.

Définition. Une transposition est un 2-cycle. Par exemple pour 1 < r < s < n la transposition 7 = (rs)
envoie r sur s et s sur r. Tous les autres éléments de {1,2,3,...,n} sont invariants.

Remarque. On observe que toute transposition 7 est sa propre inverse : 7 o 7 = id.

Lemme 3.2.3. Si deux cycles sont disjoints, alors ils commutent.
La preuve de ce lemme n’est pas difficile, nous la laissons en exercice.

Théoréme 3.2.4. Toute permutation p € S,, (telle que p # Id) peut s’écrire comme une composition de
cycles deux & deux disjoints. Cette écriture est unique a [’ordre des cycles prés.

(1 23 45
351 2 4

p = (13)(254).

Par exemple la permutation

peut s’écrire

Preuve. Soit p € S,,. On appelle support de p 'ensemble des éléments de {1,2,....,n} qui sont déplacés
par p.
supp(p) = {j | p(j) #Jj} € {1,2,...,n}.

Notons m = Card(supp(p)), c’est le nombre d’éléments qui sont déplacés par p. Observons que si m = 0,
alors p = id et que m = 1 est impossible (car p est une bijection). De plus. si m = 2, alors p est une
transposition, c’est donc un 2-cycle.
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On continue la preuve par récurrence sur m. Si m > 2, il existe ¢; € {1,2,...,n} tel que p(c1) = ¢ # ¢;.

Définissons ensuite c3 = p(c2),...,¢; = p(cj—1); comme le nombre de possibilités est fini, il existe un
plus petit entier k tel que p(cx) = ¢1.

Remarquons que, en raison de l'injectivité de p, les éléments {c1,...,¢cx} C {1,...,n} sont deux a deux
distincts. On définit alors le k-cycle o = (c1,¢2,...,¢x) et on considére la permutation ¢ € S, définie

par ¢ = 0! o p. Par construction, le cardinal du support de ¢ est égal & m — k < m. Par hypothése de
récurrence, ¢ est ou bien l'identité ou bien un produit de cycles de supports deux & deux disjoints, c’est
donc aussi le cas de p = o o ¢ car les supports de o et ¢ sont disjoints.

O
Lemme 3.2.5. Tout k-cycle est un produit de k — 1 transpositions.
Preuve. On vérifie facilement que
(cicacs .. .cx) = (cicx)(cicp—n))(cic(p—z)) - - - (c1,¢3)(c1, C2).
O

Corollaire 3.2.6. Toute permutation o € S, (telle que o # Id) peut s’écrire comme une composition de
transpositions (en général cette écriture n'est pas unique).

Par exemple la permutation p = (1 3)(2 5 4) de I'exemple précédent peut s’écrire p = (1 3)(2 4)(2 5).

Preuve. Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme et du lemme précédents.

3.2.1 Signature d’une permutation.

Soit n € N un entier > 2 et ¢ : [n] — [n] une application (non forcément bijective) de ’ensemble
[n] ={1,2,...,n} dans lui-méme. On définit

9(j) — (i)
Q) =[] < —— ).
L j—i
1<J
Ce produit contient () termes, & savoir un terme pour chaque paire {i, j} C [n] telle que i # j.
Proposition 3.2.7. Si ¢ est bijectif, alors Q(¢) = £1. Si ¢ n'est pas bijectif alors Q(¢p) = 0.

Preuve. Comme {1,2,...,n} est un ensemble fini, on sait que toute application de cet ensemble dans
lui méme qui est injective est en fait bijective. On a donc les implications suivantes :

¢ non bijective = ¢ non injective = 3i # j tels que ¢(j) = ¢(i) = Q(¢) = 0.

Supposons maintenant que ¢ est bijective et écrivons Q(¢$) comme une fraction Q(¢) = %, avec

N=T]](G) —o@@) et D=][G -9

i<j i<j
En utilisant que ¢ est bijectif et que la multiplication est commutative, et en notant i’ = ¢(i) et j' = ¢(j)

on voit que
N =TTle() el = [[ leG)-e@®l =] li'-1=D.

i<j #(1)<¢(4) i<y

Nous avons donc N = £D et par conséquent Q(¢) = +1. 0.
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Définitions. Une paire d’inversion d’une permutation o € S,, est un couple (4,5) tel que 1 <i < j<n
et o(i) > o(j). On note inv(o) le nombre de paires d’inversion de o :

inv(c) = Card {(i,7) [ 1 <i<j<n et o(i)>a(j)}.

On dit que o € S, est une permutation paire si inv(c) est paire et que c’est une permutation impaire
sinon.

En examinant la définition de €2, on voit que le résultat suivant est vrai :

Proposition 3.2.8. Pour toute permutation o € S, on a

+1  si o est paire,

Qo) = (-1 = {

—1 st o est impaire.

Définition 3.2.9. Ce nombre s’appelle la signature de o € S,, et se note

sgn(o) = (=1)™@) = Q(0).

Théoréme 3.2.10. L’application
sgn: S, — {+1, -1}

est un homomorphisme du groupe des permutations sur le groupe multiplicatif o deux éléments.
Preuve. Pour deux permutations quelconques 7,p € S,,, on a

Arop) =] (T(p(j))_ - T(ﬂ(l’)))

—1
1<j J

(=) (=)
:H< (P(J)i TES( ))) T <p(j)_—/_>(i)>

P p(j) —p i J—i
_ 11 (T(Jj)/:;(l )) E (P(J;:ZP(Z))
=Q(1) - Qp).

En passant a la notation sgn(o) = Q(o) on conclut que

sgn(7p) = sgn(7) - sgn(p).

Proposition 3.2.11. La signature de toute transposition est égale & —1.

Preuve. Soit 7 = (rs) € S, la transposition qui échange r et s. On suppose r < s; alors la liste compléte
des paires d’inversion pour 7 est donnée par

(i) = (rs) (i) = (rk) et (ij) = (ks),
avec r < k < s. Il y a ainsi m = 1+ 2(s — r — 1) paires d’inversion et donc

sgn(r) = (=1)™ = (—=1) 260 = 1,
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Corollaire 3.2.12. La signature d’un cycle d’ordre k est égale a (—1)+~1.

Preuve. Nous avons montré au Lemme 3.2.5 qu’un k-cycle est un produit de (k — 1) transpositions,
or nous venons d’établir que chaque transposition est de signature —1. On conclut avec le théoréme
précédent.

O

Pour calculer la signature d’une permutation, on peut donc la décomposer en produit de cycles et multi-
plier les signatures de chaque cycle. Par exemple la signature de m = (13)(254) est

sign(7) = (=1)(=1)% = —1.

Le résultat suivant est une autre conséquence immeédiate du théoréme 3.2.10.

Corollaire 3.2.13. Si on décompose une permutation en produit de transpositions de deux maniéres
différentes :
M=T107T20...0T, =pP10P20...0pPm

(avec T;, pj des transpositions), alors les nombres de transpositions ont la méme parité (i.e. k = mmod(2)).

De plus la signature de m est égale a (—1)F.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat qui illustre la richesse des groupes symétriques :

Théoréme 3.2.14 (Cayley). Tout groupe fini est isomorphe & un sous-groupe d’un groupe symétrique
Sn-

Preuve. Soit G = {¢1,92, .., gn} un groupe multiplicatif fini d’ordre n. On peut associer a tout élément
h € G une application A\, : G — G définie par multiplication & gauche :

Anigr—h-g.

Il est facile de vérifier que A1 0\, = idg. En particulier A, est une bijection, donc c¢’est une permutation
de I’ensemble G. Par conséquent il existe pour tout h € G un élément bien défini o, € S,, tel que pour
tout j € {1,2,...,n} on a
An(95) = 9o ()-
On vérifie que application ¢ : G — S,, définie par p(h) = o}, est injective et que ¢’est un homomorphisme
de groupes, par conséquent G est isomorphe au sous-groupe Im(p) C S,,.
O

3.3 Anneaux et corps

Définition. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition internes, appelées addition
et multiplication et notées + et -

AxA 55 A et AxA - A,

et qui vérifient les six axiomes suivants pour tous x,y,z € A :

(A1) L’addition est commutative : © +y =y + x.

(A2) L’addition est associative : (z +y) + 2z =2+ (y + 2).

(A3) Il existe un élément neutre pour l'addition : 3 0 € A tel que z + 0 = «.
(A4) Tout élément de Panneau posséde un élément opposé :

VeeA, 3F(—z)€A telque x4+ (—z)=0.
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(A5) La multiplication est associative : - (y-2) = (z - y) - 2.
(A6) La multiplication est distributive par rapport a I’addition :

x-(y+z)=z-y+xz-z et (z+y)-z=x-24+y-z.
Observons que les axiomes (A1)—(A4) disent que (4, +) est un groupe abélien.

L’anneau (A, +,-) est dit unitaire sl existe un élément neutre pour la multiplication (différent de 0) :

(U7) 31€Atelquel #0et 1-2=x-1=2z pour tout = € A.

L’anneau est dit commutatif si la multiplication est commutative, i.e. -y = y -  pour tous z,y € A

(rappelons que 'addition est supposée commutative dans tout anneau).

Définition. Un corps est un anneau (K, +,-) commutatif unitaire tel que tout élément non nul posséde

un inverse pour la multiplication. On a donc les 7 axiomes précédents et aussi
(K8) -y =1y-x pour tous z,y € K.
(K9) Vee K*=K\{0}, 3zt e Ktelquex -2~ ! =1.

On peut aussi définir un corps en disant que c’est un anneau unitaire K tel que K* = K \ {0} est un

groupe abélien pour la multiplication.

Ces axiomes représentent des propriétés familiéres de 1'addition et de la multiplication. Il y a natu-
rellement d’autres propriétés simples de ces opérations, mais nous n’avons pas besoin de les supposer

axiomatiquement car nous pouvons les démontrer. En particulier on a :

Proposition 3.3.1. Dans tout anneau (A, +,-) on a pour tous z,y € A
(a) z-0=0-2=0.
(b) x-(=y) = (—2) -y = —(z-y).

(c) Si lanneau est unitaire, on a (—=1) -z =z-(—1)=—z et (-1)-(-1)=1.

Preuve. Nous devons prouver ces propriétés a partir des seuls axiomes.

a) On a 0 = 0 + 0 puisque 0 est neutre pour l’addition. En utilisant maintenant la distributivité on peut

écrire

z2-0=x-(04+0)=2-0+z-0,
par la régle de simplification on a donc x - 0 = 0. La preuve que 0 - x = 0 est semblable.
b) En utilisant & nouveau la distributivité et la propriété (a), on a

O=z-0=z-(y+(~y) =2-y+z-(~y),

donc z - (—y) est Pélément opposé de x -y, c’est a dire —(z - y) =z - (—y).
On vérifie que —(x - y) = (—x) - y de la méme maniére.

c) Si Panneau est unitaire, on a
(-)-z+z=(-1)-z+1l-z=((-1)+1)-2=0-2=0,
donc (—1) - £ = —z. On prouve par un argument semblable que z - (—1) = —z. Finalement

(-1 (1) = ~(-1) =1

Notations. Dans un anneau on note habituellement 2 pour z-z et plus généralement z* pour z-z-x . .

(k fois). On note aussi  — y pour z + (—y). Dans un corps K on note aussi

pour tous z,y € K avec x # 0.

Exemples.
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1.) Le plus petit corps est ’ensemble a deux éléments {0,1} muni de la multiplication habituelle et de
I’addition modulo 2.

2.) Z est un anneau unitaire pour ’addition et la multiplication usuelle des nombres entiers.

3.) Pour tout m € N, I'ensemble de ses multiples mZ est un anneau. Cet anneau n’est pas unitaire si
m # 1.

4.) L’ensemble des nombres rationnels Q est un corps. Rappelons qu'un élément de Q est par définition
un quotient de deux nombres entiers et que ’addition et la multiplication se définissent par

a-c

= m et

c a-d+c-b
d b-d

+

e
alo
e

(pour a,b,c,d € Z, b,d # 0).

5.) L’ensemble R des nombres réels est un corps. Ce qui distingue les réels des rationnels est ’axiome
de complétude qui peut se formuler en disant que toute suite croissante et bornée d’éléments de R
posséde une limite. La description du corps des réels se fait dans le cours d’analyse.

Théoréme 3.3.2. Soit (A,+,-) un anneau commutatif unitaire fini. Supposons que cet anneau n’a pas
de diviseurs de zéro, c’est a direx-y=0=x=0 ouy =0. Alors A est un corps.

Preuve. Nous devons montrer que tout élément non nul @ € A admet un inverse. Considérons I’applica-
tion A : A — A définie par A(z) = a - x. Cette application est injective car

Az)=ANy)=a-z=a-y=a-(y—x)=0.

Or a # 0, donc y — x = 0 car Panneau A n’a pas de diviseur de zéro. Puisque ’ensemble A est fini et que
A : A — A est injective, alors cette application est aussi surjective. Il existe donc b € A tel que a - b = 1.
L’élément b € A est donc I'inverse de a € A.

O

3.3.1 L’anneau Z/mZ.

On se propose de construire une structure naturelle d’anneau sur l’ensemble {0,1,2,...,m — 1}. Cette
construction est basée sur la définition suivante :

Définition. Fixons un entier naturel m € N, on dit alors que deux entiers x,y € Z sont congrus modulo
m (ou simplement qu'ils sont égauz modulo m) si leur différence est un multiple de m : On note cette
relation z = y mod(m) (ou simplement =y mod(m)). Ainsi

r=y mod(m) & (z—y)em-Z.

Les propriétés élémentaires de cette relation sont (pour tous z,y,z € Z) :

i) z ==z mod(m).

)

ii.) Siz =y mod(m), alors y =2z mod(m).

ili.) Six =y mod(m) et y =z mod(m), alors x =2z mod(m).

iv.) Tout entier x € Z est congru modulo m & un unique élément r € {0,1,2,...,m — 1}.

Le preuve des trois premiéres propriétés est immeédiate, ces propriétés disent que la congruence modulo

m est une relation d’équivalence sur Z. La derniére propriété est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Pour tout entier positif m et tout entier relatif x il existe un unique entier q € Z et un
unique entier 0 < r < m —1 tels que
r=qm-+r.
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On dit que cette relation est la division entiére, ou division euclidienne de x par m. On dit aussi que ¢
est le quotient et r le reste de cette division.

Preuve. La preuve se divise en plusieurs cas.

Cas 1. Si 0 < x < m, alors x = r et ¢ = 0 vérifient les conditions du lemme.

Cas 2. Supposons x > m et définissons l'ensemble S = {p € N | (x — pm) > 0}. Cet ensemble est borné
car tout p € S vérifie p < z + 1. Notons ¢ le plus grand élément de S et r = x — gm. Alors » > 0 par
définition de I'ensemble S car ¢ € S et r < m car sinon on aurait

r—(q+1l)ym=r—m=>0,

qui est impossible car (¢4 1) € S. On a donc trouvé ¢,r tels que 0 <r <m —1et x =gm+r.

Cas 3. Si x < 0 on considére deux sous-cas. Lorsque x = gm avec ¢ un entier négatif il n’y a rien a faire
(on pose r = 0). Si « n’est pas un multiple de m, alors on définit ¢/, 7’ par —x = ¢'m+r" avec 0 < r’ < m.
On définit ensuite r =m —r’ et ¢ = —(¢' +1). On a alors 0 < r < m et

gn+r=—( +1)m+ (m—1")=—(¢m+1r") ==
O

Remarque. Le preuve donne ’algorithme pour trouver la division Euclidienne d’un nombre entier par
un autre. Si x,m € N, alors g est le plus grand entier tel que gm < x et r = x — gm.

Arithmétique modulaire On définit addition, la différence et la multiplication modulo m sur
lensemble {0,1,2,...,m — 1} par les régles :

somme : 2z +y mod(m) est 'unique entier de {0,1,2,...,m — 1} congru a x + y modulo m.
différence : = —y mod(m) est 'unique entier de {0,1,2,...,m — 1} congru a x — y mod. m.
produit : z -y mod(m) est 'unique entier de {0,1,2,...,m — 1} congru a x - y mod. m.

Par exemple si m = 5, alors

24+4=1 mod(5), 2—4=3 mod(5), 2-4=3 mod(5).

On peut démontrer directement & partir des définitions que la somme et le produit modulo m définissent
une structure d’anneau sur ensemble {0,1,2,...,m — 1}, mais il est plus efficace d’introduire d’abord
quelques nouveaux concepts.

Définition. La classe modulo m d’un entier x € Z est ’ensemble de tous les entiers congrus & = modulo
m. C’est donc le sous-ensemble suivant de Z :

@]m ={z+k-m|keZ}

(que l’on note aussi [z],, = £ +m-Z). Remarquons que [z, = [y]m si et seulement si = et y sont congrus
modulo m.

Le représentant canonique r d’une classe [x],, est I'unique élément de cette classe compris entre 0 et
m—1:
r=[z],N{0,1,2,...,m—1}.

C’est donc le reste de la division entiére (division euclidienne) de = par m. On note Z/mZ l'ensemble des
classes modulo m, cet ensemble est de cardinal m :

Z/mZ = {[0]m; [1m, - - -, [m — 1]m}.
On peut alors définir ’addition et la multiplication des classes modulo m de la fagon suivante :

[ + [Ym = [T+ Ylm et [2]m - [Y]m = [T Y]m-
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Proposition 3.3.4. L’ensemble Z/mZ des classes modulo m est un anneaw commutatif unitaire pour
Uaddition et la mutliplication définies ci-dessus.

Preuve. Montrons d’abord que Z/mZ est un groupe abélien pour I’addition modulo m.
L’associativité de I’addition des classes modulo m se déduit de la propriété correspondante sur les entiers :

La preuve de la commutativité de 'addition suit le méme type d’argument :

[x]m + [y]m = [‘T + y]m = [y +x}m = [y]m + ['I}m

La classe nulle modulo m est définie par [0],, = m - Z, c’est 'ensemble des multiples de m et c’est un
élément neutre pour 'addition des classes car

(@] + [0l = [# 4 Ol = [#]m-
La classe opposée de [x],, est définie par —[z],, := [—], et c’est Vopposé pour laddition car
[2]m + (=[2]m) = [#]m + [=2]m = [ + (=2)]n = [0]m.

On a donc démontré que (Z/mZ,+) est un groupe abélien. Pour voir que c’est un anneau commutatif,
il faut vérifier I’associativité et la commutativité de la multiplication des classes, la preuve est semblable
au cas de 'addition et nous la laissons au lecteur. Il faut aussi vérifier la distributivité :

[z - ([Y]m + [2lm) = [2]m - [y + 2]m
=[z- W+ 2)m
[xy+w4
M [] +h%~Mm
On vérifie en outre facilement que la classe [1],, est un élément neutre pour la multiplication. I’anneau
(Z/mZ,+,-) est donc unitaire.
O

Notons 7 : Z/mZ — {0,1,...,m — 1} Papplication qui envoie la classe [z],, € Z/mZ sur son représen-
tant canonique dans {0,1,...,m — 1}. Par construction, cette application est bijective et elle définit un
isomorphisme de 'anneau (Z/mZ,+,-) vers 'ensemble {0,1,...,m — 1} muni des opérations de somme
et produit modulo m. Cela démontre immédiatement la proposition suivante :

Proposition 3.3.5. L’ensemble {0,1,...,m — 1} muni des opérations de somme et produit modulo m
est un anneau commutatif unitaire. Cet anneau est isomorphe & 7/mZ.

Gréce a cette proposition, on peut identifier 'ensemble {0,1,...,m — 1} muni des opérations de I’arith-
métique modulaire et 'anneau Z/mZ.

Proposition 3.3.6. L’anneau (Z/pZ,+,-) est un corps si et seulement si p est un nombre premier.
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Preuve D’aprés le théoréme 3.3.2, il suffit de montrer que Z/pZ est un corps si et seulement s’il ne
contient pas de diviseurs de zero. Cela signifie que pour tous z,y € Z, on a

[z]plyly = [0, =[xl = [0], ou [yl = [0],
Mais [0], = pZ est Pensemble des multiples de p. La conditions précédente signifie que
r-yepl = x€plouycEpl.
ou encore :
si (p divise z - y), alors (p divise z) ou (p divise y).

Cette condition caractérise précisément les nombres premiers.

3.3.2 Carrés et formule quadratique.

On dit qu’un élément w d’un corps K est un carré dans le corps K s’il existe v € K tel que w = v? =

Voyons quelques exemples :

v-v.

i) 0 et 1 sont des carrés dans tout corps (car 0 = 0% et 1 = 12).
ii) On démontre dans le cours d’analyse qu'un nombre réel w est un carré dans R si et seulement si
w > 0.
iii) Les carrés du corps a 3 éléments F3 = {0,1,2} sont 0 et 1 (preuve : il suffit de vérifier que 02 = 0,
12=1et2?=1).
iv) 2 n’est pas un carré dans Q.

Démontrons cette derniére affirmation par I’absurde. Supposons qu’il existe v € Q tel que v? = 2. Comme
v est un rationnel non nul, on peut écrire v = % avec z,y € Z \ {0}. On a donc 2% = 2y2. Si on réduit
cette équation modulo 3 on obtient deux éléments (toujours notés z et y) dans F3 tels que 22 = 2y2. Or
dans le corps F3 le seul carré non nul est 1, donc 22 = y2 = 1 et I'équation précédente dit que 1 = 2, ce

qui est faux dans Fj.
O

Formule quadratique. On a le résultat suivant : Supposons que K est un corps et a,b,c € K avec
2a # 0. Alors I’équation quadratique
ar? +br+c=0

admet une solution dans K si et seulement si A = b? — 4ac est un carré dans le corps K.
Si c’est le cas, il existe une unique solution lorsque A = 0, qui est donnée par z = —% et lorsque A # 0
il y a deux solutions qui sont données par

—b+w ; —b—w
et X9 =
2a 2 2a

T =

avec v € K tel que v? = A.

On dit que A est le discriminant du polynéme ax? + bz + ¢ et on écrit les formules précédentes sous la

forme
b+ VA
2a

Preuve. Supposons que x est solution de notre équation, i.e. az? + bx + ¢ = 0. En multipliant cette
équation par 4a et en utilisant les régles de calcul dans un corps, on obtient :

.’L‘LQ = (31)

0 = 4a(az® + bz + ¢) = 4a*2?* + 4abx + dac
= ((2ax)* + dabx + b*) — A
= (2azx + b)* — v?
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car v> = A. On a donc (2ax + b)? = v? qui est équivalent a 2az + b = +v.
Inversément, supposons que x est donné par (3.1), alors en remontant les calculs précédents, on vérifie
que azx? +bx +c = 0.

O

Remarque. Dans le cas du corps R des réels, la condition “A est un carré” est équivalente & A > 0.
Dans le cas du corps C des nombres complexes, cette condition est toujours satisfaite ; nous donnons la
preuve dans le prochain paragraphe.

3.4 Le corps des nombres complexes

3.4.1 Deéfinition et propriétés de bases
Sur ’ensemble R? = R x R nous définissons deux lois de compositions internes.

(i) La somme (ou l'addition) de (z,y) et (u,v) est définie par

(z,9) + (u,v) = (z +u,y +v).
(ii) Le produit (ou la multiplication) de (z,y) et (u,v) est défini par
(z,y) - (u,v) = (2u — yv, zv + Yu).

Nous allons démontrer le résultat important suivant :
Théoréme 3.4.1. L’ensemble R2, lorsqu’il est muni de ces deux opérations, est un corps.

On appelle ce corps le corps des nombres complexes et on le note C.
Avant de donner la preuve du théoréme, il est bon d’explorer un peu l'univers des nombres complexes.
Observons d’abord que ces deux lois de compositions sont commutatives :

(@,9) + (u,v) = (w,v) + (z,y) et (2,9): (u,v) = (u,v) - (z,9).

pour tous (z,y), (u,v) € C. L’élément neutre pour I'addition est (0,0) et I’élément neutre pour la multi-
plication est (1,0) car
(L,0) - (u,v)=(1-u—0-v,1-v4+0-u) = (u,v).

11 est commode de noter simplement 0 pour (0,0) et 1 pour (1,0). Nous notons également i pour I’élément
(0,1). Un nombre complexe z = (z,y) € C se note alors z = x + iy ; ce qu’on justifie ainsi :

Nous pouvons donc redéfinir
C={z=z+iy|z,y R}

On dit alors que = € R est la partie réelle du nombre complexe z et y est sa partie imaginaire, et on
note :
x = Ré(z) et y = Im(2).

Les opérations de somme et produits de nombres complexes s’écrivent avec cette notation :
(2 + iy) + (u+ iv) = (@ +y) +i(u+0)
(x 4+ iy) - (u+ ) = (xu — yv) + i(zv + yu).

Notons en particulier que 2 = —1, car



et on dit que i est ["unité imaginaire de C. Cela nous permet de multiplier les nombres complexes comme
des expressions algébriques usuelles, en remplacant chaque occurrence de i2 par —1. Par exemple

(34+2i)-(4—5i)=3-4—3-5i+2i-4—2-5
=12+ (8 — 15)i — 104*
=22 —Ti.
L’opération qui consiste & changer le signe de la partie imaginaire d’un nombre complexe s’appelle la

conjugaison complere. Si z = x + iy, on note Z = x — iy son conjugué. La conjugaison complexe est
compatible avec les opérations de somme et de produit :

Z4+w=7Z+w, Z-w=7Z-w

Vérifions la deuxiéme relation : si z = x + iy et w = u + v, alors

(z+iy) - (u+1iv) = (zu—yv) +i(zv + yu)) = (zu — yo) — i(zv + yu)
(2~ iy) - (u—iv) = (o + i) - (u + 0)

z -

zZ-w =

s

Observons que

Ré(z) = %(Z +2z) et Im(z)= 2%(2 —Z).

On dit que le nombre complexe z est réel si sa partie imaginaire est nulle et qu’il est imaginaire (on dit
parfois purement imaginaire) si sa partie réelle est nulle. Par conséquent le nombre complexe z est réel
si et seulement si Z = z et il est imaginaire si et seulement si Z = —z. Il est également utile de remarquer
que si z = x + 1y, alors

2-Z=(x+iy) (x —iy) = 2% + 9>

On appelle module du nombre complexe z = x + iy le nombre réel |z| défini par
2| = Vz-Z = Va2 + 32
Notons que |z| = 0 si et seulement si z = 0. Observons aussi que |z - w| = |z| - |w|, car on a
2w = (z-w) - (F70) = (z-w)  (Z-W) = (- 7) - (w- W) = [ - |w]”.
Démontrons maintenant le théoréme précédent :

Preuve du théoréme. Pour prouver que C est un corps, nous devons vérifier 9 propriétés de ’addition
et de la multiplication. Les quatre premicres propriétés disent que (C,+) est un groupe abélien. La
vérification est facile et nous la laissons au lecteur (il s’agit simplement du groupe (RZ? +), produit
cartésien de (R, +) avec lui-méme).

La cinquiéme condition dit que la multiplication est associative. En effet un calcul (un peu long) nous
confirme que d’une part

(21 +iy1) (22 + iy2)] (23 + iys) =
(12223 —T1Y2Ys — Y1 T2Y3 — Y1 Y2 &3) +i(T1 T2 Y3 + T1 Y2 T3 + Y1 T2 T3 — Y1 Y2 Y3),

et d’autre part que (x1 + iy1) [(:Bg +dys) (a3 + zyg)] est égale & la méme expression. Nous encouragons le
lecteur a faire ce calcul en détail.

La sixiéme propriété est la distributivité de la multiplication sur ’addition :

21(22 —+ 23) = Z122 —+ Z1%3.

42



On a en effet

(z1 +iy1) [(z2 + iy2) + (w3 + iys)| = (w1 + iy1) [(22 + 23) + i(y2 + ys)]

= (172 + 2123 — Y1y2 — Y1y3) + i(T1 Y2 + T1 Y3 + Y172 + y173)

= (v1 22 — y1y2) +i(T1 Y2 + y172) + (21 03 — Y1y3) +i(T1 Y3 + y173)
= (

w1 +iyr) (w2 + iy2) + (71 + iy1) (w3 + iy3).

On vérifie de la méme fagon que (21 + 22)23 = 2123 + 2223. La septiéme régle est existence d’un élément
neutre pour la multiplication . Nous savons déja que 1 =1+ i -0 est cet élément. La huitiéme régle est
la commutativité de la multiplication que nous avons déja observée.

La derniére condition dit que tout nombre complexe non nul z doit avoir un inverse pour la multiplication.
Soit donc z € C\ {0}. On veut prouver qu’il existe w € C tel que z - w = 1; remarquons pour cela que si
un tel élément existe, alors on a

Z=%Z-1=Z-z-w=|2)* w.

Par conséquent w = z/|z|? vérifie z - w = 1 et on note ce nombre complexe

_ 1 zZ
== (3.2)
z |z
Nous avons ainsi vérifié que C vérifie toutes les conditions pour étre un corps.
O

Remarques 1. En particulier 'ensemble C* = C \ {0} est un groupe abélien pour la multiplication
complexe.

z
2. Le quotient du nombre complexe z par w € C* est le nombre complexe noté — et est défini par
w

Remarquons que
- w

—
W

fwl

Exemple.
3+2i  (3+2i)(4+5i) 2+23i

4-5 42 4 52 41

3.4.2 Racine carrée d’un nombre complexe

On prouve dans le cours d’analyse que la fonction u + u? est une bijection de R, dans lui-méme. Ainsi
pour tout nombre réel positif il existe un et un seul réel positif u tel que u? = x, on le note u = /z.
On sait par ailleurs que pour x > 0, I'équation u? = x admet exactement deux solutions qui sont /z et

—Jz.

Pour décrire la racine carrée d’un nombre complexe, on introduit les ensembles
Hy ={z€C|Im(z) >0}UR;y et H_={ze€C|Im(z) <0} UR_.

Notons que H; et H_ représentent des demi-plans ouverts auxquels on a ajouté une demi-droite. Ces
deux ensembles sont symétriques, i.e. z € H, si et seulement si —z € H_. De plus Hy UH_ = C et
H+ N H, = {0}

Proposition 3.4.2. La fonction w — w? définit une bijection de H, wvers C.
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Preuve. Nous devons prouver que pour tout nombre complexe z = = + iy € C, il existe un unique
w=u+iv € H; tel que w? = z. Rappelons que w? = (u + iv)? = (u? — v?) + 2iuwv, nous avons donc les
relations

Ré(z) = (u? —v?), Im(z) =2uv, |z|=|w]®* =v?+v? et v=Im(w)>0.
Par conséquent
2] + Ré(z) = 2u® et |z| — Ré(z) = 202,

et donc
Ré — Ré
PlRe) o [ -Re()
2 2
Par hypothése nous avons v = Im(w) > 0 car w € H,. Pour déterminer le signe de u on distingue trois

cas :

u==

cas 1 SilIm(z) # 0, alors u et Im(z) ont le méme signe car Im(z) = 2uv et v > 0.
cas 2 SiIm(z) =0 et z = Ré(z) > 0, alors |z| = Ré(z) par conséquent v =0 et u = /z > 0.
cas 3 Silm(z) =0 et z = Ré(z) <0, alors |z| = —Ré(z) par conséquent v = 0 et v = y/—2 > 0.

Noter que dans le cas 2 z = z est un réel positif et w = /x et dans le cas 3 z = x est un réel négatif et
w = iy/—z. Dans tous les cas il existe un unique élément w = u + iv € H_. tel que w?
complexe est donné par

= z, et ce nombre

wee JEEEG),  [E-REG) 53

ot e=+1siIm(z) >0et e=—1siIm(z) <O0.

L’argument montre que s'’il existe une solution de w? = z dont la partie imaginaire est positive ou nulle,
alors w est donné par (3.3). Pour conclure la démonstration, nous devons encore prouver que si w est
défini par (3.3), alors w? = z. Ceci ce fait par un calcul direct que nous laissons au lecteur.

0.

Nous avons immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.3. (a) Pour tout nombre complexe non nul z il existe eractement deuz solutions de

légquation w? = z,

(b) La fonction w — w? définit aussi une bijection de H_ vers C.

Définition. Pour tout nombre complexe z, I'unique élément w € H, tel que w? = z s’appelle la racine

carrée principale de z. On note w = /2.

Exemples 1. Si z =i on a |z| =1 et Ré(z) = 0. On a aussi Im(z) =1 > 0, donc

\[\[ \[\fﬂf

2. Pour trouver 1/z avec z = 5 — 124, on calcule d’abord |z| = v/52 + 122 = /169 = 13. On a alors

1345 13—-5
\/Zzi\/ 2+ —I—i\/ 5 = +3 + 2i.

Le signe dans le membre de gauche doit étre négatif car Im(z) = —12 < 0. Nous avons donc finalement

Vz = (=34 2).

Corollaire 3.4.4. Pour tous a,b,c € C I’équation quadratique az? + bz + ¢ = 0 posséde une ou deux
solutions.
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Preuve. C’est une application directe de la formule quadratique. Les solutions sont données par

—b+ Vb% —4dac
7=—"""""

2a

11 existe une ou deux solutions selon que le discriminant b2 — 4ac est nul ou non

3.4.3 Interprétation géométrique des nombres complexes

Dans le plan euclidien on représente géométriquement un nombre complexe z = x +iy € C par le vecteur
correspondant (z,y) € R%. L’axe Ox s’appelle alors 1'aze réel et I'axe Oy est I’aze imaginaire. On note

ces axes R et iR (vus come des droites dans le plan complexe C).
La somme et la différence de deux nombres complexes z1, zo correspondent alors aux opérations de sommes
et de différence vectorielles et se visualisent sur le parallélogramme de sommets 0, 21,22 et (21 + 22). Le

congugé d’un nombre complexe est le symétrique de ce nombre par rapport a I’axe réel.
Le module du nombre complexe z représente la distance euclidienne entre z et 0 (par le théoréme de

Pythagore). Plus généralement la distance entre z; = x1 + iy et 20 = x5 + iys est

dist(21,20) = /(z2 — 21)% + (y2 — ¥1)2 = |22 — 21.

iR
Z1 + 29

%V

Pour interpréter géométriquement la multiplication complexe, il est commode d’utiliser les coordoonées
polaires. Rappelons que tout élément (z,y) € R peut s’écrire sous la forme
(,y) = (rcos(f),rsin(0)),

o r = /22 + y?2 est la distance a l'origne et 0 < § < 27 représente 1’angle entre 'axe Oz et le vecteur
(2,y) mesuré dans le sens trigonométrique (Uangle 6 n’est bien défini que lorsque (x,y) # (0,0)).

Appliqué aux nombres complexes, cela signifie que tout nombre complexe s’écrit

z=r-(cos(f) +isin(h)), avecr = |z|.
On dit alors que 6 est I’argument du nombre complexe z et on note 6 = arg(z).
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Théoréme 3.4.5. Le produit des nombres complexes z1 = r1 - (cos(01) +isin(0;)) et zo = ra - (cos(2) +
1sin(6s)) est égal a

z1 - 22 = 1179 - (cos(6 + 02) + isin(fy + 62)). (3.4)
Si zo # 0, alors le quotient de ces deux nombres complexes est

LT (cos(By — Bs) +isin(6; — 05)). (3.5)
zZ2 ]

Nous pouvons aussi écrire ces résultats sous la forme

2l _ sl

|Zl~22|:|2’1|~‘2’2|, = |22|

z2
et
z
arg(z1 - ) = ara(z1) + arg().  arg () — arg(er) — arg(zs).

Preuve. En appliquant la définition de la multiplication complexe nous avons :

2120 = (7’1 cos(01) + i sin(@l)) . (’I”Q 008(92) + iry Sin(az))
= r1ra(cos(fy) cos(fz) — sin(6) sin(h2)) + ir1ra(cos(61) sin(bz) + sin(by) cos(6z)).

La formule (3.4) est donc une conséquence des formules d’addition d’angles pour les fonctions trigo-
nométriques. Rappelons que ces formules s’écrivent :

cos(fy + 02) = cos(f;) cos(fz) — sin(f; ) sin(hs).
sin(f 4 63) = cos(61) sin(hz) + sin(f;) cos(62).

Pour prouver la formule du quotient (3.5), on note

w= % = s (cos(p) +isin(p)).

On doit déterminer s et . En appliquant (3.4) a la relation w - 25 = 21 on obtient
ro=s-1r1 et Oy =p+06,

c’est-a-dire :
z21

22

:|w|:5:% et @:92*91.
2

O

Remarque. La somme de deux angles dans intervalle [0,27) n’est pas toujours contenue dans cet
intervalle. La fagon la plus élégante de résoudre cette difficulté est de considérer que 'argument d’un
nombre complexe est bien défini modulo 2.

Ce théoréme conduit a linterprétation géométrique suivante : l’effet de la multiplication du nombre
complexe w par z est de multiplier sa longueur par un facteur |z| et de la faire tourner dans le sans
positif d’un angle égal & 'argument de z.

En particulier la multiplication par i correspond & une rotation d’angle 5 dans le sens positif.

Corollaire 3.4.6 (Formule de Moivre). Pour tout nombre complexe z = r - (cos(0) 4+ isin(6)) non nul et
tout entiern € Z on a
2" =7r" - (cos(nh) + isin(nh)). (3.6)

De facon équivalent, on peut écrire

[z"] = |2|", et arg(z")=n-arg(z) (modulo 2m).
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Preuve. Considérons d’abord le cas n > 0. Pour n = 0 la formule dit que
1=2°=7%(cos(0) + isin(0)),

qui est évidemment vrai. Supposons la formule démontrée pour n > 0 et appliquons ’hypothése de
récurrence et le théoréme précédent au calcul suivant :

2" = 2. 2" =1 (cos(#) +isin(f)) - ™ - (cos(nf) + isin(nd))
=7 -7"(cos(d + nb) + isin(f + nbh))
=" (cos((n 4+ 1)8) + isin((n + 1)8)).
On a donc démontré (3.6) pour tout entier positif ou nul.

1
Sin <0, alors 2" = — et la formule (3.6) se déduit du cas n > 0 et de (3.5).
z

Une application de la formule de Moivre.
On obtient cos(nf) en prenant la partie réelle et sin(nd) en prenant la partie imaginaire de 1’égalité

cos(nf) + isin(nf) = (cos(f) + isin(6))" = Z (Z) i* sin(0)* cos(9)"F.
k=0

Notons pour le calcul que i = +1 si k est pair et i¥ = £ si k est impair.

Exemple. La partie réelle de la formule nous donne pour n =4 :
cos(40) = cos*(0)) — 6sin?(x) cos?(0)) + sin*(6)),

et la partie imaginaire est
sin(46) = 4sin(0) cos®(0) — 4sin®(0) cos(h).

3.4.4 L’exponentielle d’un nombre complexe.
Rappelons que 'exponentielle d’'un nombre réel = est définie par la série entiére :

2 1173 174

DQI x
:E =1 — 4+ —+ =
exp(x k +x+2+ +24+

La convergence de cette série est démontrée dans le cours d’analyse, de méme que les propriétés fonda-
mentales de cette fonction. La propriété la plus importante est que ’exponentielle est un homomorphisme
du groupe additif (R, +) vers le groupe multiplicatif (R, ), c’est & dire qu’on a

exp(z1 + x2) = exp(x1) exp(x2)

pour tous z1, x5 € R. L’exponentielle de 1 s’appelle la nombre d’Euler et se note

=1
e =exp(l ZE_1+1+2+6+Q+ .= 2718281828459 . ..
k=0

L’exponentielle de x € R se note également exp(x) = e*.

On peut aussi démontrer que la série exponentielle converge pour tous nombre complexe z et défini un

élément de C :
<k

e =exp(z) = E eC.
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L’application z — e* est un homomorphisme de (C, +) vers (C, ) :

ez1+ZQ — %1 . g%2
pour tous z1, 29 € C. Nous énongons le théoréme suivant sans démonstration :

Théoréme 3.4.7. L’exponentielle complexe est l'unique homomorphisme de (C,+) vers (C*,-) qui est
différentiable et qui envoie 1 sur e.

Ce théoréme nous permet de démontrer le résultat fondamental suivant :

Corollaire 3.4.8. Pour tout z=x+ 1y € C on a
e” = e"(cos(y) + isin(y)). (3.7)

Preuve. Notons f(z) la fonction définie par f(x +iy) = e"(cos(y) + isin(y)). Cette fonction est diféren-
tiable car les fonctions exponentielle (réelle), sinus et cosinus sont différentiables. En utilisant (3.4), nous
avons

f(z1)-f(22) = e (cos(y1) + isin(y1)) - e*(cos(y2) + isin(y2))
= e"1e"? - (cos(y1 + y2) + isin(y1 + y2))
Tit+Ta (cos(y1 + y2) + Zbln(yl + y2))

= f(z1 + 22).

=€

L’application f est donc un homomorphisme de (C, +) vers (C, ) et comme f(1) = f(1+4-0) = e, nous
concluons par le théoréme précédent que

¢ = f(2) = *(cos(y) + isin(y)).
O

La formule (3.7) est diie & Euler, et ¢’est 'une des formules fondamentales en mathématiques. Notons en
particulier que pour tout ¢t € R elle dit que

e’ = cos(t) +isin(t) et e " = cos(t) —isin(t) = el
De fagon équivalente

it —it it —it
cos(t) = Ré(ezt) _ % et sin(t) = Im(ezt) _ %

Soulignons aussi la magnifique identité d’FEuler

qui relie les nombres 0,1,7, 7 et e.

Notons que la formule (3.7) nous permet d’écrire la forme polaire d’un nombre complexe sous la forme
z=re', (3.8)

our = |z| et # = arg(z). Nous concluons ce paragraphe par le résultat suivant qui généralise la proposition
3.4.2.

Proposition 3.4.9. Pour tout nombre complexe non nul z et tout entier n > 1 il existe exatctement n
solutions de l’équation w™ = z.
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La preuve est une application trés simple de la formule (3.8). Notons z = re?, alors les nombres complexes

. 2 2
wy, = %_ez(e/n-s-zwk/n) = - [cos <M> + isin (Wr)} (3.9)

n

sont deux-a-deux distincts pour k= 0,1,...,n — 1 et vérifient tous (wy)" = z.

O
Remarque. On vérifie facilement que lorsque n = 2 et k = 0, la formule (3.9) est équivalente a (3.3). A
savoir elle définit I'unique racine carrée de z telle que Im(w) > 0 (et Ré(w) > 0si z € Ry).

La formule la formule (3.9) nous dit aussi que les nombres complexes

G = e'CTR/M) = (og (ka> + isin <2k7r)
n n

vérifient (' = 1; on les appelles les racines n'®™¢ de l'unité. Géométriquement ils forment les sommets
d’un polygone régulier sur le cercle unité.

Le pentagone ci-dessous représente les racines 5™¢ de I'unité et I’heptagone indique les racines 7¢™¢ de
Punité.

A
G &2

&1
G

G
&6

G4 &s

Finalement nous énoncons le théoréme fondamental de 1’algébre, qui sera démontré dans le cours d’analyse
complexe.

Théoréme 3.4.10 (Théoréme fondamental de 'algébre). Soit f(z) = ag + a1z + az2? + - + anz™ un
polynome quelconque & coefficients complexes. Sin > 1, alors ce polynéme admet (au moins une) racine
réelle : il existe zg € C tel que f(z) = 0.

3.4.5 Logarithme naturel d’un nombre complexe.

Nous voudrions définir le logarithme naturel d’'un nombre complexe comme l'inverse de I’exponentielle,
toutefois un probléme se pose du fait que I’exponentielle complexe n’est pas une fonction injective. En
effet, pour tout z € C, on a par la formule (3.7)

exp(z) =exp(z’) & 2/ =z+2irk pour un certain entier k € N.

Ce probléme se résout en prescrivant un intervalle semi-ouvert de longueur 27 pour 'argument de la
variable complexe considérée. Cela nous conduit & la définition suivante :

Définition. Le logarithme naturel de w € C\ {0} est la fonction In : C\ {0} — C définie par la formule

In(w) = In(r) + 46,
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ot 7 = |w]| est le module de w et § = arg(w) est 'argument de w que nous choisissons dans l'intervalle
(77“ 71—] .

Le logarithme naturel est un inverse & droite de ’exponentielle :
exp(In(w)) = w,
et c’est un inverse a gauche modulo 2i7 :
In(exp(z)) = z (modulo 2i) .

Notons encore que le logarithme naturel ne défini pas un homomorphisme de groupes (C\{0},-) — (C,+),
mais nous avons la formule

In(wy - wg) = In(wy) + In(wsz) (modulo 2ir),

qui se déduit facilement du théoréme 3.4.5.
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Chapitre 4

Espaces vectoriels

4.1 Définitions et premiers exemples.

Pour motiver la définition des espaces vectoriels, nous commengons par une constructions simples sur les
groupes abéliens. Soit donc (V,+) est groupe abélien et k € N un entier. On peut alors définir pour tout
élément v € V un nouvel élément

k-vi=v+v+---+veV.

k termes

On peut aussi définir 0- v comme étant ’élément neutre de V et si k est un entier négatif, on définit k- v
comme étant ’opposé de (—k) - v. On a ainsi défini une opération externe

ZxV — V
(k,v) — k-v.

1l n’est pas difficile de vérifier les propriétés suivantes (pour tous v,vi,v2 € V' et k, k1, ko € Z) :

1.) (k1+k2)-vzk1-v+k2-v.
ii.) k~(v1+v2):k-vl+k‘~v2.
) ]{71-/{2)'7):/{1~(k‘2-’0).

)

iii.) (
1-v=nw.

1v

En général, il n’est pas possible de définir un élément % - pour un élément v € V, ni a fortiori /2 - v,
7 - v, etc. Le concept d’espace vectoriel nous permet d’étendre 'opération v — k - v précédente a tout
élément k£ € R, et méme a tout élément d’un corps quelconque.

Définition. Soit K un corps. Un espace vectoriel sur le corps K (on dit aussi un K-espace vectoriel) est
un groupe abélien (V,+) muni d’une loi de composition externe

KxV =V,

notée multiplicativement (A,v) — A - v, et pour laquelle on admet les quatre propriétés suivantes pour
tous v,w € V et tous A\, u € K.
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Remarques. Les éléments de I'espace vectoriel V' sont appelés les vecteurs et les éléments du corps K
sont appelés les scalaires. Il faut se souvenir qu’il y a deux éléments nuls : I’élément neutre du groupe
(V,+) et I’élément neutre du groupe (K, +). Si on souhaite éviter un risque de confusion, on note O € K
le zero scalaire et Oy € V' (ou 0) le zero vectoriel.

Exemples d’espaces vectoriels.

1.

Le plus petit espace vectoriel ne posséde qu’un élément : V = {0y }, on 'appelle I'espace vectoriel
nul ou I’espace vectoriel trivial.

2. Tout corps K est un espace vectoriel sur lui-méme.

Plus généralement, si K est un sous-corps d’un corps L, alors L est un K-espace vectoriel. En
particulier C est un R-espace vectoriel et R est un Q-espace vectoriel.

L’ensemble de n-tuples d’éléments du corps, i.e. I’ensemble
K" ={(z1,29,...,2,) | z; € K}

est un espace vectoriel si 'on définit ’addition interne et la multiplication par un scalaire terme-
a-terme :

(xlvaa”'wrn) + (ylvyZa"'7yn) = (1’1 +y17$2 +y27~"7xn +yn)7
et
A (z1, 20, yxn) = (A, Aoy ATy
Si Vi et V5 sont deux espaces vectoriels, alors le produit cartésien Vi x Vo admet aussi une structure
naturelle d’espace vectoriel.

Si X est un ensemble non vide quelconque, on note KX l’ensemble des fonctions f de X vers K.
Alors KX est un espace vectoriel si on définit f + ¢ et A - f par

(f+9)(@) = flx) +g(x) et (A f)l@)=X-(f(2))

(remarquer que dans cet exemple, les “vecteurs” sont les fonctions f: X — K).

Si I C R est un intervalle, ’ensemble des fonctions f : I — R qui sont continues forme un espace
vectoriel sur le corps R pour les opérations définies dans I’exemple précédent. On le note CO(I).

On appelle mondome d’indéterminée t a coefficient dans K une expression a -t% otta € K et d € N
est appelé le degré du monoéme. Un polyndme est une somme de mondmes :

P(t) = ap + ait + ast?® + -+ - apt™.

La somme de deux polynomes s’effectue en sommant les monémes de méme degré, et la multi-
plication par un scalaire A € K s’effectue aussi sur chaque monoéme. L’ensemble des polyndmes a
coefficients dans le corps K est ainsi un K-espace vectoriel, on le note K[t].

Proposition 4.1.1. Soit V' un espace vectoriel sur le corps K, on note Oy € V le zero vectoriel et
O0x € K le zero scalaire. Alors, on a pour tous \,u € K etveV :

a) )\'OV:OV.
b) O -v=0y.

c) SiA-v =0y alors ou bien A\ = 0k, ou bien v = Oy.

d) (=

A -v=A(—v)=—(A-v).

e) A—p)-v=Xv—p-o.
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Preuve. (a) On a pour tous A € K et v € V
/\'OVZ)\'(Ov—FO\/):/\'OV—F)\-Ov,

En simplifiant & gauche (i.e. en ajoutant —(A - 0y) ), on obtient Oy = X - Oy

(b) C’est le méme type de raisonnement que pour (a) : on a
OK'U:(OK-i-OK)"U:OK'U—i-OK'U,

en simplifiant on trouve Og - v = Oy .

(c) Supposons que A -v = Oy et que X # 0. Alors il existe A\=! € K (I'inverse multipliciatif de \) et on a

v=1-v=A"A) o= A-v)=A"" 0y =0y

(d) On a

Oy =0r-v=A+(=N)-v=X v+ (=)o
donc (—A) - v = —(A-v). De fagon similaire, on a

A(—v)+ A v=A-(—v+v)=X-0y =0y
et on conclut comme dans le cas précédent que A - (—v) = —(A - v).

(e) Finalement, on a

A=) v=A+(=p) v=Av+(—p)v=XAv+(—p-v)=Xv—p-v

4.2 Sous-espaces vectoriels et applications linéaires

Définition. Si V est un espace vectoriel sur le corps K et W C V, alors on dit que W est un sous-
espace vectoriel (abrégé s.e.v.) si W est un espace vectoriel pour les mémes opérations d’addition et de
multiplication par un scalaire que dans l’espace vectoriel V.

Proposition 4.2.1. Une partie W d’un K -espace vectoriel V' est un sous espace vectoriel si et seulement
si W # 0 et pour tous \€ K etv,w € W, on a

ANveW et vt+weW.

Preuve. La preuve est trés simple. Montrons d’abord que pour tout w € W on a (—w) € W. En effet
on a d’aprés ’hypothése de la proposition :

weW = —w=(-lweW.

Comme d’autre part W est non vide, alors v,w € W = v+ w € W. Le sous-ensemble W C V est
donc un sous groupe de (V,+). La loi de multiplication par les scalaires K x W — W est bien définie par
hypothése et les conditions (i) & (iv) de la définition d’espaces vectoriels sont a fortiori satisfaites pour
W puisque V est un K-espace vectoriel. Ainsi W est bien un espace vectoriel sur le corps K.

O

Définition. Une notion importante est la suivante : on dit qu'une expression du type
Av+p-w

ou A\, u€ Ketov,weV estune combinaison linéaire de v et w.

93



On peut alors reformuler la proposition précédente en disant que W C V est un sous-espace vectoriel si
et seulement si W est non vide et est stable pour les combinaisons linéaires :

(v,weW e ANpeK) = -v+p-w)eW
On peut généraliser cette condition & des combinaisons linéaires de plus de deux vecteurs :
T
NEK et vieW (i=1,...,r) = Y v, eW.
i=1

Définition. Si V' et W sont deux espaces vectoriels sur le méme corps K, alors on dit qu'une application
f:V — W est une application linéaire (ou K-linéaire si on veut préciser le corps) si elle respecte les
combinaisons linéaires, i.e. si pour tous A\, u € K et v,w € V, on a

FO-v+pew) = A f(0) + - f(w).

A nouveau, on peut généraliser cette relation & des combinaisons linéaires de plus de deux vecteurs :

FO Xiv) =Y N+ f(vi).
i=1 i=1

Proposition 4.2.2. f: K" — K est une application linéaire de K™ vers K si et seulement s’il existe
ai,as,...,a, € K tels que pour tout © = (x1,2,...,2,) € K™ on a

n
fler,xo,...,xpn) =a1-x1+as 22+ ...+ ay -, = E a; - T;.
i=1

Preuve. On vérifie directement qu’une telle application est linéaire. Supposons réciproquement que
f: K™ — K est une application linéaire quelconque, on considére les vecteurs ey, es, ..., e, € K™ définis
par

e1 = (1,0,0,...,0), e3 = (0,1,0,...,0),..., ep, = (0,0,0,...,1)
(i.e. toutes les coordonnées de e; sont nulles, sauf la i®™° coordonnée qui vaut 1). Le systéme de vecteurs
{e1,ea,...,e,} s'appelle la base canonique de K™.

Alors tout vecteur z € K", s’écrit comme combinaison linéaire des e; :
)

n
= (r1,T2,...,Tp) =X1-€1+To -3+ ...+Tp- €y = g T;- €.
=1

Posons a; := f(e;), alors a; est un élément de K et comme f est linéaire, on a

n n n
f@)=fOQ mive) =Y i fle) = ai-x;.
i=1 i=1 i=1
O
Exemples d’applications linéaires.
1. On vient de prouver que toute application linéaire de K™ vers K est de la forme f(x1,z9,...,2,) =
a1-x1+ a2 -Ta+ ...+ a, - x,, avec a; € K pour tout 1 =1,2,...,n.

2. Si X est un ensemble quelconque et a € X, alors 'application d’évaluation e, : KX — K définie par

ea(f) := [f(a)

est linéaire.
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3. Les applications m : V3 x Vo — V} et mo : V] X Vo — V4 définies par mq(v1,v2) = vy et ma(vy,va) = vy
(appelées projections canoniques) sont linéaires.

4.5 f:V—o>Wetg:V — W,alors (A- f+ u-g) est aussi une application linéaire de V' vers W pour
tous A\, u € K.

5.S1 U, V, W sont trois K-espaces vectorielset sig: U — V et f : V — W sont des applications linéaires,
alors la composition fog:U — W est une application linéaire.

6. L’intégration
b
fr—>/ f)de

définit une application lindaire de C°([a, b]) vers R.

Proposition 4.2.3. Si f: V — W est une application linéaire entre deur K-espaces vectoriels, alors
(a) f(Ov) = Ow

(b) Le noyau de f, i.e. Ker(f)=f"1(0w)={x €V | f(x)=0w} est un sous-espace vectoriel de V.
(c) L’image de f, i.e. Im(f) = {f(v) | v € V'} est un sous-espace vectoriel de W.

(d) L’application f est injective si et seulement si Ker(f) = {0y }.

Preuve. Notons Ox € K le scalaire nul, i.e. le zero dans le corps K.

(a) Si f est une application linéaire, alors f(0y) = f(0x- = V) = 0k f(0y) = Ow .

(b) Notons d’abord que Ker(f) # 0 puisque Oy € Ker(f). Si vy,v2 € Ker(f) et A\, u € K, alors

F(Avr + pwe) = Af(v1) + pf (v2) = A0w + 0w = Oy

donc Av + pw € Ker(f) ce qui prouve que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de V.

(c) Notons d’abord que Im(f) # 0 puisque Oy € Im(f). Supposons que A, p € K et wy, ws € Im(f) alors
par définition il existe vy,vy € V tels que f(v1) = wy et f(v2) = we et nous avons

Aw + pwa = Af(v1) + pf(v2) = f(Avr + pva) = f(v)

avec v = Avy + puve € V. Donc Awy + pwge € W.
(d) Si f est injective, alors Ker(f) = {0y} car on sait que f(0y) = Oy, donc

veKer(f) = f(v)=0w = f(O0y) = v=0y.

Pour montrer Paffirmation réciproque, on suppose que Ker(f) = {0y } et on prouve que ceci implique que
f est injective. En effet, on a pour tous vy,v € V :

fv1) = f(v2) = f(v1) = flv2) =0w = f(v1 —v2) = 0w

= (v1 —wvy) €Ker(f) = (v —wv2) =0y

= U1 = V.
O

Exemples de sous espaces vectoriels

1. Si V et W sont des espaces vectoriels et f : V — W est linéaire, alors Ker(f) C V est un sous-espace
vectoriel (voir plus haut).
2. En particulier,

{(z1,22,...;2p) E K" |a1-x1 + a2 22+ ...+ ayp -z, =0}

est un sous-espace vectoriel de K.
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3. Si Wy et W5 sont deux sous-espaces vectoriels de V', alors W7 N W5 est aussi un sous-espace vectoriel
de V.
4. Si Wy et W5 sont deux sous-espaces vectoriels de V', alors I’ensemble

{u)1 + woy | wy € Wi, wo EWQ}CV

est encore un sous-espace vectoriel de V. On le note Wiy + Wy et on l'appelle la somme vectorielle de Wy
et WQ.

4.3 Familles libres, liées, génératrices et bases.

4.3.1 Définitions

En algébre linéaire, on parle souvent de famille de vecteurs. Ce mot est synonyme de sous-ensemble, ou
partie, d’'un espace vectoriel donné V. Une famille de vecteurs peut étre finie ou infinie.

Définition. Si F C V est une famille de vecteurs du K-espace vectoriel V', alors on dit qu’un vecteur
v € V est combinaison linéaire d’éléments de E si on peut écrire

V=AU + Xv2 + -+ AU,
ot {v1,v9,...,um} C E et {A1,X\a,..., A} C K. La combinaison linéaire est dite triviale si chaque
A; = 0 (dans ce cas on a bien siir v = 0).

Définition. Soient V' un K-espace vectoriel et E C V une famille non vide. On dit qu’un vecteur w € V'
est engendré par E si w est combinaison linéaire d’éléments de E. On note Vec(E) I’ensemble des vecteurs
engendrés par F, ainsi w € Vec(FE) si et seulement sl existe {v1,va,..., 0} € Eet {A,A\a,..., Ay} CK
tels que

W= AU + AU + -+ + A\ Upn-
Si E est ’ensemble vide, alors on convient que le sous-espace vectoriel engendré est le sous-espace trivial,
i.e. Vec(0) = {0v}.

Exemple. On souhaite vérifier si les vecteurs (1,2, 3) et (3,0, 1) de R appartiennent &4 W = Vec({(4, 5, 6), (7,8,9)}).
Considérons d’abord le premier vecteur, la question est celle de 'existence (ou non) de A, u € R tels que

(1,2,3) = \(4,5,6) + 1(7,8,9) = (4\ + T, 5BA + 8, 6\ 4 9p).
Il s’agit donc de décider si on peut résoudre le systéme de trois équations a deux inconnues suivant :
AIAN+Tp =

SA+8u =
6\ +9u =

Ce systéme est simple a résoudre, il y a une unique solution qui est A = 2, u = —1. Ainsi (1,2,3) est la
combinaison linéaire suivante de (7,8,9) et (4,5,6) :

(1,2,3) =2 (4,5,6) — (7,8,9),

et c’est donc un élément de W.
Pour le second vecteur, le systéme a résoudre est

AIAN+Tn =
SA+8u =
6A+9u =
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Ce systéme n’a aucune solution (on dit qu’il est incompatible). Pour le voir on peut soustraire la premiére
équation de la seconde, puis la seconde de la troisiéme, cela donne

Adp = =3
Ad+p =1

Qui n’a clairement aucune solution, par conséquent (3,0,1) ¢ W.

Proposition 4.3.1. Soit E C V un sous-ensemble d’un espace vectoriel V. Alors Vec(E) est un sous-
espace vectoriel de V' ; et c’est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient E.

Preuve. Si F = ) alors Vec(F) = {0} et il n'y a rien & montrer. Supposons donc que £ C V est
non vide, et notons W = Vec(E), c’est donc ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’é¢léments
de F, i.e. w € W si et seulement s’il existe vy,ve,..., v, € F et A1, Aa,..., A\ € K tels que w =
A1v1 + Agvg + - -+ + A\ Um. On doit prouver que W est un sous-espace vectoriel de V.

11 est clair que E C W, donc en particulier W # (), supposons maintenant que w,w’ € W et o, € K,
alors on peut écrire

W= A\v1+ Aoy 4 -+ A et w = Nio) + Novh + -+ N vl

ou tous les A;, \'; appartiennent & K et tous les v;, vg- appartiennent & E. On a alors

aw + B’ = advy + adgvs + - - 4+ AU 4 BN 1V + BN g0 + -+ BN 0

qui est encore une combinaison linéaire d’éléments de E, donc aw + Sw’ € W. On a donc montré que W
est stable pour les combinaisons linéaires, c¢’est donc bien un sous-espace vectoriel.

11 est clair que E C W (pour tout v € E on peut considérer la combinaison linéaire 1 - v), d’autre part
si U C V est un autre sous-espace vectoriel qui contient F, alors il doit contenir toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de F, il doit donc contenir W. On a donc W C U C V et W est ainsi bien le plus

petit sous-espace vectoriel qui contient F.
O

Définition. On dit que la famille £ C V est liée si on peut écrire 0 € V comme combinaison linéaire
non triviale d’éléments de F, i.e. sl existe {A1, Ag,..., A} € K et {v1,ve,...,vn} € E tels que les \;
ne sont pas tous nuls et

AU+ Aqvg + - - + AU, = Oy

On dit aussi que les vecteurs de E sont linéairement dépendants.
Lemme 4.3.2. Une famille E C'V contenant au moins deuzx éléments est liée si et seulement si l'un des
éléments de E peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.
Preuve. Si E C V est liée, alors zero s’écrit comme combinaison linéaire non triviale d’éléments v; € E :
0= AMuv1 + Xovg + -+ + AU,
avec au moins un des \; # 0. Supposons par exemple que A, # 0, alors on a
U, = {101 + [2U2 + - =+ [y —1Um—1,

avec [, 1= —;‘—" pour:=1,2,...,m— 1.
m
Inversément, supposons qu’un élément v € E soit combinaison linéaire d’autres éléments v; € E :

v = )\1’(}1 +)\2”U2 +~|>>\m’l)7n7
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(avec v; # v pour tout ), alors on a une combinaison linéaire non triviale d’éléments de E qui donne
Zero :
)\1v1+)\2v2+---+)\mvm—v=0.

O

Définition. La famille E C V est libre si elle n’est pas liée, i.e. toute combinaison linéaire d’éléments de
FE qui donne le vecteur nul est triviale :

)\1U1+>\202+"'+)\m’l}m:0v = AM=X=...= ), =0.
On dit aussi que les vecteurs de E sont linéairement indépendants.
Remarquons que, par définition, I’ensemble vide est une famille libre.

Exemples 1. Les vecteurs (1,0) et (1,1) sont linéairement indépendants dans K2 pour tout corps K
(donc la famille {(1,0),(1,1)} est libre).

Preuve. Si A(1,0) 4+ p(1,1) = (0,0), alors

A+

et donc p =\ =0.
2. Si une famille £ C V contient le vecteur nul, alors elle est liée.

3. La famille {v,w} C V est liée si et seulement si ces vecteurs sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement
s'il existe A € K tel que v = Aw ou w = .

4. Les fonctions sin et cos sont des vecteurs linéairement indépendants de 1'espace vectoriel C°(R,R,)
des fonctions continues de R dans R.

Preuve. Supposons que a - cos+b - sin soit la fonction identiquement nulle, i.e. acos(z) + bsin(z) = 0
pour tout x € R, alors en particulier 0 = a - cos (g) 4+ b -sin (g) =a-04+b-1, donc b =0 et de méme
0=a-cos(0)+b-sin(0) =a-14+0b-0, donc a =0.

Proposition 4.3.3. Tout sous-ensemble d’une famille libre d’un K-espace vectoriel Vest une famille
libre.

On peut reformuler cette proposition ainsi : Toute famille de V' qui contient une famille liée est elle-méme
liée.

Preuve. Soit £ C V une famille libre et S C E. S’il existe {A1, Ao, ..., A} C K et {v1,v9,...,0,,} C S
tels que A\jvy 4+ Aovg + -+ - + A\pvpm = Oy, alors tous les A\; sont nuls car les v; appartiennent & F qui est

une famille libre. Par conséquent S est aussi une famille libre.
O

Définition. On dit que la famille E C V' engendre 'espace vectoriel V si V' = Vec(E), i.e. tout vecteur
de V peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de F :

VweV, A, ..., A €K, 3 v1,v9,- , 0 €EE t.q. w=Av1 + Aovo+ -+ AU

On dit aussi que E est une famille génératrice pour V.

Remarquons que tout espace vectoriel contient des familles génératrices (on peut prendre ’espace vectoriel
V lui méme).

Il est évident & partir de la définition que toute famille de V' qui contient une partie génératrice est
elle-méme génératrice.
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4.3.2 Bases et dimension

Définitions. a.) On dit qu'un espace vectoriel V' est de génération finie (ou de dimension finie) s’il
existe une famille finie £ de V qui engendre V. Dans le cas contraire, on dit que V est de dimension
infinie.

b.) La famille B C V est une base de P’espace vectoriel V' si B est une famille libre et si B engendre V.

Exemple. La famille £ = {(2,1),(1,—1),(5,1)} est une famille li¢e dans l'espace vectoriel R? car on
peut trouver A\, u, v € R tels que

>‘(27 1) + :u(la 71) + V(la *2) = (O7O)a

on peut par exemple choisir A = 1,u = —5 et v = 3. En revanche, on peut facilement vérifier que les
trois sous-familles {(2, 1), (1,—1)}, {(2,1),(5,1)} et {(1,—1),(5,1)} sont des bases de RZ.

Théoréme 4.3.4. La famille B est une base de l’espace vectoriel (non nul) V' si et seulement si tout
vecteur v € V' non nul peut s’écrire d’une unique maniére comme combinaison linéaire d’éléments de B
(on ne tiens pas compte des coefficients nuls).

Preuve. Par définition toute base engendre l'espace vectoriel V', donc tout vecteur de V' peut s’écrire
comme combinaison linéaire d’éléments de B. Il faut montrer I'unicité de cette écriture.
Supposons que

T = AU1+ AU + -+ AU = pliwn + paWe + -0+ lpWy

avec v;,w; € B et \j,u; € K* (rappelons que K* = K \ {0}). Notons s = Card({vi,v2,...,0m} N
{wi,wa,...,w,}), donc s est le nombre de vecteurs communs entre les v; et les w;. Quitte & renuméroter
les vecteurs, on peut supposer que

V] =Wy, Vg = Wo Vs = Ws.
On a alors

O=z—xz=(A —p1)vr+ ...+ (As = ths)Vs + As41Vs41 - + AU — Psp1Wsi1 + -+ + fnWn,
c’est une combinaison linéaire d’éléments de B qui donne zéro. Puisque B est une famille libre, on a

A — 1) =-=Ns — fls) = Asg1 =+ = Amn = flos1 = -+ = fiy = 0.
Or nous avons supposé A; # 0 et u; # 0. On en conclut que m = n = s et que A\; = p; pour tout 7.

Pour prouver la réciproque, nous allons montrer que si B est une famille liée, alors il existe ou moins un
vecteur de V' qui peut s’écrire de deux maniéres différentes comme combinaison linéaire d’éléments de B.
Nous distinguons le cas ott B contient le vecteur nul et celui ou tous les vecteurs de B sont non nuls.

Si vy = 0 € B, alors il existe au moins un autre vecteur vy € B non nul (car on a supposé que V n’est pas
Pespace vectoriel nul). Nous avons alors deux fagons d’écrire le vecteur vo comme combinaison linéaire
d’élément de B car vo =1-v9 =1 -v1 +1-vs.
Considérons maintenant le cas o B est B est une famille liée qui ne contient pas le vecteur nul. Alors
on peut écrire

A101 + Agv2 + -+ Ao = 0,

Avec les v; € B et les \; € K non tous nuls. Supposons par exemple \; # 0, alors on obtient deux fagons
d’écrire le vecteur Ajv; comme combinaison linéaire d’éléments de B :

AV = =AU — - — AU,
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- p- 58; Théoréme 4.3.4 : si on exclut le vecteur nul la preuve n’est pas suffisant : Pour montrer 'implication

"<="_on doit d’abord montrer que 0 n’appartient pas & B (sinon, v; = 0 est possible)

Exemples 1. Les vecteurs e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,1) forment une
base de K™ car tout z = (x1,22,...,2,) s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de ces
vecteurs :

n
Tr = Z €T;€;
i=1
On appelle cette base la base canonique de K.

2. Les monomes {1,¢,t2,t%,---} = {t¥ | k € N} forment une base de Iespace vectoriel R[t] des polynomes
a coefficients réels, car tout polynoéme s’écrit de fagon unique sous la forme

P(t) =ap + art + ast® + -+ + ant”,

avec ag,...,a, € R.
Définition. Si B = {b1,bs,...,b,} est une base du K-espace vectoriel V', alors on dit que les scalaires
T1,T3,...,T, € K sont les composantes du vecteur v € V' par rapport a la base B si

v =x1b; + x2b2 + -+ x,b,.

La proposition précédente nous dit que cette notion est bien définie (a condition que la base soit finie et
numérotée).

Théoréme 4.3.5 (Théoréme de complétion des bases). Soit E une famille génératrice finie d’un K-
espace vectoriel V' (non nul) et L C E une sous-famille libre. Alors il existe une base B de V telle que
LCBCE.

Preuve. Notons L = {b1,bs,...,b.}. On dira que L est une famille libre mazimale dans E si pour tout
v e E\ L, la famille L U {v} est liée. Nous définissons maintenant B de la fagon suivante : si L est une
famille libre maximale dans E, on pose B = L. Sinon, il existe au moins un vecteur b,y; € E \ L tel
que L U {b,y1} est libre et on pose L1 = LU {b,11}. Si L; est maximale, on pose B = L; et sinon on
recommence. Le processus s’arréte aprés un nombre fini d’étapes car F est une famille finie. Il existe donc
un sous-ensemble {b,y1,...,br4m} C E tel que la famille

B = Lu{br+17~--abr+m} = {blaan-”abr—i-m} cCFE

est une famille libre maximale dans FE.

Montrons que B est une base de V. Il suffit de montrer que B engendre 'espace vectoriel V. Prenons
d’abord un vecteur v € E, alors, par hypothése, B U {v} n’est pas une famille libre, il existe donc une
combinaison linéaire non triviale du type

/\1b1+/\2b2+"'+>\nbn+yfl}:0.

On observe que p ne peut pas étre nul, car si on avait p = 0, alors on aurait une combinaison linéaire
non triviale des éléments de B qui donne zéro. On obtient donc le vecteur v comme combinaison linéaire
des vecteurs de B :

1
v = —;(Albl + )\2b2 + -+ )\nbn)

Ainsi tout vecteur de F est combinaison linéaire des vecteurs de B. Cela implique que E C Vec(B) et
donc
Vec(B) = Vec(E) = V.

On a montré que B est une partie libre de V' qui engendre V. C’est donc une base. Il est par ailleurs clair
par construction que L C B C F.
O
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Corollaire 4.3.6. Tout espace vectoriel de dimension finie contient une base, plus précisément toute
famille libre peut étre complétée en une base.

Preuve. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et L C V une famille libre (le cas L = 0 est
possible). Par hypotheése, il existe une famille finie S C V' qui engendre V. Posons F = L U S, alors E
engendre aussi V' et par le théoréme précédent, on sait qu’il existe une base B de V telle que L C B.

O

Le résultat le plus important de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.7. Si l’espace vectoriel V' est engendré par une famille de m éléments, alors toute partie
libre de V' contient au plus m éléments.

Preuve. On suppose qu’il existe un sous-ensemble de cardinal m qui engendre V et on doit conclure que
si L ={by,...b.} CV est une famille libre dans V alors r < m.

Notons k£ € N le plus grand entier tel qu’il existe un sous-ensemble E C V tel que
Vec(E) =V, Card(E) =m et Card(LNE)=k.

11 est clair que 0 < k < min{r, m}, nous allons démontrer que k = r. En effet, supposons par absurde
que k < r, alors il existe une famille £ C V de cardinal m qui engendre V' et qui contient exactement k
éléments de L. Quitte a renuméroter les éléments de L, on peut supposer que L N E = {by,...b;} et on
peut donc noter les éléments de E par

E = {bl,...bk,vk+1,vk+2...,vm}.

Nous allons construire une nouvelle famille £’ de cardinal m, qui engendre E et qui contient k+1 éléments
de L, contredisant la définition de k.
Par hypothése E engendre V', donc nous pouvons écrire by comme combinaison linéaire des éléments
de F :

bry1 = a1by + - - + abp + app1Vp41 + - F AU

Nous affirmons qu’il existe j > k tel que «; # 0. En effet, dans le cas contraire nous aurions
bp+1 = aiby + -+ + agby,

contredisant ’hypothése que la famille L est libre.

Quitte a renuméroter une nouvelle fois les vecteurs de E, nous pouvons supposer que agy1 7# 0. On peut
alors écrire

1 k m
V41 = o bk+1 — Zalbl — Z Q;V;
i=1

kol j=k+2

Nous pouvons réécrire cette combinaison linéaire de facon plus simple :

k+1 m
ver1 =Y Bibi+ > Bju;. (4.1)
i=1 j=k+2

On définit maintenant une nouvelle famille de vecteurs par

E = (E\{Uk+1}) U {bk+1} = {bl,. by bkg1, Vgya, - ..’Um} cV

(on a échangé le vecteur vgyq par le vecteur by11), et nous affirmons que E’ engendre I’espace vectoriel
V.
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En effet, soit x € V' un vecteur quelconque. Puisqu’on a supposé que E engendre V', on peut trouver des
scalaires \; tels que

T = Aby 4 - 4+ Apbp + Mg 1Vr41 + Ap2Vk42 + - AU

En remplacant vi41 par la combinaison linéaire (4.1), on obtient x comme une combinaison linéaire du
type
x = piby + -+ bk + pet1bk+1 + pep2Vk+2 + 0+ U,

cela démontre que E’ engendre V. Nous avons donc construit un ensemble E’ de cardinal m qui engendre
V et tel que
Card(LNE") =k +1,

ce qui est impossible puisque k est supposé maximal avec ces propriétés. Cette contradiction prouve que
k = r, cela signifie que L C E et donc Card(L) < Card(E).
O

Corollaire 4.3.8. Si V' est un espace vectoriel de génération finie et si By et By sont deux bases de V,
alors Card(B;) = Card(Bs).

Définition. Soit V' un espace vectoriel de génération finie sur un corps K. On appelle dimension de V
le cardinal d’une base quelconque B de V et on note dim(V') = Card(B). Si on veut préciser le corps de
base, on note dimg (V') = Card(B). Si V n’est pas de génération finie, on note dim(V') = oo.

Par convention, on considére que la dimension de 'espace vectoriel trivial {0} est nulle. Le corollaire
précédent implique que la notion de dimension est bien définie (indépendamment du choix d’une base).

Voyons quelques exemples :

o K est un espace vectoriel sur lui méme. L’ensemble {1} C V forme une base, donc K est un K-espace
vectoriel de dimension 1.

o K" est un K-espace vectoriel de dimension n, une base est (par exemple) donnée par la base canonique.

o SiV est un espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel W C V est aussi de
dimension finie et dim(W) < dim(V).

o La dimension d’un produit direct est donnée par dim(V; x V3) = dim(V;) + dim(V3).

o La notion de dimension d’un espace vectoriel dépend du corps de base considéré. Par exemple C est
un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps C, mais de dimension 2 sur le corps R (une base réelle
de C est donnée par {1,i}). Plus généralement C™ est un espace vectoriel de dimension n sur C, mais
de dimension 2n sur R.

o L’espace des fonctions f : R — R et l'espace des polynémes R[¢] sont de dimension infinie.

o Sion regarde R comme Q-espace vectoriel, alors sa dimension est infinie.

4.3.3 Le théoréme d’échange de Grassmann

Le théoréme d’échange de Grassmann est une généralisation du théoréme 4.3.7 dans laquelle on ne suppose
pas nécessairement que l’espace vectoriel V' est de génération finie.

Théoréme 4.3.9. Soient V un K-espace vectoriel et E, L CV deuz familles de vecteurs. Supposons que
E engendre V' et que L est une famille libre finie. Alors il existe une famille L' C E telle que

Card(L') = Card(L) et (E\L')UL engendre V.
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Ce théoréme est assez subtil. Il dit que si E est une famille génératrice de V' (qui peut étre infinie)
et que par ailleurs on a une famille de r vecteurs linéairement indépendants {vy,vs,...,v,}, alors on
peut “échanger” les v; avec r vecteurs de F et la nouvelle famille ainsi obtenue est encore une famille
génératrice.

Preuve. Le preuve est une variante de la preuve du théoréme 4.3.7. L’argument se fait par récurrence
sur r = Card(L). Si r =1, alors L = {b;} ou by est un vecteur non nul de V. Ce vecteur peut s’écrire
comme combinaison linéaire d’éléments de la partie génératrice E :

bl = 1V1 + QU2 + - + Qup Uy,

avec v; € E et o; € K. Au moins I'un des scalaires o est non nul (car sinon b; = 0), et on peut supposer
(quitte & renuméroter les v;) que o # 0. On a alors

1
v = 7(b1 — QU — ... — Oém’l}m).
aq

Sionpose L' = {v1} et E'=(E\L)YUL=(E\{v1})U{b1}, alorson a Card(L') = Card(L) =1 et
Vec(E') = Vec(E) = V.

Supposons maintenant que le théoréme a été démontré pour un entier r € N quelconque, et soit L =
{b1,...,br,bp11} une famille libre de r + 1 vecteurs dans V. Par hypothése de récurrence, il existe
L' = {vy,...,v.} C E tel que E/ = (E'\ L') UL engendre V. Puisque E’ engendre V, on peut en
particulier exprimer b, ;comme combinaison linéaire d’éléments de E’ :

b7‘+1 - Blbl +...+ ﬁrb?' + Y1w1 +...+ VsWs,

avec w; € E\ L' et §;,7; € K. L'un des scalaires -, est non nul car sinon b, serait combinaison linéaire

de by, ...,b, et la famille L serait liée. Supposons donc que v; # 0, on a donc
1
wy = 7(@4—1 = Biby — ... = Brby — yowe — ... — ysws).
1

On pose maintenant
L"=LU{w} et E"=(FE\{w})uU{b1}=(E\L)UL.
Alors Card(L") = Card(L') + 1 =r+ 1 = Card(L) et

Vec(E") = Vec(E') = Vec(E) = V.

4.3.4 Sommes directes et sous-espaces supplémentaires

Théoréme 4.3.10 (Formule des dimensions). Soient Wy et Wa deux sous-espaces vectoriels de dimension
finie d’un K -espace vectoriel V.. Alors (W1 + Ws) est de dimension finie et on a

lel(Wl + WQ) =dim W7 + dim Wy — dlIIl(Wl N Wz)

Rappelons que (W + Wa) est le sous-espace vectoriel de V' défini par

(W1+W2):{v=w1+w2|w1€W1, etUIQEWQ}.
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Preuve. Soit A = {ay,....,a,} une base de Wy N Wy. Par le théoréme de complétion de base, on peut
trouver {by,....,bs} C Wy tels que By = {a1,....,a,,b1,....,bs} est une base de W;. De méme, on peut
trouver {c,....,c;} C Wy tels que B = {ay,....,ar,c1,....,¢;+ est une base de Wy. Nous affirmons que

B={a1,....,ar,b1,....bs,c1,....,ct}

est une base de Wy + Ws.

En effet, B engendre Wy + W5 car tout vecteurs de ce sous-espace s’écrit x = x1 + x2 avec 1 € Wy
et zo € Wa. Donc 1 € Vec(By) C Vec(B) et x2 € Vec(Bs2) C Vec(B), par conséquent = = 1 + x2 €
Vec(By U By) = Vec(B).

Prouvons que B est libre. Considérons pour cela une combinaison linéaire nulle d’éléments de B :

Aar + ..o A+ by oo psbs Hvier + ..o+ e = 0. (4.2)
Nous devons prouver que chacun des scalaires Aj,u;,0% est nul. Posons

y=Aai+ ... a + by + ...+ pshs = —(vie1 + ..+ vcy).

Alors y € Vec(B1)NVec(Bz) = WiNWa = Vec({as, . ...,a,}). En particulier, on peut trouver des scalaires
a; tels que
y=—(ric1+....+ ) =ara + . ...apap,
et donc
a6 + .. ..Qpar + 101+ ...+ e = 0.

Puisque les vecteurs de Bs sont linéairement indépendants, on en conclut que «; = v = 0 pour tout ¢ et
tout k. En particulier y =0 :

y=Aay+....\ar+pby +.... 4+ pusbs =0.

Puisque les vecteurs de B; sont linéairement indépendants, on en conclut que A\; = u; = 0 pour tout i et
tout j. On a montré que tous les coefficients de la combinaison linéaire (4.2) sont nuls; la famille B est
donc libre. On conclut que

dim(Wy +Wy) = Card(B)=r+s+t=(r+s)+r+t)—r
Card(B;) + Card(Bg) — Card(A)
= dimW; +dim W5 — lel(Wl N Wg)

O

Définition 4.3.11. Soient W, et W5 deux sous-espaces vectoriels de V. On dit que le sous-espace vectoriel
W de V est la somme directe de W1 et Wy si

W:W1+W2 et WlmWQZ{O}.

Dans ce cas on écrit W = W, & Ws.

Définition 4.3.12. On dit que U C V est un supplémentaire de W si U est un sous-espace vectoriel de
Vet V=WaoU.

Proposition 4.3.13. Soient Wy, Wy deux sous-espaces vectoriels d’un K -espace vectoriel V. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) V= W1 @ W2
b) dim(V) =dim Wy + dim Wy et dim(W; N Wa) = 0.
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¢) Tout vecteur w € V non nul s’écrit de fagon unique comme w = wy + wa avec wy € Wi et wy € Wa.
Preuve. (a) = (b) : Si V =W; @ W, alors par la formule des dimensions, on a
dim(V) = dim(W7 + Wa) = dim(W1) + dim(W7) — dim(W3 N W) = dim(W7) + dim(W1),

puisque Wy N Wy = {0} (et donc dim(W; N W3) = 0) par hypothése.

(b) = (¢) : Soit {a1,....,ap} une base de Wy et {b1,....,b,;} une base de W5. Montrons que la réunion
{a1,....,ap,b1,....,by} est une famille libre. Supposons que

)\1&1—|—....+Apap+/,61b1,....+uqbq:0,

alors on a

y:)\1a1+....+)\pap: _<M1b17-~-~+ﬂqbq) e Wi N Ws.
Or on suppose que dim(W; N W3) = 0 (donc Wy N Wa = {0}), par conséquent y = 0. Puisque les a;
sont linéairement indépendants, on a A; = 0 pour tout ¢. De méme u;=0 pour tout j puisque les b; sont

linéairement indépendants.
Par hypothése on a dim(V') = p + ¢, on obtient donc

dim(Wh +Wy) = dim(Vec({a1,....,ap,b1,....,0¢})) =p+4q
dim(W1) + dim (Ws)
= dim(V) (par hypothése).

Or si Wi + W5 est un sous-espace vectoriel de V' et que sa dimension est égale a celle de V, alors
Wi+ We = V. On a montré que {ai,....,ap,b1,....,b,} est une base de V. Par conséquent tout v € V
s’écrit de maniére v = Aja; + ...+ Apap + pib1, . ...+ pgby = w1 + wy avec

w1:)\1a1—|—....+)\pap€W1 et w2:M1b1,~~~+uqbq€W2~

Cette écriture est unique, car si
!/ !/
V= w4 we = wy + Wy

avec wy,w] € Wy et wy, wh € Wy, alors
wlfwi:wgfwlz GWlmWQZ{O}.

Donc wy = wj et we = wh.

(¢) = (a) : L’hypotheése entraine que V' = Wp + Ws. Il faut seulement montrer que Wy N Wy = {0}.

Soit w € Wy N Wa, alors ce vecteur peut s’écrire w = wy + 0 (avec wy € Wy) et aussi w = 0 + wy (avec

wg € Wa). La condition (c) entraine alors que wy; = 0 = wy. Donc w = 0, par conséquent Wy N W, = {0}.
O

Corollaire 4.3.14. Tout sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel de dimension finie admet un
supplémentaire (ce supplémentaire n’est pas unique).

Preuve. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit W un sous-espace vectoriel de V.
Choisissons une base B = {b1, ba,...,b.} de W. On sait qu’on peut compléter cette base en une base de
V', notons-la

B/ = {bl,...,br,cl,...,cs}.

Alors U = Vec({c1,...,¢s}) verifie V=W @ U car dimV = dim W + dim U (appliquer le critére (c) de
la proposition précédente.
O
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4.3.5 Résumé des notions fondamentales sur I'indépendance linéaire

Voici un résumé de quelques propriétés importantes sur les notions vues dans ce chapitre. On considére
un K-espace vectoriel V', alors :

a) Tout sous-ensemble d’une famille libre de V' est une famille libre.

) Toute partie de V' qui contient une partie liée est elle-méme liée.

) Toute partie de V' qui contient une partie génératrice est elle-méme génératrice.

(d) L’espace vectoriel V est de dimension infinie si et seulement s’il contient une famille libre infinie.
)

Soit S = {f1,..., fn} une famille génératrice de V. Si p > n, alors toute famille {vq,...,v,} C V
contenant p vecteurs est liée.
De facon équivalente, si L = {ws, ..., wy} est une partie libre dans V, alors ¢ <n

(f) Tout espace vectoriel de dimension finie posséde une base. Plus généralement, toute famille libre peut
étre complétée en une base. De plus, toute famille génératrice contient une base. (Ce résultat est
aussi vrai pour les espaces vectoriels de dimension infinie, mais la preuve est assez élaborée et utilise
laxiome du choix).

(g) L’espace vectoriel V est de dimension infinie si et seulement si pour tout n € N, il existe une partie
libre L de V' de cardinal n.

(h) L’espace vectoriel V est de dimension finie si et seulement s’il existe m € N tel que toute partie de
V' de cardinal m est liée.

Dans les propriétés qui suivent, on suppose que dim(V) = n < oco.

Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.

Aucune famille ayant moins de n vecteurs n’est génératrice.

)
)
(k) Toute famille libre ayant n vecteurs est une base.
) Toute famille génératrice ayant n vecteurs est une base.
)

Si W C V est un sous-espace vectoriel, alors dim(W) < dim(V) et on a dim(W) = dim(V) si et
seulement si W =V

(n) Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors
o W est de dimension finie.
o dimW <dimV.
o Toute base de W peut étre complétée en une base de V.
o SidimW =dimV, alors W = V.

(o) (Formule des dimensions) Si W; et W5 sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finies de V/
alors
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Chapitre 5

Applications linéaires et matrices

5.1 Rappels sur les applications linéaires

Soient V, W deux espaces vectoriels sur un corps K. On note L(V, W) ou Hom(V, W) I'ensemble des
applications K-linéaires de V' vers W. Si on veut préciser le corps, on note Lx (V, W) ou Homg (V, W).
Rappelons qu’une application f : V — W est une application K-linéaire si f(Au + v) = Af(u) + f(v),
pour tout A € K et u,v € V.

On rappelle les propriétés suivantes :

o L’image de 1’élément neutre de V est 1'élément neutre de W, i.e. f(Oy) = Ow .

o f est compatible avec les combinaisons linéaires :
f(Alvl +--+ /\m'Um) = Alf(vl) +-+ Amf(vm)v

pour tout \; € K et v; € V.

Le noyau de f est Pensemble Ker(f) = f~1({Ow}) C V, et c’est un sous-espace vectoriel de V' (aussi
noté Null(f) en anglais, pour “null space”).

e}

e}

L’image de f est Pensemble Im(f) = f(V) C W, et c’est un sous-espace vectoriel de W (aussi noté
Range(f) en anglais, pour “range”).

o

f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

e}

f est surjective si et seulement si Im(f) = W.

5.2 Opérations sur les applications linéaires
Soient V' et W deux espaces vectoriels sur un corps K. On définit deux opérations
LV, W) x LV, W) =5 LV,W), K x L(V,W) = LV, V)

de la fagon suivante :

1. La somme de f,g € L(V,W) est Papplication f + g : V — W définie par (f + g)(v) = f(v) + g(v)
pour tout v € V.

2. Pour A € K, lapplication A f : V — W est définie par (- f)(v) = A f(v) pour tout v € V.
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On montre facilement :

Proposition 5.2.1. L(V,W) est un K -espace vectoriel pour les opérations d’addition et de multiplication
scalaire définies ci-dessus.

On peut aussi composer des applications linéaires :

Proposition 5.2.2. Soient U, V,W trois espaces vectoriels sur le corps K, et f:V - W, g: W = U
deuzx applications K-linéaires. Alors l'application go f : V — U est K-linéaire.

Preuve. Onprend A€ K et 2,y € V.Ona (go f)(Az+vy) = g(f(Az +y)) = g(Af(x) + f(y)), car f est
K-linéaire. Et ensuite, g(Af(x) + f(y)) = Ag(f(x)) +g(f(y)) car g est K-linéaire. Mais ce dernier vecteur

est précisément A\(go f)(x) + (go f)(y). -

Théoréme 5.2.3. Toute application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie est déter-
minée par limage d’une base. Plus précisément : soient {b1,ba,..., by} une base de V et wy,wa, ..., wy,
des vecteurs (quelconques) de W. Alors il existe une unique application linéaire f : V. — W telle que
f(b;) = w; pour touti=1,...,n.

Preuve. Tout vecteur z € V s’écrit de maniére unique x = Z?:l x;b; avec x; € K (c’est 'une des
propriétés des bases). On peut alors définir une application f : V — W par

On vérifie que f est linéaire et il est clair que f(b;) = w; pour tout ¢ = 1,...,n. L’unicité de 'application
f vient des propriétés de la linéarité.

O
Définition : On dit que f a été obtenue en étendant les conditions f(b;) = w; par linéarité.
Proposition 5.2.4. Toute application linéaire g : K™ — K™ s’écrit
n n
g(a:l,...,xn): Zaljxj,...,Zamjxj s
j=1 j=1
pour (x1,...,2,) € K™
Preuve. Vérifions d’abord que g est bien K-linéaire. Soient (z1,...,2,) et (y1,...,y,) deux vecteurs de

K™, alors on a

g((z1,-vmn) + (W, oyn)) = g(x1 + Y1, T+ Yn)

n n
= (Zalj . (.’Ej +yj),...,Zamj . (ij +yj))
— —
jn n ’ n n
= (Zaufcj + Zaljyja . ~7Zamj$j + Zamjyj)
j=1 j=1 Jj=1 i=1
n n n n
= (Za1j$j7...,zamj$j) + (Zaljyja”'azamjyj)
j=1 j=1 j=1 Jj=1

= g(xlw"a‘rn) +g(y1;yn),
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De méme, si A € K, alors

g Az, zn)) = g(Aan, .. Axy)

= (Zalj (/\x])a"'vzam] (Az;))
j=1 j=1
= ()\Zaljx], ..,)\Zam]xj)
j=1 j=1
= )\(Zaljxj, .. ,Zam]wj)
j=1 j=1
=Ag(z1,...,2y),

ce qui prouve la linéarité de g. Pour montrer que toute application linéaire de K™ vers K™ est de ce type,
on considére I’application m; : K™ — K de projection sur la i®™® coordonnée :
Ti(Y1,-- -, Yn) = Y-

Cette application est clairement linéaire, et donc la composition g; := m; 0 g : K™ — K est aussi linéaire.
Mais on a déja prouvé que toute application linéaire de K™ a valeurs dans K s’écrit f(z) = 2?21 o
avec a; € K. Par conséquent g; est de la forme

n
gi(T1,...,xp) = E i5T; = a1+ + ATy,
Jj=1

5.3 Le théoréme du rang et ses conséquences
Théoréme 5.3.1 (Théoréme du rang). Soient V et W deux espaces vectoriels sur un corps K et
[V = W une application K-linéaire. Si dim(V') < oo, alors
dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).
Preuve. Supposons que dim(V) = n. Notons r = dim(Im(f)) et s = dim(Ker(f)).
Choisissons une base {by,ba,...,bs} de Ker(f)) et complétons cette liste de vecteurs pour obtenir une

base de V :
{b17b27 s absabs-‘rl .. ?bn}

Notons U = Vec({f(bst1)...,f(bn)}) C W, c’est le sous-espace vectoriel engendré par les (n — s)

vecteurs :
{f(strl) ceey f(bn)}

Nous affirmons que ces (n — s) vecteurs sont linéairement indépendants et que U = Im(f).
En effet, il est clair que U C Im(f). Inversément, si y € Im(f), alors il existe € V tel que y = f(z). On
peut développer x dans la base {b;} :

xr = Zn:xzbz = zé:.rlbl + zn: z;b;.
i=1 =1

1=s+1

Or b; € Ker(f) pour 1 <4 < s, donc

y:f(x):f<z zib,) = Z z;if(b;) € U.

1=s+1 1=s+1
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Par conséquent Im(f) C U.
Vérifions maintenant que f(bg41)..., f(b,) sont linéairement indépendants. Supposons que

> Xif(bi) =0.

i=s+1

Alors Y71 1 A\ib; € Ker(f), donc on peut écrire

z”: Aib; = zs:/%bi-
=1

1=s+1

Mais ceci n’est possible que si tous les A; et tous les u; sont nuls car les vecteurs b; sont linéairement
indépendants.
On a donc

dim(Im(f)) = dim(U) =n — s = dim(V) — dim(Ker(f)).

O

Définition. Le rang de lapplication linéaire f est la dimension de Im(f). On réécrit parfois la formule
ci-dessus sous la forme
rang(f) = dim(V') — dim(Ker(f)).

Une premiére conséquence du théoréme du rang est :

Corollaire 5.3.2. Soient V' et W deuz K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(V,W).
a) Si f est injective, alors dim(V) < dim(W),
b) Si f est surjective, alors dim(V') > dim(W),

Preuve (a) Supposons f injective, alors Ker(f) = {0} et donc

dim(V) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(Im(f)) < dim(W).
(b) Si f est surjective, alors

dim(V) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) > dim(Im(f)) = dim(W).

O

Corollaire 5.3.3. Supposons dim(V) = dim(W) < oo et f € L(V,W) alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) f est surjective ;

b) f est injective ;

c) [ est bijective ;

d) L’image par f d’une base de V' est une base de W.

e) Il existe une application linéaire h € LW, V) telle que ho f = Iy.
f) Il existe une application linéaire g € LW, V) telle que fog= Iy.

De plus g = h, i.e. Uinverse & gauche est égale a l'inverse & droite, et on note f~1 = g = h.
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Preuve. La preuve suit la schéma suivant : (a) = (b) = (¢) = (a), puis (¢) = (d) = (e) = (b) et
(d) = (f) = (a).

Montrons que (a) implique (b). Puisque f est surjective, on a par la formule du rang
dim(Ker(f)) = dim(V) — dim(Im(f)) = dim(V) — dim(V) = 0,

donc f est injective.

Supposons maintenant que f est injective, alors par la formule du rang
dim(Im(f)) = dim(V) — dim(Ker(f)) = dim(V),

donc Im(f) = V. Cela montre que (b) implique (c). Il est clair que (c¢) implique (a) et (b), donc (a), (b)
et (c) sont équivalentes.

Montrons que (c¢) implique (d). Soit {b1, ..., b,} une base de V. Alors les vecteurs {f(b1),..., f(b,)} sont
linéairement indépendants (sinon f ne serait pas injective) et ils engendrent W (sinon f ne serait pas
surjective). Donc {f(b1),..., f(bn)} est une base de W.

Voyons que (d) implique (e). Soit {b1,...,b,} une base de V et notons w; = f(b;). Notre hypothése est
que {w1, ..., wy,} est une base de W. On définit h : W — V comme 'unique application linéaire telle que
h(w;) = b; (donc on étend h par linéarité), i.e.

h (i )\sz> = i)\ibi’
i=1 i=1

et on vérifie que ho f =1Iy. En effet, on a pour tout z = > "1 | wib; € V :

ho f(x)=hof (Z ,uibi> = h(z wif(bi)) = h(z Hiw;) = Zuibi =uz.

Le méme argument (avec la méme application h : W — V) prouve (d) = (f) car pour tout y =
S Aiw; € Woon a car

foh(y)=foh (Z Ai“’i) =f <Z)\ibi> = ZAiwi =y.
i—1 i—1 i—1

Donc foh =1Iy.
Finalement (e) = (b) et (f) = (a) sont évidentes par les définitions.
O

Remarque. Il est clair que si une application linéaire f est bijective, alors f admet un inverse & gauche
et & droite. Le point a vérifier dans cette preuve est que cet inverse est aussi une application linéaire.

Définition 5.3.4. On dit que f € L(V, W) est un isomorphisme si 'une des conditions précédentes est
vérifiée ; un isomorphisme est donc un homomorphisme bijectif. On dit aussi que ’lhomomorphisme f est
inversible.

Deux espaces vectoriels V' et W sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de V' vers W.
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On note V = W pour dire que V' et W sont isomorphes; 'isomorphie est une relation d’équivalence,
c’est & dire que les trois propriétés suivantes sont vérifices (ou V, W, U sont trois espaces vectoriels sur un
méme corps K) :

) V=V,
W VEW e W2y
) VEWet WU =V=U

Preuve. (i) est clair car U'identité Iy, : V — V est un isomorphisme et (ii) est conséquence du fait que
si f:V — W est un isomorphisme, alors f~! : W — V est aussi un isomorphisme par le corollaire
précédent. La condition (iii) vient du fait que si f: V — W et g : W — U sont des isomorphismes, alors
go f:V — U est un isomorphisme (car la composition de deux applications linéaires est linéaire et la
composition de deux bijections est une bijection).

Corollaire 5.3.5. Deux K -espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et seulement s’ils
ont la méme dimension.

Preuve. Supposons que V' et W sont isomorphes, alors il existe f € L(V, W) bijective et le théoréme du
rang 5.3.1 implique donc que dim(V) = dim(W).

Réciproquement, supposons que dim(V) = dim(W) = n, alors il existe une base {v1,...,v,} de V et
une base {wy,...,w,} de W (toutes deux avec le méme nombre n d’éléments). Il existe alors une unique
application linéaire f € L(V, W) telle que f(v;) = w; pour tout 1 < i < n et par le point (d) du corollaire
précédent, on sait que f est un isomorphisme.

O
En particulier, tout K-espace vectoriel V' de dimension finie n est isomorphe & K™. De maniére trés
concréte, a toute base {v1, ..., v, } du K-espace vectoriel V', on associe 'unique isomorphisme f : K™ — V
tel que f(e;) = v; (ou {eq,...,e,} est la base canonique de K™), ce qui donne :
flxy, .. m0) = 2101 + -+ + TpUp.

5.4 La matrice d’une application linéaire

Nous avons vu précédemment que si V et W sont deux espaces vectoriels sur un corps K, alors ’ensemble
L(V,W) des applications linéaires de V' vers W est un K-espace vectoriel pour les opérations naturelles
de somme et de multiplication par des scalaires.

Théoréme 5.4.1. SiV et W sont de dimensions finies, alors
dim(L(V,W)) =dimV - dim W

Preuve. Supposons que dim(V) = n et dim(W) = m et fixons B = {vy,...,v,} une base de V et
B’ = {wy,...,w;,} une base de W. On sait qu’une application linéaire f : V' — W est entiérement
déterminée par son effet sur une base donnée de V. En particulier, il existe une unique application
linéaire de V' vers W qui envoie v; sur w; et les autres vy sur 0. Notons cette application &; € L(V,W).
On a ainsi

Eij(vj) = wi,  Eij(vk) =0 si k# j,

et donc

n
&‘j < E mkvk> = T;W;j.
k=1
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Considérons maintenant une application linéaire quelconque f € L(V, W), et notons ai;, asj, . .. am; les
composantes de f(v;) € W dans la base B C W, i.e.

f(’Uj) = ajjwy + agjws + -+ + AW

Nous affirmons que
F=Y23"ai&; (5.1)

En effet, si z = Y _, x)v, € V est un vecteur quelconque de V, alors !

m n m n n m n n m
E E a,»j&j (l‘) E E aij&j TV = E E A TjW; = E Zj E Q5 W;
1 =1

i=1 j=1 i=1j=1 k= i=1 j=1 j=1

= fojf(vj):f ij'vj = f(z).
j=1 j=1

L’équation (5.1) signifie que tout élément de £(V, W) s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire
des applications linéaires &;; € L(V,W). Il s’ensuit que {&;;},; est une base de L(V, W) et donc

dim(L(V,W)) = Card{&;; }:,; = m - n.
O

Définition. Les coeflicients a;; dans la preuve ci-dessus représentent donc les composantes de I’application
f € L(V,W) dans la base {&;;}; ;. On les dispose sous forme d’un tableau rectangulaire & m lignes et n
colonnes contenant le coefficient a;; a I'intersection de la i*™° ligne et j*™° colonne. Ce tableau s’appelle
la matrice de f dans les bases B, B’. On note donc

ai1 e A1n
Mg B(f) =
am1 " Gmn

Remarque 5.4.2. (a) Il est trés important de bien noter que la j*™¢ colonne de la matrice est formée
des composantes dans la base B’ C W de l'image f(v;) du jme vecteur de la base B C V. Donc I’écriture

m
flv) = E AjWi = a1;W1 + A25W2 + **+ + A Wiy
i=1

nous donne les coefficients de la j*™° colonne de la matrice Mp: 5(f) (bien que les coefficients de f(v;)

dans la base B’ apparaissent en ligne, ils forment la j°™¢ colonne de la matrice).

(b) La matrice de f dans les bases B, B’ se note parfois M5, (f) ou simplement [f]5,.

Remarque importante.

Pour associer une matrice & une application linéaire f : V' — W, il est important non seulement de
choisir des bases de V' et de W, mais aussi de fixer une numérotation des éléments de ces bases, sinon les
coefficients de la matrice peuvent étre échangés.

Dans la suite de ce chapitre, toutes les bases sont supposées numérotées et nous considérons que renumé-
roter les vecteurs revient a changer de base. Par exemple {(1,0), (1,1)} et {(1,1), (1,0)} sont vues comme
deux bases différentes de K2. Pour cette raison certains auteurs notent les bases comme des listes de
vecteurs et non des ensembles, i.e. on note ((1,0), (1,1)) au lieu de {(1,0), (1,1)}.

1. Observer que dans cette preuve l'indice ¢ varie de 1 & m = dim(W) et j varie de 1 & n = dim(V).
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5.4.1 Exemples de matrices d’applications linéaires

Soient V' et W deux espaces vectoriels sur un corps K de dimensions n et m respectivement. On se donne
une base {v1,...v,} de V et {wy,...,wy,} une base de W. Alors toute application linéaire f : V — W
est représentée par une matrice M (f) & m lignes et n colonnes (cette matrice dépend des bases choisies).
Voyons quelques exemples.

1)

Soit f : K2 — K3 ’application linéaire
f(xay) = (2£C + Y,z + Syv —LE),
et notons {e1, 2} la base canonique de K2 et {e], e, e4} la base canonique de K?3. Alors
fler) = f(1,0) = (2,1, -1) = 2¢} + ¢ — €3
et
fle2) = f(0,1) = (1,3,0) = €| + 3¢5 + Oej.
La matrice de f dans ces bases est donc
2 1
M= 13
-1 0

Si f: K™ — K est Papplication linéaire telle que f(xy, - ,2,) = a121 + ...+ apTy, alors sa matrice
dans les bases canoniques est la matrice a une ligne et n colonnes

M(f) = (a1 az -+ ap).

Sig: K — K™ est application linéaire définie par ¢(t) = (ta,tag, - ,tan), alors sa matrice dans
les bases canoniques est la matrice & m lignes et une colonne

La matrice de I'application nulle (i.e. telle que z — O pour tout x € W) est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls. On 'appelle la matrice nulle et on la note 0 ou 0,,x, :

0 --- 0
Omxn = : L
0 --- 0

La matrice de 'application linéaire &;; définie par &;(v;) = w; et &;(vy) =0 sik # j est la matrice
qui vaut 1 en position 4,j (i®™° ligne et j®° colonne) et 0 dans les autres positions. On note cette
matrice E;;. Par exemple

o0 0 --- 0

o 01 --- 0
Eoz = M(E3) = :

0 0 O 0
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6) SiW =V et w; = v; pour tout ¢ (i.e. on a deux fois le méme espace vectoriel et les méme bases),
alors les coefficients d;; de la matrice de I’application identité Iy, : V' — V sont donnés 2 par

s _ [ 1 sii=j
Y10 s oi#g

On note cette matrice I,,, donc

10 0
0 1 0
MIv)=Tu=1 . . . .

7) Si f,g € L(V,W) ont pour matrices M (f) = (a;;) et M(g) = (b;;), et si A € K, alors

M(f+g) = (aij +bij) et MAf) = (Aaij).

5.5 L’espace vectoriel des matrices
Définition Une matrice est un tableau rectangulaire contenant des scalaires :

a11 T A1n
A= (a;;) =
Gm1 e Amn

Les matrices peuvent représenter toutes sortes d’informations. Si la matrice a m lignes et n colonnes,
on dit que c’est une matrice de taille (ou de type) m x n. Les nombres a,; sont les coefficients de la
matrice. Ils ont un double indice : i désigne la ligne ou se trouve ledit coefficient et j indique la colonne.
On dit que la matrice est carrée si n = m, i.e. si elle a autant de lignes que de colonnes, sinon elle est
rectangulaire. Une matrice de taille 1 x n s’appelle un vecteur-ligne et une matrice de taille m x 1 s’appelle
un vecteur-colonne.

Par exemple la matrice
2317
A= 0 1 4 1
2 0 00

est une matrice rectangulaire de taille 3 x 4. Le coefficient de la deuxiéme ligne et troisiéme colonne est
as3 = 4 et celui de la premiére ligne et quatriéme colonne est a4 = 7.

On peut définir plusieurs opérations algébriques sur les matrices :

1. Multiplication d’une matrice par un scalaire
La multiplication d’une matrice A par un scalaire A consiste simplement & multiplier chaque coefficient
de la matrice par ce scalaire :
)\all e )\aln
A A=

A1 0 A

2. on appelle d;; le symbole de Kronecker.
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Par exemple

2 317 6 9 3 21
3 0141 |=103 12 3
2 0 0 O 6 0 0 O

2. Somme de deux matrices
On peut additionner deux matrices de méme taille. Cela se fait simplement en additionnant les coefficients
de méme position :

(aiz) + (bij) = (aij + bij)

Par exemple

2 317 -1 0 2 1 1 3 3 8
0 1 4 1 |+ 3211 |=]13 35 2
2 0 00 -1 0 1 2 1 01 2

La différence de deux matrices se définit en faisant la différence des coeflicients de méme position :
(aij) = (bij) = (aij — bi) .

Par exemple

2 3 17 -1 0 2 1 3 3 -1 6
01 4 1 |- 3211 ]|=] -3 -1 3 0
2 000 -1 0 1 2 3 0 -1 -2

La matrice nulle de taille m x n est la matrice O = O,,,«,, dont tous les coefficients sont nuls, on la note

0 .- 0
0 --- 0
par exemple
0
00 00 0 0
02X4:<0 0 0 0)7 O3><1: 8 I 02X2:(0 0)

Si A est une m x n matrice quelconque, alors
La matrice opposée d’'une matrice A est la matrice obtenue en changeant le signe de chaque coefficient,

elle se note —A :
amn - Qin —air . —Qin

m1 - Amn —am1 T —Amn

Théoréme 5.5.1. L’ensemble M,,x,(K) des matrices de taille m x n a coefficients dans le corps K,
muni des opérations d’addition des matrices et de multiplication par les scalaires définies ci-dessus est un
K -espace vectoriel.

11 est clair que les matrices F;; € My, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf le coefficient (¢, j),
qui vaut 1, forment une base de cet espace vectoriel. En particulier dim M, x,(K) =m - n.
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5.6 Produit matriciel

On peut multiplier une matrice de taille m X n avec une matrice de taille n x p, on obtient alors une
matrice de taille m x p.

La régle est la suivante : si A = (a;;) et B = (bjx), alors le produit C' = A - B est la matrice C' = (c;1)
telle que

Cik = E aijbjr = anbig + ai2bag + - - - Ainbpi

j=1
Exemple :
2 0 8 4 0
4 2 0
3 1 . = 12 5 2
0 -1 2
0 -1 01 -2

Définition. On dit que deux matrices A et B sont multipliables (en anglais on dit conformable) si le
nombre de colonnes de la premiére matrice est égal au nombre de lignes de la seconde matrice. Dans ce
cas le produit A - B est bien défini.

Définition. La matrice identité de taille n x n est la matrice I,, = (J;;) dont les coefficients valent

5 = 1 sii=y,
71 0 sinon.

Par exemple

1000

100
10 0100
12<0 1) Is = 83(1) L=10010
0001

Proposition 5.6.1. Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes :

i) A(B1+ By) = AB1 + ABy,  pour tous A € My,xn(K), B1,Bs € M, yxp(K)

i) (A1 4+ A2)B = A1B+ AsB,  pour tous A1, As € Myxn(K), B € Mx,(K)
iit) (ANA)(uB) = (Au)(AB)  pour tous A € Myxn(K), B € M, xp(K) et A\, u € K.
i) (AB)C = A(BC) pour tous A € Myxn(K), B € Myxp(K) et C € Mpyq(K),

v) La matrice identité est un élément neutre pour la multiplication matricielle : Si A € My« (K), alors

I, -A=A-1,=A.

Noter que le produit matriciel n’est pas commutatif. En général AB # BA.

Preuve. Nous démontrons la propriété (iv) et laissons les autres au lecteur. Notons U = AB et V = BC,
nous devons montrer que UC = AV. Si A = (a;x) et B = (by;), alors U = (u;;) avec

n
Ui5 = § aikbk:j;
k=1

donc le coefficient is de UC' est

p P n
(Uc)zs = Zuijcjs = Z (Z a’Lkbk‘]> Z Z a'Lk‘bk]CjS

=1 j=1 j=1k=1
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De méme V = (v;) avec
P
Vks = E bijjSa
i=1

donc le coefficient is de AV est

n n p

n P
(AV)is = Z QAikVks = Z ik Z brjcjs | = (@inbrjcjs)-
Jj=1 k

k=1 k=1 =1j=1
Les matrices UC et AV ont les mémes coefficients, elles sont donc égales et on a
(AB)C =UC = AV = A(BC).
O

Définition 5.6.2. Une algeébre sur le corps K est un K-espace vectoriel A muni d’une opération de
multiplication interne A x A - A telle que

a) (A, +,-) est un anneau.
b) (M) (uB) = (Au)(AB) pour tous A,B € Aet \,p € K.

L’algébre est dite unitaire s’il existe un élément neutre pour la multiplication interne de A ; elle est dite
commutative si AB = BA pour tous A4, B € A.

Donc M, (K) = M,xn(K) est une K-algébre unitaire. Noter que M, (K) n’est pas commutative (en
général A- B # B - A). Remarquons aussi que A - B = 0 n’implique pas que A =0 ou B =0 (on dit que

Panneau M, «,(K) admet des diviseurs de zéro, ou qu’il n’est pas intégre).

Résumons les propriétés du calcul matriciel.

Les identités du calcul matriciel

1)A+B=B+A4 9) (A-B)-C=A-(B-C)

2) A+ (B+C)=(A+B)+C 10)A-(B+C)=A-B+A-C
3)A+0=0+A=A 11) (A+B)-C=A-C+B-C
) A+(-A)=0 12) (AMA)-B=A-(AB) = \(A- B)
5)A\-(A+B)=X-A+\-B 13)I,-A=A-I,=A

) N-A+pu-A=A+p)-A

DA(u-A)=(p)-A

8)1-A=A.

Remarques. Dans la colonne de gauche de ce tableau, toutes les matrices sont supposées de méme type,
dans la colonne de droite elles sont supposées multipliables, A et p sont des scalaires dans le corps K.
Les propriétés (1) a (4) disent que M, (K) est un groupe abélien, et les propriétés (5) a (6) disent que
ce groupe abélien est un K-espace vectoriel. Lorsque m = n, les propriétés (9) a (11) disent que M, (K)
est un anneau pour la multiplication matricielle. La propriété (12) dit que cet anneau est une K-algébre
et (13) dit que cette algébre est unitaire. Rappelons aussi que 'anneau M, (K) n’est ni commutatif ni
intégre (sauf si n = 1), en particulier il n’est pas un corps.

78



5.7 Matrices carrées : diagonale, transposée et matrices symé-
triques

Rappelons qu’une matrice est dite carrée si elle a autant de lignes que de colonnes, c’est & dire qu’elle est
de taille m x n avec m = n.

La diagonale principale d’une matrice carrée A est la liste des coefficients dont les numéro de ligne et de

colonne coincident : a1 1,a22,...,ay n. Par exemple la diagonale principale de
4
7 3 17
0o -1 2
4 12 0

contient les nombres 7, —1 et 0.

Une matrice carrée est dite diagonale si tous les coefficients hors de la diagonale principale sont nuls. Par
exemple D est diagonale et F' ne l’est pas :

5 0 0
D=1 0 1 0 |, F= ( (1) 1 )
00 -2
On note Diag(Ay, -+, A,) la matrice diagonale dont le coefficient en position (4,7) est égale a A; :
A0 0
0 X O 0
Diag(A,---,A) = | 0 0 As 0
0 : = .0
o 0 - 0 X
Noter que la matrice identité est la matrice diagonale I, = Diag(1,---,1) (car la matrice identité de

taille n x n est la matrice carrée diagonale dont les coefficients diagonaux valent tous 1).

Une matrice S est dite scalaire si elle est diagonale et si tous ses coefficients sont égaux. C’est donc un
multiple scalaire de I'identité :

S >
> o

S = A, = Diag(\,--- ,\) =

> o o O

La transposée d'une matrice A est la matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes, on la note
AT (la transposée de A se note aussi A* ou T A.)
Observons que si A = (a;;), alors AT = (a;;). Par exemple

T

2 31 2 0 2
0 1 4 = 3 1 0
2 0 0 1 4 0
et T
2
7 :(270)
0



Une matrice carrée A est symétrique si A = A" et elle est antisymétrique si A = —AT

Par exemple F = < (1) 1 > est symétrique et
0 2 —4
-2 0 5
4 -5 0

est antisymétrique.

5.8 Matrices inversibles.

Définition Si A et B sont des matrices carrées de méme taille n x n, alors on dit que B est une matrice
iverse de A si

A-B=B-A=1,.
On dit que A est inversible s’il existe une matrice inverse de A.
Proposition 5.8.1. Si elle existe, l’inverse d’une matrice A est unique (et on le note B = A~1).

Preuve Supposons que B et C soient deux inverses de A, alors

B=B-(A-C)=(B-4)-C=1,-C=C.

On verra plus loin que si A- B =1, ou B- A=1,, alors A est inversible et A~! = B.

Proposition 5.8.2. L’ensemble des n X n matrices & coefficients dans le corps K qui sont inversibles
forme un groupe pour la multiplication matricielle.

On note cet ensemble GL,(K) et on Pappelle le groupe linéaire général d’ordre n.

Preuve. On a déja prouveé lassociativité : si A, B,C € GL,(K), alors (AB)C = A(BC). 1l est clair que
I, € GL,(K), et par définition tout élément A € GL,,(K) est inversible.
O

Proposition 5.8.3. Le groupe des 2 X 2 matrices inversibles a coefficients dans le corps K est

a

GL2(K):{A:( ’ 2) € My(K) | ad — be # 0).

> est inversible si et seulement si ad — be # 0.

ISHRS

Preuve Il faut montrer qu'une 2 x 2 matrice A = < ((];

On part de l'identité matricielle suivante :

a b d —b ad — be 0 10
<c d)'<—c a>( 0 ad—bc)(adbc)'(o 1>
Distinguons maintenant les cas ad — bc # 0 et ad —bc = 0. Si ad — be # 0, alors l'identité ci-dessus

entraine que A est inversible et
1 d —=b
A7l = . 5.2
ad — be ( —c a ) (52)
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Supposons maintenant que A est inversible, alors 'identité précédente entraine que

d —b\ _ b\~ ([ ad—be 0
- a ) d 0 ad—bc )’
si on avait ad — bc = 0, alors on aurait d = —b = —¢ = a = 0, mais alors A serait la matrice nulle ce qui
contredit qu’elle est inversible. On a bien montré que A est inversible si et seulement si ad — be # 0. [

o

Définition. Le déterminant de la 2 x 2 matrice A = i 2 est le nombre det(A) = ad — be. Nous

avons donc montré que A est inversible si et seulement si det(A) # 0, et dans ce cas l'inverse est donné
par (5.2).

Exemples
(3 _3>—1_1< 1 3) 1 s 71_ 1 —s ot 0 3 71_ -
L1 6\ -1 3)’ 0 1 0 1 2 5

Nous étudierons plus loin I'inversion des matrices de taille 3 x 3 et plus.

W= ol

[« Sl
N——

5.9 Des applications linéaires vers les matrices.

Théoréme 5.9.1. Soit f : V — W une application linéaire entre deur K -espaces vectoriels de dimensions
finies. Soient B = {v1,...,v,} et B' = {wy,...,wy,} des bases de V' et W respectivement et notons
A = (a45) la matrice de f dans ces bases. Alors pour tout élément = = x1v1 + xav2 + -+ - + vy, de 'V,
on a f(x) =y1wi + yows + -+ - + YW avec

Yi = Zaijxj, (5.3)
j=1

pour tout i =1,--- ,m.

Remarque 5.9.2. Si on développe 1'équation (5.3) pour chaque variable, on obtient le tableau

Y1 = annr1r + a2+ -+ A1pTa
Yo = @211 + axr2 + -+ QTn
Ym = am11 +  amors + - +  AmnTn.

Observons que les coefficients a;; se présentent de la maniére dont on écrit la matrice de f dans les bases
B et B’ (1a i®™¢ ligne de ce tableau contient les coefficients de la i®™¢ ligne de la matrice). C’est tout-a-fait
différent du développement du vecteur f(v;) dans la base B’ (comparer avec la remarque 5.4.2). Cette
différence vient du fait que la coordonnée y; ne doit en aucun cas étre confondue avec le vecteur de base
w;. Nous reviendrons sur ce point au second semestre lorsque la notion d’espace dual sera introduite.

Preuve. Rappelons que les coefficients a,; de la matrice de f dans les bases B et B’ sont définis par

m
F(vg) = arjw, + -+ = Y agwi.
=1
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On a alors par linéarité de f :

n

fa)y=r > zw| = D aiflu)=> x; (Za”wz>
Jj=1 j=1 i=1

Jj=1
n m m n
= ijaijwi = Z Zaijxj Wws,
j=11i=1 i=1 \j=1
donc
m n
flz) = Zylw, &y = Zaijxj pourtouti =1,---,m
i=1 j=1
car {wy,...,wm,} est une base de W.
O
Une notation utile. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = {v1,...,v,} une base de

V. Alors tout vecteur x € V s’écrit d’'une maniére unique comme combinaison linéaire
T = X1V + ToV2 + -+ TpUy.

On appelle vecteur-colonne de x associé a la base {v;} la n x 1 matrice

£
X = MB(I) =
Tn
Exemple. Si V = K3 et si = (1,0, 1), alors
1 1
Mp,(z) = 0 et Mp, (z) = 1
-1 -1

relativement aux bases By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et By = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

Le théoréme précédent peut se reformuler de la facon suivante :

Théoréme 5.9.3. Soit f : V — W une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimensions
finies. Soient B = {v1,...,v,} et B' = {wi,...,wy} des bases de V et W respectivement et notons
A = (aij) = Mp/p(f) la matrice de f dans ces bases. Soient x € V et y € W deux vecteurs, et notons
X =Mp(z) et Y = Mp(y), alors

y=f(z) & Y=AX.
De maniére plus concise, on peut écrire
Mp (f) - Mp(z) = Mp/(f(z)).

Remarque. Si on identifie les éléments de K™ a des vecteurs colonnes (i..e on écrit les vecteurs de K"
comme des colonnes), et si on fait de méme pour les éléments de K™, alors on peut résumer la situation
du théoréme précédent par les diagrammes suivants :

v Low z = oy (= f(@)
{ { 1 {
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Proposition 5.9.4. Soient V et W deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et B = {vy,...,v,}
et B ={w1,...,wy} des bases de V et W respectivement. Alors 'application

LV,W) = Mpxn(K)

f — MB’,B (f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve. Il est facile de vérifier que si f,g € L(V,W) ont pour matrices (a;;) = Mp: g(f) et (b;;) =
Mg B(g), et si A € K, alors

Mp: 5(f +9) = (aij +bij) et Mp p(Af) = (Aai;).

Cela montre que 'application f — Mp p(f) est linéaire. Il reste & prouver f — Mp p/(f) est un
isomorphisme. Comme les deux espaces vectoriels L(V, W) et M, x,(K) ont méme dimension (qui vaut
dim(V') - dim(W)), il suffit de prouver que le noyau de Mg p/ est nul, i.e. que la matrice d’une application
linéaire est nulle si et seulement si cette application linéaire est nulle. Mais si Mp/ g(f) = 0 (lamatrice

nulle), alors par définition f(v;) = 0 pour tout j =1,....,n, donc f est identiquement nulle.
O
Proposition 5.9.5. Soient U, V et W trois K-espaces vectoriels de dimensions finies et
By ={u1,...,up}, Ba={v1,...,v,} et Bs={wi,...,wn}
des bases de U,V et W respectivement. Si g € L(U,V) et f € LI(V,W), alors foge LUW) et
MB3Bl (f o g) = MBsBz (f) Mg, B, (g)
Preuve. Supposons que M(f) = A = (aix), M(g) = B = (b;) et M(f og) = C = (¢;5). Alors on a
m n
flor) =D aiwi,  gluj) =Y brjvx
i=1 k=1
donc
n n n m m
fogluy) =f (Z bkj”k) = biif(or) =D biy > aiw; = > cijw;
k=1 k=1 k=1 =1 i=1
avec .
Cij = Zaik'bkj =a;1 bk + a2 bop + .. Qi - bk
k=1
Ce qui veut dire que C = A - B.
O

Remarque. Cette proposition n’est en fait pas une surprise, car on a défini la multiplication matricielle
de fagon qu’elle corresponde & la composition des applications linéaires.

Corollaire 5.9.6. Si f : V — W est un isomorphisme entre deuzr espaces vectoriels de dimension finie,
alors pour tout choix de bases de V et W, la matrice de f est inversible.

Nous laissons la preuve de ce corollaire en exercice.
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5.10 Forme matricielle spéciale d’une application linéaire

Théoréme 5.10.1. Soit f : V — W une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels V et W,
de dimensions finies n et m. Alors il existe des bases B C V et B’ C W pour lesquelles

watn= (g g0 )

(m—r)xr O(mfr)x(nfr)
ou r =rang(f) et Opxq est la matrice nulle de taille p x q.
L’idée de la preuve est de construire des sous-espaces vectoriels V1,Vo C V et Wi, Wy C W tels que

V=VieViet W =W; ®&W,y avec Vo = Ker(f), W1 = Im(f) et la restriction de f a V; définit un
isomorphisme V; = Wj.

Preuve. Rappelons que le rang de f est la dimension de Im(f). Choisissons une base wy, - - - , w, de Im(f),
puis complétons cette base en une base B’ = {wy, - , Wy, Wyy1, -+ , Wyt de W. Pour tous i = 1,--- ,r
choisissons un élément v; € V tel que f(v;) = w;. Il est facile de vérifier que vy, - -+ , v, sont linéairement

indépendants (nous laissons la vérification en exercice).

Le noyau de f est de dimension n — r (par le théoréme du rang : dim(V) = dim(Ker(f)) + r); on peut
donc choisir une base v,.41, -+ ,v, de Ker(f). Vérifions que B = {v1,--+ , v, Vpy1," -, Upn} est une famille
libre de V' : soient A1, -+, A\, € K tels que Z?Zl A;jv; = 0, alors

0=f ijvj :Z)\jf(vj):Z)\jwj (car f(vj) =0sij > 7).
Jj=1 Jj=1 j=1

Or les vecteurs w; sont linéairement indépendants, donc A\; = Ay = ... = A\, = 0. Mais alors on a
> ips1Ajvj =0 et comme v,11,- -, v, est une base de Ker(f), cela entraine que A, 41 = ... = A, =0,

finalement tous les ); sont nuls et B est donc une famille libre. C’est donc une base de V' puisque
Card(B) = dim(V).

On a donc trouvé deux bases B = {v1, -+ ,v,} CV et B’ = {wq, - ,wp} C W telles que
N Jowy ostog<gr
f(vj){() si j>r
La matrice de f dans ces bases a donc la forme indiquée.
O
5.11 Matrice de changement de bases
Définition. Soit V un K-espace vectoriel et donnons-nous deux bases B = {vy,---,v,} et B’ =
{v], - ,v,} de V. 1l est commode d’appeler B ’ancienne base et B’ la nouvelle base. Si on écrit les

éléments de la nouvelle base comme combinaison linéaire des éléments de ’ancienne base, on obtient une
matrice carrée de taille n X n, notons-la P. Ainsi P = (p;;) avec

n
v; = szﬂ’z-
i=1

La matrice P s’appelle matrice de transition (ou matrice de passage) de la base B vers la base B'.
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Il y a deux fagons d’interpréter cette matrice :

e P est la matrice dans la base B de l'application linéaire ¢ € L(V, V) telle que y(v;) = v} pour tout j,
c’est-a-dire P = Mpp(p).

e P est la matrice de lapplication identité de la base B’ vers la base B (donc de la nouvelle base vers
Pancienne, ce qui n’est pas trés intuitif) :

P =Mpgp (Idy).
Observons en particulier que par le corollaire 5.9.6, une matrice de transition est toujours inversible.

Proposition 5.11.1. Si on note X le vecteur colonne dans la base B d’un vecteur x € V et X' le vecteur
colonne du méme vecteur x dans la base B' (i.e. X = Mpg(z) et X' = Mp/(z)), alors on a

n
X=PX' e x;=)» pi
j=1
Preuve. C’est un cas particulier du théoréme 5.9.3 :

PX/ = MBB/(I(‘I) ~MB/($) = MB(Id(x)) = MB(I‘) = X.

On peut aussi le voir avec le calcul suivant :

n n n n n n
ror / _ / —
E rv; = E x; g PijVi | = g PijZ; | Vi = E XiV;.
1 =1

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=

O
Considérons maintenant la situation suivante : soient V' et W deux espaces vectoriels munis chacun de
deux bases : B ={vy, -+ ,v,} et B’ ={v}], -+, v} sont deux bases de V
et E={wy, - ,wy}et E'={w], - ,w),} sont deux bases de W.

Notons P la matrice de transition de B vers B’ et Q la matrice de transition de E vers E’, i.e.
P = MBB/(Idv) et Q = MEE/(IdW)

Soit maintenant une application linéaire f € L(V, W) et notons A sa matrice dans les bases B, F et A’
sa matrice dans les bases B', F’, i.e. A= Mpggp(f) et A’ = Mg/ g/ (f).

Théoréme 5.11.2. Sous les conditions précédentes, les matrices P et QQ sont inversibles et on a
A'=Q71AP.
Preuve. On a
QA" = Mgp (Idw )M/ (f) = Mgp (Idw of ) = Mgp/ (f) = Megp(f)Mpp (Idy) = AP.

O

Remarque : Voici deux autres preuves de ce théoréme, la premiére est calculatoire et la seconde est
matricielle.

i.) On peut aussi démontrer le théoréme par un calcul direct :

m m m m m
109 = 3= sy = 3k =3 Sty )
i=1 k=1

i=1 k=1 i=1
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et n n m m n
f (Zst%) = Zzpsjakswk = Z (Z aksst) Wi,
s=1 s=1 k=1 k=1 \s=1

! n P m ! n
or v =) .| Ps;vs, donc le calcul précédent montre que D ;7 qria;; =) . akspPs; pour tout k, ce

qui signifie précisément que QA = AP.

ii.) Et on peut raisonner sur les vecteurs-colonnes. Soit x un vecteur quelconque de Vet y = f(z) € W.
Notons X = Mpg(z), X' = Mp/(x), ¥ = Mg(y), et Y/ = Mg/ (y). Alors X = PX' et Y = QY
mais on a aussi Y = AX et Y/ = A’X’, donc

APX = AX =Y = QY = QA'X'.

Comme cette égalité a lieu pour tout vecteur colonne X', on en déduit que AP = QA’'.

5.12 Des matrices vers les applications linéaires.

Nous avons vu comment associer une matrice a une application linéaire entre deux espaces vectoriels
munis de bases. Dans ce paragraphe nous prenons le probléme dans ’autre sens et nous associons a toute
matrice une application linéaire.

Définition. Soit A = (ai;) € My, xn(K) une matrice de taille m x n & coefficient dans un corps K. Alors
on définit une application linéaire L4 : K™ — K™ en posant :

m
La(ej) = aije;
=1

ou {eq,...,e,} est la base canonique de K™ et {e],..., e } est la base canonique de K. On appelle L 4
I’application linéaire associée & la matrice A.

On démontre facilement les points suivants :

o La matrice de L, dans les bases {e;} et {e}} est égalea A: M (La) = A.

Leid{es}
o Si X est le vecteur colonne associé & x € K™, alors AX est le vecteur colonne associé a Ly(x) € K™.

o L’application A — L4 est un isomorphisme M, «,(K) — L(K™, K™). En particulier
La, = La, si et seulement si A1 = As.

Nous avons aussi la proposition suivante :

Proposition 5.12.1. Si B € M,x,(K) et A € My,xn(K), alors les applications L : KP — K™ et
Ly : K™ — K™ peuvent étre composées et on a

LA OLB = LA-B S ﬁ(Kp,Km)

Ce résultat est une nouvelle illustration du fait que la multiplication matricielle a été définie de fagon
qu’elle corresponde & la composition des applications linéaires.

Preuve. C’est une conséquence de la proposition 5.9.5. On peut aussi le prouver directement : soit z € K?
et X son vecteur colonne, alors

(LaoLp)(X)=La(Lp(X)) = La(BX) = A(BX) = (AB)X = L.p(X).
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Convention. Lorsqu’on étudie une (ou des) matrice(s) comme application(s) linéaire(s), on se permet
d’identifier les vecteurs © € K™ avec leurs vecteurs-colonnes associés X € M, x1(K) et les matrices
A € M,,xn(K) avec 'application linéaire associée L4 € L(K™, K™). Concrétement, cela signifie qu’on
regarde les vecteurs de K™ comme des vecteurs-colonnes et on regarde les matrices comme des applications
linéaires.

Par conséquent on note

o Ker(A) ={X € K™ | AX = 0}.

o Im(A)={A-X | X € K"}.

o rang(A) = dim(Im(A)).

Proposition 5.12.2. Soit A € M,,(K) une matrice carrée, alors on a
(a) Si A admet une inverse & gauche B (i.e. BA=1,), alors B est aussi une inverse a droite,
(b) En particulier A est inversible et on a A~ = B.

(¢) De méme, si A € M,(K) admet une inverse & droite C, alors C est aussi un inverse & droite. En
particulier linverse & gauche est égal a linverse a droite.

(d) De plus une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si rang(A) = n.

Remarque. Attention, cette proposition est fausse pour les matrices qui ne sont pas carrées!

Preuve. (a) On suppose que A, B € M,,(K) vérifient BA=1,,onadonc LgoLy =id: K™ — K". En
particulier L 4 est injective, or on sait que toute application linéaire injective entre deux espaces vectoriels
de méme dimensions est bijective.
(b) Par conséquent, pour tout X € K™ (vu comme un vecteur colonne), il existe Z € K" tel que
Ls(Z)=X. Ainsi :

ABX = AB(AZ) = A(BA)Z = AILZ = AZ = X.

Ceci est vrai pour tout X € K™, donc AB = 1,,. On prouve de méme que BA =1,.
(c) La preuve est semblable a la preuve de (a).

(d) La derniére assertion vient du fait que rang(A) = dim(Im(A)) si et seulement si Papplication L4 est
surjective.

O

Proposition 5.12.3. Le rang de la matrice A € My, xn(K) est le nombre mazimal de colonnes de cette
matrice qui sont linéairement indépendantes.

Preuve. Si on note Ay, As,---, A, les colonnes de la matrices A, alors Im(A) est l'espace vectoriel
engendré par ces vecteurs colonnes :

Im(A) = Vec({A41, A, -+ ,Ap}) C K™,

car A; est 'image par A du j*™° vecteur de base. Le théoréme 4.3.5 nous dit alors que la famille
{A1, Ay, -+, A, } contient une base de Im(A). Cette base est formée de r vecteurs linéairement indépen-
dants et toute famille de plus de r vecteurs dans Im(A) est une famille liée.

O

Définition. On dit que deux matrices de méme tailles A et A’ dans M,,x, sont équivalentes s’il existe
des matrices carrées inversibles P € M, (K) et Q € M,,(K) telles que

A =Q AP (5.4)
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Théoréme 5.12.4. Toute matrice A dans M« (K) est équivalente & une matrice

(% 8) (5.5)

ot r est le rang de A et les 0 représentent des matrices nulles de dimensions adéquates. En particulier
deux matrices de méme taille et de méme rang sont toujours équivalentes.

Preuve. Le théoréme 5.10.1 nous dit qu’il existe des bases B’ de K™ et £ de K™ telles que la matrice
de L4 dans les bases B', &’ est donnée par

r_ _ (L 0
A _ME’,B’(LA)_( 0 O)

Notons P la matrice de passage de la matrice canonique de K" vers B’ et Q la matrice de passage de la
matrice canonique de K™ vers &', alors le théoréme 5.11.2 nous dit alors que

o (L0
Q AP_A_(O 0).
O

En plus de la définition d’équivalence, on introduit trois autres types de relation entres les matrices :

Définition. i.) On dit que deux matrices de méme taille A et A’ dans M,,«,(K) sont équivalentes a
droite 8’1l existe une matrice carrée inversible P € M, (K) telle que

A = AP.

ii.) On dit que A, A" € M,,«n(K) sont équivalentes & gauche 'il existe une matrice carrée inversible
Q € M,,(K) telles que

A =Q A
iii.) Deux matrices carrées de méme taille A et A’ dans M,,(K) sont semblables (ou similaires, ou conju-
guées) s'il existe une matrice carrée inversible telle que

A =P TAP.

Remarques. 1.) Chacune de ces relations vérifie les propriétés suivantes : si on note A ~ B pour dire
ou bien que A et B sont équivalentes, ou bien qu’elles sont droite-équivalentes ou gauche-équivalentes,
ou encore semblables, alors

o A~ A;

o A~~B= B~A,;

o ABetB~C= A~C.

2.) L’équivalence définie par (5.4) est plus faible que les trois autres relations que nous venons de définir,
i.e. équivalence-droite = équivalence, équivalence-gauche=-, équivalence similitude = équivalence .

3.) Nous verrons aux exercices que deux matrices carrées de méme taille peuvent étre équivalentes mais
ne pas étre semblables. En particulier il n’est pas vrai qu'une matrice carrée est toujours semblable a
une matrice de type (5.5). Le probléme de déterminer si deux matrices données sont semblables est un
probléme important. Il sera étudié aux second semestre.
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Chapitre 6

Systémes linéaires

6.1 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel

De nombreux problémes d’algébre (théoriques et pratiques) se raménent & la résolution d’un systéme
d’équations linéaires. Par exemple déterminer tous les éléments (x,y,z) € R® tels que

flx,y,2) = 2z —y,x+ 2) = (1,2).

Pour résoudre ce probléme, on écrit cette équation vectorielle comme un systéme de 2 équations a 3
inconnues :

20 —y
r+z = 2.

Donnons une valeur ¢ quelconque & x, alors on obtient x = ¢, y =2t —1 et z = 2 —t. L’ensemble des

solutions est donc donné par
S={(2t-1,2—-1t)|t €R}.

Cet ensemble représente la droite de R? passant par le point (0, —1,2) et paralléle au vecteur (1,2, —1);
on peut écrire

S =(0,-1,2) 4+ Vec({(1,2,—-1)}).
On dit que S est une droite affine dans I'espace vectoriel R?. Plus généralement, on a la définition
suivante :

Définition. Soit V un espace vectoriel sur le corps K. On dit qu'un sous-ensemble £ C V est un
sous-espace affine si ou bien F = (), ou bien il existe p € V et un sous-espace vectoriel W C V tel que

reE & (z—p eW
De maniére équivalente,
E=p+W={z=p+w|weW}.
On dit alors que F est le translaté par p du sous-espace vectoriel W.

Définition. Si E C V est un sous-espace affine non vide, alors on dit que le sous-espace vectoriel W dont
FE est un translaté est I'espace des directions de E, on dit aussi que c’est ’espace directeur de E.

La dimension du sous-espace affine F est par définition la dimension de son espace directeur W. Si E = ()
on convient que dim()) = —1. Un sous-espace affine de dimension 1 de ’espace vectoriel V' s’appelle une
droite affine de V ; un sous-espace affine de dimension 2 s’appelle un plan affine. Un hyperplan est un
sous-espace affine de dimension dim(V) — 1 (donc de codimension 1). Un sous-espace affine de dimension
0 s’appelle un point de V. Il ne contient qu’un seul élément et on identifie habituellement le sous-espace
affine {p} avec I’élément p € V.
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Proposition 6.1.1. Si E CV est un sous-espace affine et W C V' son espace directeur, alors pour tout
geEonaE=q+W.

Preuve. Si E = () il n’y a rien a prouver. Si E # (), alors par définition de la notion d’espace affine, il
existe p € F tel que E = p+ W. Soit ¢ un autre élément de F, alors il existe wg € W tel que ¢ = p 4 wq
et on a

reEs(x—peWes(z—(g—w))={(z—q) +wy) e W& (x—q) eW,

donc g+ W =p+W.
O
Une conséquence importante est que si {wy, ws,...,wq} est une base de W et ¢ € E, alors tout élément
x de E peut s’écrire sous la forme
d
Tr=4dq + Z )\sz
i=1

avec Ai,...,A\g € K.

L’une des motivations pour introduire la notion de sous-espace affine est le résultat suivant :

Théoréme 6.1.2. Soit f : Vi3 — V5 une application linéaire entre deux espaces vectoriels sur le méme
corps K. Alors pour tout b € Va, l’ensemble

fH) = {z e Vilf(x) = b}

est un sous-espace affine de V.
Si b ¢ Im(f), alors ce sous-espace affine est vide, et si b € Im(f) alors ’espace directeur de f=1(b) est
le noyau Ker(f).

Preuve. Sib ¢ Im(f) il n’y a rien a prouver. Si b € Im(f), alors par définition il existe p € V] tel que
f(p) =b. On a alors

ze f7(b) & f(x) = flp) & flz—p) =0& (z —p) € Ker(f) & x € p+ Ker(f).
0

Conséquence. De facon explicite, ce théoréeme dit que si ¢ € V7 est une solution particuliére de ’équa-
tion f(z) = b, et si {wy,wa,...,wq} est une base de Ker(f) (ce sont donc d solutions linéairement
indépendantes de I’équation (dite homogéne) f(w) = 0), alors la solution générale de 'équation f(z) =b
est de la forme x = g + Z?:l AW .

6.2 Systémes d’équations linéaires

Définition 6.2.1. Un systéme d’équations linéaires & m équations et n inconnues (m et n deux entiers
positifs) sur le corps K est un ensemble d’équations du type

a11r1 + apry + -+ apr, = b

a21T1  +  G2eTz 4+ -0 4+ AT, = by
(%) :

Am1x1 +  GmaTos + - +  GmnTn, = bm

oul<i<m, 1<j5<n.

o Les coefficients du systéme a;; et les termes inhomogénes b; sont des scalaires (des éléments du
corps de base) donnés.
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e Les z; sont les inconnues que ’on cherche & déterminer.

e Le systéme obtenu a partir de () en remplacant les b; par 0 s’appelle le systéme homogéne associé
a (x).

e Une solution du systéme est un n-tuple (z1,zo,...,z,) € K™ qui satisfait simultanément toutes
les m équations du systéme.

Remarque : On peut écrire le systéme d’équations sous la forme d’une unique équation matricielle :

ail e A1n X1 b1

Aml  --- QAmn Tn bm

D’une maniére abrégée, on peut écrire A- X = B ou X et B sont des vecteurs-colonnes et A est une
matrice rectangulaire. Le vecteur X représente les inconnues du systéme.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 6.2.2. L’ensemble
S={XeK"| AX = B}

des solutions du systéme (x) est un sous-espace affine de K™. Si S # 0, alors S = Xy + Ker(4), ou
Xo € K™ est une solution particuliére du systéme.

La preuve est immédiate a partir des résultats du paragraphe précédent. O

Définition. Le systéme (%) est dit incompatible si S = ). D’une maniére équivalente, le systéme est
incompatible si et seulement si B ¢ Im(A).

Dans la pratique, pour résoudre le systéme (%), on essaye d’abord de déterminer s’il est compatible ou
incompatible. S’il est compatible, on cherche une solution particuliére Xy, puis on cherche une base
wy, ..., w, de Ker(A). Toute solution de (x) s’écrit alors de fagon unique sous la forme

X =Xo+Mwy + -+ \w,.

6.3 La méthode de Gauss-Jordan

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre un systéme linéaire. L'une des méthodes les plus efficaces est de
procéder par élimination systématique des variables. Cette méthode, que le lecteur a sans-doute déja vue
lors de ses études secondaires, semble avoir été pratiquée depuis la nuit des temps, on en trouve trace
sur des tablettes cunéiformes babylonniennes (environ 2000 ans avant J.C) et un écrit chinois du premier
siécle, le Jiuzhang Suanshu, ou les Neuf Chapitres sur I’Art Mathématique, en donne une description
précise.

On appelle algorithme de Gauss-Jordan une méthode systématique pour résoudre un systéme linéaire par
élimination.

Commengons par un exemple élémentaire, considérons le systéme

2z — 3y = 5
e + y = —4

Pour résoudre ce systéme, on peut soustraire de la seconde équation le double de la premiére (ce qui
élimine « de la seconde équation), puis diviser chaque équation par son premier coefficient non nul (qu’on

appelle le pivot) :
20 — 3y = 5 . T -
Ty = —14

< lw
<
\
o olot



et on obtient la solution y = —2, x=(3y+5)/2=-1/2.

Décrivons maintenant le cas général. Considérons le systéme de m équations linéaires & n inconnues sur
le corps K :
anry + 0+ awT, = b

am1Z1 + ... + Apn®n = by

On peut écrire ce systéme sous forme matricielle AX = B. Il est commode de considérer la matrice de
taille m x (n + 1) suivante :
S N (S P

Aml - Qmn  bm

On appelle cette matrice la matrice augmentée du systéme. On la note aussi (A|b) et on remarque qu’elle
contient toute 'information nécessaire a la résolution des équations.

L’algorithme de Gauss-Jordan consiste & ramener la matrice augmentée (A | b) & une forme plus simple,
au moyen d’une suite de transformations dites transformations élémentaires. Ces transformations sont
les suivantes :

Type 1 : On échange deux lignes de la matrice augmentée (A[b).
Type 2 : On multiplie une ligne de (A|b) par un scalaire non nul A € K*.
Type 3 : On ajoute & une ligne de (A|b) un multiple d’une autre ligne.

Il est facile de se convaincre que ces trois types de transformations ne changent pas les solutions du
systéme d’équations.

Par une suite de transformations élémentaires, on peut obtenir une nouvelle matrice (A’|d’) qui satisfait
aux trois conditions suivantes :

(i) Toutes les lignes de (A’[b’) qui ne contiennent que des zéros, s’il en existe, se trouvent en bas de la
matrice.

(ii) Le premier coefficient non nul d’une ligne s’appelle le pivot de cette ligne. On suppose que tout
coeflicient en dessous d’un pivot est nul.

(iii) Le pivot de chaque ligne non nulle est situé a droite du pivot de la lignes précédente.

Définition. Si une matrice satisfait ces trois conditions, on dit qu’elle est sous forme échelonnée. On dit
qu’elle est sous forme échelonnée réduite, si elle satisfait aux deux conditions supplémentaires suivantes :

(iv) Chaque pivot est égal a 1.

(v) Tout coefficient en dessus d’un pivot est nul (donc le pivot est le seul coefficient non nul de sa
colonne).

Reprenons ’exemple du systéme de deux équations & deux inconnues précédent. La méthode d’élimination,
exprimée avec la matrice augmentée, se présente sous la forme suivante :

am=(3 7 3)-(0 7 i)

Le systéme initial est donc équivalent a

20 — 3y = 5
Ty = —14
qui se résoud facilement en (z,y) = (-1, -2).
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On peut aussi effectuer quelques transformations élémentaires supplémentaires et ramener la matrice
augmentée a sa forme échelonnée réduite :

2 -3 5\ ,(2 -3 5\ (20 -1\ (10 —3
0 7 -14 0 1 -2 01 -2 01 -2

Le systéme initial est donc équivalent au systéme suivant

dont la solution est immédiate.

Théoréme 6.3.1. A) Toute matrice est équivalente & une unique matrice échelonnée réduite par une
suite de transformations élémentaires.

B) Le rang d’une matrice ne change pas lors des transformations élémentaires. Le rang d’une matrice
échelonnée est le nombre de lignes non nulles ; c¢’est aussi le nombre de pivots.

C) Une matrice carrée est inversible si et seulement si sa matrice échelonnée réduite est la matrice
identité.

La preuve de ce théoréme consiste & formaliser précisément l'algorithme de Gauss-Jordan et & prouver
par un argument de récurrence que cet algorithme s’arréte aprés un nombre fini d’étapes.

Exemple. On considére le systéme de 4 équations & 4 inconnues suivant

T+ 2z = 2
2r+y+3z = -1
Jy—3z+3t = -—12
3x+y+52 = 1

En alignant les variables, on trouve la matrice augmentée :

x + 2z = 2 1 0 2 0 2
20 + y + 3z = -1 21 30 -1
Sy — 32 + 3t = —12 = @AD=L4y 5 55 49
3r + y + 95z = 1 3 1 5 0 1
La méthode de Gauss-Jordan se déroule comme suit :

10 2 0 2 1 0 2 0 2 1 0 2 0 2
2 1 3 0 -1 , 2 1 3 0 -1 @, 01 -1 0 -5
0 3 -3 3 -—-12 01 -1 1 —4 01 -1 1 —4
3 1 5 0 1 3 1 5 0 1 3 1 5 0 1

1 0 2 0 2 10 2 0 2

©, 01 -1 0 -5 @, 01 -1 0 -5

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

01 -1 0 -5 0 0 0 0 0

Les transformations élémentaires appliquées sont

(1) L; — %Lg, (2) Lo — Lo —214 (3) Ly — Ly — 314 (4) Ly — Ly — Ls.
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Le systéme initial est donc équivalent au systéme échelonné suivant de 3 équations & 4 inconnues :

x + 2z = 2
y — 2z = =5
t = 1
La solution générale est facile a trouver. Elle s’écrit
z 2 -2z 2 -2
Z = Z;S = _(5) 2 } . (AeK)
t 1 1 0

Remarque. La méthode d’échelonnage nous donne une fagon simple de savoir si un élément b € K™
appartient a 'image de la matrice A. C’est en effet le cas si et seulement si le systéme linéaire AX = b
est compatible, ce qui se traduit par la condition rang(A|b) = rang(A). Il suffit donc de vérifier que les
formes échelonnées de ces deux matrices ont le méme nombres de lignes non nulles (ou le méme nombre
de pivots).

6.4 Matrices élémentaires

Les transformations élémentaires de I'algorithme de Gauss-Jordan peuvent s’appliquer & toute matrice,
en particulier a la matrice identité.

Définition. On appelle matrice élémentaire d’ordre m et de type 1, IT ou III toute matrice qui s’obtient
en appliquant une transformation élémentaire de type I, II ou respectivement III sur les lignes de la
matrice identité I,,. Par exemple, les matrices

P(273) = , D(4)(>\) = et L(g,l)()\) =

orRr oo
o O O
OO O
OO = O
o= OO
> O O O
S > O =
OO = O
O~ OO
_— o O O

1 0
0 1
0 0
0 0

sont respectivement des matrices d’ordre 4 de type I (échanger les lignes 2 et 3 pour Py 3)), de type II
(multiplier la derniére ligne par A # 0 pour D4 ())) et de type III (ajouter X fois la premiére ligne a la
troisieme ligne pour Ls 1)(})).

D’une maniére générale, on définit dans M,, (K) les matrices suivantes :

o La matrice élémentaire de type I est P, ) = (pi;) avec pj; = d;5 si i & {r,s} et pps = psr =1 (et
les autres p;; sont nuls). C’est la matrice obtenue & partir de I,,, en échangeant les lignes et s.

o La matrice éléementaire de type IT est D(,y(\) = (di;) (ot A # 0) avec dij = 045 sii # 1 et dpj = Aoyj.
On peut aussi écrire

Diy(\) =Ly, + (A = 1)E,. = Diag(1,1,--- , A,... 1),

c’est la matrice obtenue en multipliant la ligne r de I’identité par le scalaire A.

o La matrice élémentaire de type III est L(m)()\) = I, + \E,s est la matrice obtenue en ajoutant a la
ligne r de la matrice identité A fois la ligne s (avec r # s).

Les indices r et s ainsi que le scalaire A\ s’appellent les paramétres de la matrice élémentaire.

On a alors les propriétés suivantes :

Théoréme 6.4.1. (A) Toute matrice élémentaire est inversible et son inverse est une matrice élémen-
taire de méme type.
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(B) Si A € Muywn(K) est une matrice & m lignes et n colonnes, alors multiplier A & gauche par une
matrice élémentaire a le méme effet qu’appliquer a A la transformation de méme type et de mémes
paramétres a la matrice A.

(C) Pour toute matrice A € My, xn(K), il existe une matrice inversible Q € M,,(K) telle que
i.) Q est le produit d’un nombre fini de matrices élémentaires.

ii.) A" =Q - A est de forme échelonnée réduite.

Preuve. (A) On vérifie facilement que
- _ 1 -
(P('r,s)) t= P(r,s)v (D(r)(/\)) t= ‘D(T) <)\> et (L(r,s)(A)) t= L(r,s)(_>‘)

(B) Se voit en examinant chaque cas.
(C) 1l ’agit d’une reformulation de 1’algorithme de Gauss-Jordan.
O

Le point de vue matriciel sur I’algorithme de Gauss-Jordan nous dit que pour résoudre AX = B, on se
raméne au systéme équivalent (QA)X = QB ou @ est un produit de matrices élémentaires et QA est
échelonnée. Les deux systémes AX = Bet A’X = B’ oun A’ = QA et B’ = QB ont les mémes solutions
car () est inversible.

6.5 Systémes matriciels et inversion d’une matrice par la mé-
thode de Gauss-Jordan

On a vu que la méthode de Gauss-Jordan permet de résoudre une équation matricielle AX = B ou X et B
sont des matrices-colonnes. La méthode s’applique aussi lorsque A et B sont des matrices plus générales.

Exemple. Supposons que 'on désire résoudre le systéme suivant dont 'inconnue et le second membre
sont des matrices de type 3 x 2 :

1 2 2 1 N 10 4
2 1 3 T2 Y2 = 2 14
0 7 3 r3 Y3 4 0

La matrice augmentée du systéme est la 3 x 5 matrice

1 2 2[10 4
AB)=( 21 3|2 14
07 3[4 0

La méthode de Gauss-Jordan nous permet de trouver la forme échelonnée réduite de cette matrice, on
obtient :

10 0 74 -20
01 0 25 -9
0 0 1|-57 21
Le systéme admet donc pour unique solution
74 —20
X = 25 -9
=57 21

Supposons maintenant que la matrice A € M, (K) est une matrice carrée inversible, alors sa forme
échelonnée réduite est la matrice identité I,,. Par conséquent, si on considére le systéme linéaire

AX =1,
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avec X € M, (K), alors l'algorithme de Gauss-Jordan revient a multiplier par une matrice @, qui est
produit de matrices élémentaires, pour obtenir le systéme équivalent

QAX = QIL,.
Mais puisque QA =1, on a @ = A~'. On a donc le résultat suivant :

Proposition 6.5.1. Si A est une n X n matrice inversible, alors l’algorithme de Gauss-Jordan appliqué
a la matrice augmentée (A|L,,) produit une matrice (I,|Q) ou Q = A~L.

Exemple 1. Pour inverser la matrice ( f i’ ), on peut appliquer la méthode d’échelonnage a la matrice

(P16

augmentée

— DN
= W

on a

Donc 1
(-1 3
- 1 -2 )

3
1
1 0 3
Exemple 2. Pour inverser la matrice A= -2 1 0 |, on échelonne la matrice augmentée (A|I3) de

la facon suivante :

103100(1) 103100(2) 100 4 0 -3
-2 1 0010])] —1|-21P0 01 o] —=1-21P0 01 0
1 04 0 0 1 001 -1 01 0 01 -1 0 1

3 1 00 4 0 =3

— | 01 0 8 1 —6

001 -1 0 1

(Les étapes sont : (1) on soustrait la premiére ligne de la troisiéme, (2) on soustrait le triple de la troisiéme
ligne de la premiére, (3) on ajoute le double de la premiére ligne a la seconde).

On en conclut que

4 0 -3
Al = 8 1 —6
-1 0 1
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Chapitre 7

Déterminants

7.1 Déterminants des 2 x 2 matrices.

A chaque matrice carrée A est associé un scalaire qui s’appelle son déterminant et se note det(A) ou
parfois |A]. Nous discutons d’abord le cas des matrices de taille 2 x 2.

Définition Le déterminant d’'une 2 X 2 matrice est défini par
det ail a2 _
a1 a2

Théoréme 7.1.1. Le déterminant des 2 X 2 matrices vérifie les propriétés suivantes :

ail a2
a21 a22

= a11G22 — (12021

a) det(AA) = A2 det(A).

b) Le déterminant d’un produit de deux matrices est égal au produit des déterminants :
det(A - B) = det(A) - det(B).

¢) La 2 x 2 matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas on a
—1
air a1z _ 1 Q22  —a12
a1 a2 det(4) \ —a2z1  an )’

d) Deux vecteur-colonnes de K? sont linéairement indépendants si et seulement si leurs composantes
forment une matrice de déterminant non nul :

< o ) et ( o ) sont linéairement indépendants < det< T1 Y1 > 20
L2 Y2 .o
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Preuve. La propriété (a) suit immédiatement de la définition. Pour (b), il suffit de calculer et simplifier :
det ann a2z | [ bin bio — det (a11b11 + a12b21)  (a11biz + ai2baz)
a1 a2 ba1 b2 (ag1b11 + agabar) (a21b12 + azabaz)
= (a11b11 + a12b21)(a21b12 + a22b22) — (a11b12 + a12b22)(az21b11 + azab21)

= (a11a22 - a12a21)(511522 - 512b21)

—det< a1l a2 >det< bi1 b2 )
as1 929 bar  bao

L’affirmation (c) a été démontrée a la Proposition 5.8.3.

Pour prouver (d) on observe que les vecteurs < il ) et ( Zl ) engendrent 'image de
2 2

A _ X1 A0
T2 Y2 )

On a donc det(A) # 0 < A : K? — K? est surjective < ( il ) et < ‘Zl > sont linéairement
2 2

indépendants.
O
7.2 Deéterminants des 3 X 3 matrices.
Le déterminant d’une matrice de taille 3 x 3 est défini par
ai1 a2 ai13

det | @21 a2z a23 | = a11a22033 + A21a32013 + A31A12023 — A11A32023 — (21012033 — A31022013.
azi1 azz2 ass

11 est parfois commode de voir le déterminant comme une fonction det : K3 x K2 x K3 — K des 3
vecteurs colonne de K3 formant la matrice A € M3(K). Il prend alors la forme

1 Y1 2

det(X,Y,Z) =det [ x2 y2 22 | = T1y223 + T2y321 + T3Y122 — T1Y322 — TaY123 — T3Y221.
T3 Ys Zz3
1 hn 21
o X= |z | Y=[y2] et Z=129
T3 Y3 Z3

On note aussi |A| pour le déterminant d’une matrice. Il est alors facile de voir que le déterminant d’une
matrice de M3(K) s’exprime de la maniére suivante comme une combinaison linéaire de trois déterminants
2x2:

oA Y2 Z2 Y1 Y1 z
ve b2o= :xl" Ys 23 _mQ" Ys 23 +x3~‘ Y2 22
T3 Ys =23
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Par exemple

1 3 4

1 3 3 4 3 4
0 1 3 :1’ ‘—0.‘ ’4_5.‘ ‘
53 1 3 -1 3 -1 1 3

=1-(-1-9)+0-(=3-12)+5-(9—4)
= 15.

7.3 Définition générale du déterminant et premiéres propriétés
Dans une matrice carrée A = (a;;) € M, (K), il y a n! fagons de former un monéme du type
Ai11G352 " Aiyn

qui contient un et un seul coefficient de chaque colonne et de chaque ligne, c’est a dire que iy, 149, ..., i,
est une permutation de 1,2,...,n. On obtient le déterminant de la matrice A en multipliant ce monome
par la signature de la permutation associée et en sommant tous les termes obtenus.

Définition. Le déterminant de la matrice A = (a;;) € M, (K) est le scalaire défini par

det(A4) = [A| = Z SgN(0) A (1)100(2)2 * * * Ao (n)n> (7.1)
oES),
ou S, est le groupe symétrique des permutations de {1,2,...,n} et sgn(c) = £1 est la signature de la

permutation o € S,,.

Remarques.
1. La formule (7.1) s’appelle la formule de Leibniz pour le déterminant.

2. 1l est parfois commode (et fréquent parmi les physiciens) d’écrire le déterminant sous la forme

det(A) = Z Z Z €y yigyrnyin Fig1Gin2 " Qiyns (7.2)

i1=112=1 in=1

Ol €4, 4s.....in, € {0,1,—1} est le symbole de Levi-Civita défini par

+1 sidq,4s,...,i, est une permutation paire de 1,2,...,n,
€i1yig,..in = § —1 sidq,49,...,49, est une permutation impaire de 1,2,...,n,
0 sit1,192,...,1, N’est pas une permutation de 1,2,...,n.

3. Remarquer que la somme (7.2) posséde n™ termes, mais seulement n! parmi ces termes sont non
nuls (par exemple si n = 5, la somme (7.2) contient 3125 = 5° termes dont seulement 120 = 5! sont
non nuls).

4. On peut aussi écrire (7.2) sous la forme

det(A) = Z QP)ap1)1a¢2)2 * * * Ap(n)yns
¢:[n]—[n]

ou la somme est étendue a toutes les applications ¢ : [n] — [n] et Q(¢) € {0,+1,—1} a été défini
au §3.2.1. La seule différence entre le symbole de Levi-Civita et Q(¢) est une différence de notations.

5. Lorsque le corps K est de caractéristique 2 (c’est-a-dire 141 = 0), la formule de Leibniz garde son
sens, mais la signature peut-étre omise dans la formule de Leibniz (car —1 = +1). Ce cas ne sera
pas considéré dans ce cours.
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Un premier résultat général sur les déterminants est le suivant :

Proposition 7.3.1. Soit A une n X n matrice dont tous les coefficients de la derniére colonne sont nuls
sauf le dernier. Alors le déterminant de A est égale au produit du coefficient a,, avec le déterminant
de la (n — 1) x (n — 1) matrice A’ obtenue & partir de A en supprimant la derniére ligne et la derniére
colonne de A.

En écrivant pour simplifier n’ =n —1 on a donc

a11 to A1n/ 0
a1 T A1n!
det . : . . = Qpy - det
Ao/ “ e Ay’ ’ O
n 71 no,n an,71 “ee an’,n’
Qn,1 e An,n' Qn,n

Preuve. En examinant la formule de Leibniz on voit que pour une telle matrice A, chaque terme de la
somme (7.1) tel que o(n) # n est nul. En conservant la notation n’ =n — 1 on a donc

det(A) = Z Sgn(o)ao(l)laa(Q)Q Qo (n/)n/ Qo (n)n
oES,

= Gnn - Z SEN(0) A0 (1)100(2)2 Ao (n')n'»
geS’

out &’ est 'ensemble des permutation de [n] qui fixent n, c’est a dire
§' ={ceS8,|a(n)=n}.
1l est clair que S’ est un sous-groupe de S,, et qu’il est isomorphe a S,,_1 = S,,». On conclut que
det(A) = ayy, - det(A).
O

Corollaire 7.3.2. Le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure (i.e. a;; = 0 si i < j) est égal
au produit des coefficients diagonauz :

a1 0 0
* a2 0
det | . . .| =aa22 - an,
x oo X Qpp
Preuve. Par récurrence a partir de la proposition précédente. O

Proposition 7.3.3. Le déterminant d’une matrice carrée est égal au déterminant de sa transposée

det(AT) = det(A).

Preuve. Rappelons que la signature d’une permutation o est égale a la signature de la permutation
inverse o~!. L’opération de transposer une matrice échange les lignes et les colonnes, on a donc

det(AT) = Z sgn(0)a0(1)100(2)2 " ** Go(nin
O'ESn

Z Sgn(U)am(naza(z) ©Qpo(n)
oES,

= Z Sgn(ail)acf*l(l)laafl(?ﬁ ©rUe-1(n)n
ceS,

= Z SEN(0)Ap(1)10p(2)2 * * * Cp(n)n (on a posé p= o ')
PES,

= det(A).
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O

Une conséquence importante de cette proposition est que toute propriété du déterminant qui s’applique
au colonnes d’une matrice s’applique également aux lignes de cette matrice. En particulier le déterminant
d’une matrice triangulaire supérieure (i.e. a;; = 0 si ¢ > j) est aussi égal au produit des coefficients
diagonaux.

Dans la suite de ce paragraphe, il est commode d’associer & un n-tuple de vecteurs colonne
(A1,A2,.. . 4,) e K" x K" x -+ x K"

la matrice dont la jé™€ colonne est le vecteur A; (on utilise donc 'isomorphisme naturel (K™)" —
M, (K)). On peut ainsi regarder le déterminant comme une application

det : K" x K" x---x K" - K.

n

On a alors les propriétés suivantes.
Théoréme 7.3.4. (a) Le déterminant est linéaire par rapport & chaque colonne :

det(Al,...7Aj,1,()\A;-+/LA;—’),AJ'+1,...,A") = )\det(Al,...7Aj71,A‘/7',Aj+1,‘..,An)
+ ,udet(Al, . 7Aj_1,A;/,Aj+1, .. ,An)

pour tous 1 < j < n et tous \,u € K.

(b) Pour toute permutation p € S, on a
det(Ay(1),- -5 Apn)) = sgn(p) det(Ay, ..., Ap).
(c) Si E1,Es,...E, estla base canonique de K™, alors
det(En, ..., By) = L.

Preuve. (a) Si A; = AA’+pAY, alors pour chaque coefficient de la j¢me colonne on a a;; = (Aaj; +pai;).
Donc pour chaque mondéme formant le déterminant, on a

aill e a’i_jj e ainn = )\aill e a;,'j e ainn —+ uaill e a;/JJ e ainn.
En faisant la somme (7.1), on obtient la propriété (a).
(b) On a par définition

det(Ap)s -+ Apm) = D 581(0) 80 (1)p(1)80(2)p(2) * * * Ao (n)p(n)
€S,

= Z sgn(Tp)ar(1)10r(2)2 ** Gr(nyn (0N & posé T =0p ")
TES,

= sgn(p) Z SgN(T)ar(1)107(2)2 * * * Gr(n)n
TESH

= sgn(p) det(A).
Car sgn(7p) = sgn(7) sgn(p) puisque sgn : S — {+1, —1} est un homomorphisme de groupes.

c¢) Le déterminant det(En, ..., E,) est le déterminant de la matrice identité dont les coefficients sont les
symboles de Kronecker §;;. Tous les termes de la somme (7.1) sont nuls, sauf celui correspondant a la
permutation o = Id, et le moénome correspondant est

sgn(Id) . (511622 . 5nn =1.
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Remarque 7.3.5. Pour simplifier, & nous supposerons désormais que le corps K n’est pas de caracté-
ristique 2. Cette condition signifie que dans ce corps. 1 + 1 # 0 (ou de fagon équivalente 1 # —1). Cela
exclus des corps tels que le corps o a deux éléments ou le corps & 4 éléments vu aux exercices, mais tous
les autres corps familiers dans ce cours satisfont cette condition.

Définition. Une application 6 : K™ x K™ x --- x K™ — K vérifiant les conditions (a) et (b) de ce
théoréme est dite multilinéaire et antisymétrique.

Corollaire 7.3.6. Si deux colonnes sont identiques, i.e. A, = Ag avec 1 <r < s < n, alors
det(Al, ey An) =0.

Preuve. Soit p = (r,s) € S, la transposition qui échange 7 et s, alors la propriété (b) du théoréme
précédent implique que
det(Ay,...,Ar .. Agy o  Ay) =sgn(p) det(Aq, ..., As,y o Ay Ay)
=—det(Ay,...,Asy ..., Apy . Ap)
= —det(Ay,..., Ar, ..., As,... Ay)  (car 4, = Ay)

donc ce déterminant est nul.

Corollaire 7.3.7. a.) Si on ajoute a la ™ colonne de la matrice A € M,,(K) une combinaison linéaire
des autres colonnes, alors le déterminant ne change pas.

b.) Siles colonnes de la matrice A € M, (K) sont linéairement dépendantes, alors det(A) = 0.

Preuve. a.) On a

det(Ar,. oy Aro1, (Ar Y NA)), Argr, .o Ap) = det(Ay, . Ar, L Ay)
j#r
+ Z )\j det(Al, ey AT—17Aj7AT‘+17 e An),
J#r
on obtient donc l'affirmation voulue par le corollaire précédent car chaque terme de cette derniére somme

est nul.

b.) Les colonnes de A € M, (K) sont linéairement dépendantes si et seulement si I'une des colonnes
est combinaison linéaire des autres colonnes. Supposons par exemple que la colonne A, est combinaison
linéaire des autres colonnes. On a alors par 'affirmation (a) :

det(Al,...7A7>7...An) :det(Al,...,O,...An) =0.

O
Exemple. On a
1 0 =z O 10 0 O
0 1 =z 0] 01 0 0]
det 00 23 0] det 00 23 0] 3.
0 0 z4 1 0 0 0 1
Plus généralement si X = (21, 22,...,2,) ", alors

det(El, e ,Ej_l,X, Ej+1, .. En) =y,
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7.4 Théoréme fondamental

Théoréme 7.4.1 (Théoréme fondamental de la théorie des déterminants.). Soit 6 : K" xK"x---x K" —
K une application mutilinéaire et alternée, alors il existe v € K tel que 0 =y - det, i.e.

H(Al,...,An) = 'y-det(Al,...,An)
pour tous Ay, ..., A, € K". De plus, vy =0(E,...,E,).

Preuve. On a Ay =a11E1 + -+ + an1 By, donc par multilinéarité de 6, on a

G(Al, e 7An) = Zaﬂﬁ(Ei,Ag, e 7An)

=1

On a aussi Ay = aioF1 + -+ + apaF,, donc
n n
G(Al, . 7An) = Z Zaﬂajgt?(Ei,Ej, A3 . 7An)
i=1 j=1
en continuant avec les colonnes As. .., A,, on obtient

G(Al,...,An) = i i"'iaillai22"'ainne(EinEiza"'7Ein)'

i1=lia=1  ia=1

Or nous avons supposé que 6 est alternée, cela entraine que

Q(Ei“ - ,Ein) = 61'1,”7;” . Q(El, ey En)
Posons v = 0(FE4, ..., E,), alors nous avons
9(A1, cee 7An) = 7 Z Z T Z €i1.in@ig1Aip2 * A4
i1:1 ’i2:1 i2:1
= v-det(A).

Corollaire 7.4.2. Si A et B appartiennent a M, (K), alors

det(A - B) = det(A) - det(B).

eme °me  colonne de B

Preuve. La j colonne de A - B est I'image par A de la j
(AB)] =A- Bj = blel + ijAQ 4+ 4 bnjAn

Si on note 6 : M,(K) — K lapplication définie par §(B) = det(A - B), alors 6 est une application
multilinéaire et alternée. Le théoréme précédent montre alors que

det(AB) = 0(B) = - det(B)

avec v = 0(I,) = det(AI,) = det(A). Donc det(A - B) = det(A) - det(B).
O

Corollaire 7.4.3. Le déterminant d’une matrice carrée est nul si et seulement si ses colonnes sont
linéairement dépendantes.
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Preuve. On a déja vu que si les colonnes de A € M,,(K) sont linéairement dépendantes, alors det(A) =
0. Supposons réciproquement que les colonnes de A € M, (K) sont linéairement indépendantes. Alors
I’application linéaire L 4 : K™ — K" est injective et donc inversible, ce qui implique que la matrice A est
inversible. On a alors

1 = det(I,) = det(A- A™') = det(A) - det(A™1),
ce qui implique que det(A) # 0.

Observons que la preuve montre aussi que det(A~1) = #(Aﬁ'

Théoréme 7.4.4. (Regle de Cramer!) Soient A € M, (K) et X, B € K™. Supposons que AX = B, alors
la j®™° composante de X vérifie

det(A) Ty = det(Al, ey Ajfl, B,Aj+17 PN An)
En particulier si A est inversible, alors cette formule permet de résoudre le systéme linéaire AX = B.

Preuve. Notons S, la matrice (E1,...,Ej_1,X, Ej11,... E,), alors la condition AX = B est équivalente
a
A-S;=(A1,...,Aj_1,B, Aj1,... Ap).

Donc
det(A) . det(Sj) = det(Al, N 7Aj—1; B, Aj+1, . An),

mais nous avons vu plus haut que det S; = ;.

7.5 Cofacteurs et formule de Laplace

La formule de Laplace est une formule récursive qui permet de calculer un déterminant n x n a partir de
n déterminants de taille (n — 1) x (n — 1). Nous aurons besoin de quelques notations.

Définitions et notations. Pour une n x n matrice A = (a;;) € M,(K) et i,j € {1,...,n}, on note

éme

o A(i|j) la (n — 1) x (n — 1) matrice obtenue en supprimant la i®° ligne et la j*™° colonne de A.

o Le cofacteur de a;; est défini par ¢;j = ¢;;(A) = (—1)"7 det A(il5).
o La matrice des cofacteurs de A est la n x n matrice Cof(A) = (¢;;).
o On note g(2| j) la n x n matrice obtenue & partir de A en remplacant la j*™¢

1°™¢ vecteur de la base canonique F; :

colonne A; de A par le

A(il) = (A1, .., Aj1, Biy Ajya, .. Ay).

(Sij=1,onaA@i|1)=(E;,As, ..., An)).

Proposition 7.5.1. Le déterminant de A(i|j) est égal au cofacteur Cij :

cij(A) = det(A(il]))-

1. Gabriel Cramer, mathématicien genevois 1704 —1752.
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Preuve. Commencons par le cas i = j = n. La proposition 7.3.1 nous dit que

a al,m— 0
1,1 1,n—1 a1 @11
det A(njn) = : g : 0| =
an-11 - Gn-1n-1 0 Un_11 -  Gmelm_1
n— n—1,n—
an,1 c an,n—1 1 ’

c’est & dire B
det A(n|n) = det A(n|n).

Passons au cas général, observons tout d’abord que

det(A(ZL?)) = det(Al, N ,Aj_l, Ei, Aj+1, . An)
= (_1)717] det(Al, N ,Ajfl, Aj+1, . An, Ez)

car on a déplacé (n — j)-fois le vecteur-colonne E; pour amener en derniére position sans changer ’ordre
des autres colonnes. En déplacant maintenant les lignes de la matrice et non les colonnes, on obtient

finalement B 4 4 o
det A(i]j) = (—1)"(=1)" 7 det A(i|5) = (—1)""7 det A(i|j) = c;j.

O
Illustrons 'argument de cette preuve sur un exemple avec n =4 :
a;; a2 0 au a1 a2z aig O a1 a2z aig 0
~ a 1 a a a 1 a a 0
det (A(2|3)) _ 21 Q22 24 | _ _ 21 22 (24 S asi 32 34
azi aszz 0 asg az1 azz azs O as; a2 azq 1
a1 a4z 0 ag aq1  Ga2 agqa O aq1 Q42 Gaqa O
a a a 0
an am aw 0|_ | G2 ou :
= - =—|as1 azx as |=(—1)*"det (A(2|3))-
Gar a2 daa 0 as1 Q42 Guss
a1 Gz azq 1
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer la formule de Laplace
Théoréme 7.5.2 (Formule de Laplace). Pour toute matrice A € M, (K) et tous 1 < j,k <n on a
n
Z aixCij = 0,1, det(A). (7.3)

=1

Preuve. Considérons d’abord le cas k = j, la colonne A; peut s’écrire A; = """ | a;; E;, donc
det(A) = Z Qi det(Al, . ,Aj_l, Ei7 Aj+1, . An) = Z Qi det Z(Z‘]) = Z QA;5Cij,
i=1 i=1 i=1

grace a la proposition précédente. On a donc prouvé I'équation (7.3) dans le cas j = k.

Considérons maintenant le cas k # j et notons Z la matrice obtenue & partir de A en remplacant la j°™¢
colonne de A par la k™€ colonne, i.e.

arp  S1s=17].

ars Sl s#k,
Zrs =
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Alors det(Z) = 0 car cette matrice a deux colonnes identiques. Par construction on a Z(i|j) = A(i|j) et
zij = a;, pour tout 4, donc I’équation (7.3) appliquée & la matrice Z avec i = k entraine que

n n

> aincij =Y (1) ag det A(ilj) = Y (=1)" 2;; det Z(i]f) = det(Z) = 0.
1=1

i=1 i=1

Remarque. La formule 7.3 peut aussi s’écrire

A-Cof(A)"T =det(A) -1,

Corollaire 7.5.3. On peut aussi calculer le déterminant d’une matrice A = (a;j) € M, (K) en dévelop-
pant suivant la i°™¢ ligne :

n n
det(A4) = Zaijcij = Z(—l)iﬂazj det A(il).
j=1 j=1
Preuve. C’est une conséquence de la formule 7.3 et du fait que det(AT) = det(A).
O
1 01
Exemple. Le déterminant de la matrice A= | 2 1 0 | peut se développer selon la premiére colonne,
1 2 1
ce qui donne
10 0 1 0 1
RIS RIRLY
=1-(1)—2-(-2)+1-(-1)
=4.

Il peut aussi se développer selon la troisiéme colonne, ce qui donne
det(A)=1-3—-0-24+1-1=4,

ou encore selon la deuxiéme ligne :

N O
\
o

—_ =

N O

=4.

On simplifie le calcul d’un déterminant en choisissant de le développer selon une ligne ou une colonne qui
contient un ou plusieurs zéros (si c’est possible). On simplifie encore si un ou plusieurs cofacteurs sont
nuls. Dans ’exemple ci-dessus c’est le développement selon la deuxiéme ligne qui est le plus efficace.

Corollaire 7.5.4. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Si
c’est le cas, linverse est donnée par la transposée de la matrice des cofacteurs divisée par le déterminant :

1
= MCof(A)T.
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Exemple. Reprenons la matrice

1 -2 3
Cof(A) = 2 0 -2
-1 2 1
Ainsi
" 1 2 -1
ATt = (Cof(A) == -2 0 2
det(A) 4 3 _9 1

Le lecteur est invité a vérifier qu’en effet le produit de cette matrice par A donne la matrice identité.

Résumé des propriétés du déterminant :

1) Le déterminant définit une application multilinéaire det : K™ x -+ x K" — K.

) On adet(A) =det(AT) et det(\-A) = A"det(A) (en particulier det(—A) = (—1)" det(A)).

3) Le déterminant de la matrice A change de signe si on échange deux lignes ou deux colonnes de A.
)

Plus généralement det(Aq (1), ..., Agmn)) = sgn(o)det(Ay, ..., A,) pour toute permutation o (et on a
une formule similaire sur les lignes de la matrice).

5) Si une matrice A’ est obtenue a partir de A en ajoutant a une colonne de A une combinaison linéaire
des autres colonnes de A, alors det(A’) = det(A).

6) Si une matrice A’ est obtenue & partir de A en ajoutant & une ligne de A une combinaison linéaire
des autres lignes de A, alors det(A’) = det(A).

7) Les vecteurs colonnes Aj, ..., A, sont linéairement indépendants s.si det(Ay,..., A,) # 0.
8) det(A- B) = det(A) - det(B).

9) Le déterminant peut se calculer a partir des cofacteurs en développant selon une ligne ou une colonne :
n n
det(A) = Zaijcij = Zaijcij.
j=1 i=1

ot les ¢;; sont les cofacteurs de A : ¢;; = (—1)"* det A(i|j) (formule de Laplace).
10) La matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas on a A~! =

Tty (Cof(A) "
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Remarque. Il peut étre efficace pour calculer un déterminant de commencer par simplifier la matrice en
utilisant les propriétés (5) et (6), puis d’appliquer la formule de Laplace.

Exemple. Soit a calculer le déterminant

42 0 -2
2 12 1
A=det] 5 31
102 1

On obtient une matrice A’ de méme déterminant en soustrayant la quatriéme ligne de la deuxiéme ligne.
On développe ensuite selon les cofacteurs de la deuxiéme ligne et on obtient

-2

g f 8 0 2 0 -2 40 -2
det(A) =det(A)=| 5 5 ; | |=-3-]3 1 -1 |+1-| 2 1 -1
02 1 -1 2 1
10 2 1
1 -1 31 1 -1 2
S C P Y SR O PR R
=-3(2:3-2-6)+(4-3—-2-5)

7.6 Calcul de déterminants par ’algorithme de Gauss-Jordan

Pour calculer un déterminant, on peut utiliser le développement par les cofacteurs. Concrétement cela
signifie qu’on remplace le calcul d’'un déterminant n x n par n déterminants (n — 1) x (n — 1). Cette
méthode n’est pas utilisable pour les matrices de grande taille. On préfére alors utiliser ’algorithme de
Gauss-Jordan pour calculer des déterminants.

On a vu au paragraphe 6.4 la définition des matrices élémentaires. Leurs déterminants sont trés simples
a calculer :

Proposition 7.6.1. Les déterminants des matrices élémentaires sont donnés par
det(P(T’s)) = —1, det(D(4)(/\)) =X et det L(T’S) N =1

La preuve est une simple application des propriétés du déterminant.
O

Rappelons que le théoréme 6.4.1 nous dit que pour toute matrice A € M, «,,(K) il existe Q € GL,(K)
telle que @ est le produit d’un nombre fini de matrices et A’ = @ - A est de forme échelonnée. Cela nous
conduit a la méthode suivante pour calculer le déterminant d’une matrice A € M, (K) :

1. Ramener A & une forme échelonnée A’ par I'algorithme de Gauss-Jordan.
2. Comme A’ est une n x n échelonnée, c’est une matrice triangulaire.

3. Noter S la matrice élémentaire qui correspond & la k®™° étape de I’algorithme, alors
SpSm—1---51- A=A,

ot m est le nombre d’étapes de la réduction a la forme échelonnée. La matrice @) est donc le produit

Q = SmSm—l c Sl«
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4. On a donc
det(A) = det(Q) ™! det(A H det(Sy,) ! det(A")

et chaque det(Sy) est facile a calculer. Le déterminant det(A’) est aussi facile a calculer car c¢’est
une matrice triangulaire.

Remarquer que si A’ contient une ligne nulle, alors Rang(A) = Rang(A’) < n et donc det(A) = 0.

Exemple. Considérons la matrice

4 12 4
A= -7 —-17 -7
3 9 4

Cette matrice peut s’échelonner en 3 étapes :

4 12 4 1 3 1
A= -7 171 -7 | = | -7 -17 -7 | — — =A
3 9 4 3 9 4

La premiére étape est une opération élémentaire de type II, qui est la multiplication de la premiére ligne
par i la seconde opération de type III (on ajoute 7 fois la premiére ligne a la seconde) et la troisiéme
opération est aussi de type III (on soustrait 3 fois la premiére ligne de la troisiéme). Matriciellement, cela
nous donne :

w o =
O = W
> O
o O =
S B w
=

1
A= L(31)(=3) - L2,1)(7) - Day(3)- A4 = A=Du )+ L2 (=7) - Lz 1)(3) - A'.

JO )

det(A) = det(D1)(4)) - det(Lz.1)(—7)) - det(Lz1)(3)) - det(A) = 4 -4 = 16,

Ce qu’on peut vérifier en multipliant les matrices :

4 12 4
-7 =17 =7 =
3 9 4

Le déterminant de A’ vaut 4, donc

w o =
o = O
= oo
O O
O = W
=

o= O
= o o
N~
o
|
o~ =
o~ o
= o o
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Chapitre 8

Vecteurs propres et valeurs propres

8.1 Introduction

Un endomorphisme! f est une application linéaire d’un espace vectoriel V' dans lui-méme. Le but de ce
chapitre et du suivant est d’étudier la structure d’'un endormorphisme en général. L'une des idées clés est
celle de sous-espace invariant. Si f est un endomorphisme de V', on dit que le sous-espace vectoriel W C V/
est un sous-espace invariant pour f si I'image de tout élément de W appartient a W. L’application f
définit alors, par restriction, un endomorphisme de W, et on peut alors prouver certaines propriétés de
f par des arguments de récurrence puisque dim(W) < dim(V') (en supposant Vde dimension finie).
Nous verrons dans ce chapitre et le suivant, que si V' est un espace vectoriel sur le corps C des complexes,
alors on peut décomposer V' comme somme directe V = W7 ®--- @ W,., ou chaque W; est un sous-espace
invariant, de sorte que la restriction de f a4 chaque W; prend une forme particuliérement simple.

8.2 L’algébre des endomorphismes

Définitions.

a) On appelle endomorphisme d’un espace vectoriel V sur le corps K toute application linéaire f : V —
(0] 11 d hi d’ iel V 1 K lication linéaire f : V
V. On note £(V) (ou End(V)) lensemble des endomorphismes de V. Ainsi L(V) = L(V, V).

(b) On dit que que f € L(V) est un automorphisme de V si f est un endomorphisme bijectif. On note
GL(V) C L(V) 'ensemble des automorphismes de V.

(¢) On dit que deux endomorphismes f; et fo de V sont semblables ou conjugués s'il existe un auto-
morphisme g € GL(V) tel que fo =g o fiog.

Rappelons ce qu’est une algébre :

Définition. Soit K un corps quelconque et (A, +,*) un anneau. On dit que A est une K-algebre si le
groupe abélien (A,+) admet aussi une structure de K-espace vectoriel pour laquelle on a

A(axb)=(A-a)xb=ax*x(\-D)

pour tous a,b € A et tout A € K.

1. Un endomorphisme s’appelle aussi un opérateur, cette terminologie est habituelle lorsque 1’espace vectoriel
considéré est un espace de fonctions.
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Exemples.
1. Si L est un corps qui contient K comme sous-corps, alors L est une K-algébre.
2. Les polynomes K[t] forment une algébre sur le corps K.
3. Les matrices carrées M, (K) forment une algébre pour ’addition et la multiplication matricielle.

La proposition suivante récapitule ce que 1'on sait déja sur L(V) :

Proposition 8.2.1. A) L’ensemble L(V') des endomorphismes de V' est une K-algébre pour les opérations
naturelles de sommes d’applications, de multiplication par des scalaires et de compositions. De plus GL(V')
est un groupe pour la composition.

B) Sidim(V) =n < oo et si B=1{by, -+ ,bn} est une base de V', alors la correspondance f — Mg(f) qui

a un endomorphisme f € L(V) associe sa matrice Mp(f) dans la base B est un isomorphisme d’algébres
de L(V) vers M, (K).

C) L’application Mp : f — Mg(f) définit aussi un isomorphisme du groupe GL(V) vers GL, (K).

Preuve. Exercice.

8.3 Sous-espaces invariants

Définitions.
i.) Un sous-espace vectoriel W C V du K-espace vectoriel V' est invariant, ou stable, par rapport a
lendomorphisme f € L(V) si f(W) C W.
ii.) On dit que I'espace vectoriel V est simple pour f 8’il ne contient aucun sous-espace vectoriel invariant
par f autre que {0} et V' lui-méme.
ili.) Un sous-espace W C V qui est f-invariant est dit primitif s’il est simple pour f, i.e. si les seuls
sous-espaces W’/ C W qui sont f-invariants sont W’ = {0} et W/ = W.
Remarquons que si W C V est invariant par rapport a 'endomorphisme f € L£(V'), alors la restriction de
f a W définit un endomorphisme f|,,, € L(W).

Proposition 8.3.1. a.) Soient fi1, fo € L(V) deux endomorphismes qui commutent, i.e. fiofo = fao fi.
Alors Ker(f1) et Im(f1) sont invariants par fo (en particulier Ker(f) et Im(f) sont invariants par f
pour tout f € L(V)).

b.) Si Wy CV et Wo CV sont invariants par f, alors Wi "Wy CV et Wi + Wo C V sont invariants
par f.

c.) Si W C V est invariant par rapport a f € L(V) et si g € GL(V), alors g='W est invariant par
rapport ¢ g~ fg.

Nous laissons la preuve en exercice. O]
La proposition suivante nous donne une fagon naturelle de produire des sous-espaces invariants.

Proposition 8.3.2. Soit f un endomorphisme d’un K -espace vectoriel de dimension finie V. Si wg est
un vecteur non nul de V', alors il existe un plus petit entier m > 1 tel que f™(wo) est combinaison linéaire
de wo, wy = f(wg), ..., Wm_1= f""Y(wo). De plus, le sous-espace

W = Vec ({’LU(), Wiy ,wm_l})
engendré par les vecteurs w; est invariant par f.
Preuve. Exercice.

Définition. Un tel sous-espace vectoriel W C V est dit cycliqgue pour ’endomorphisme f € L(V) et on
dit que ce sous-espace cyclique est engendré par wo.
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8.4 Valeurs propres et vecteurs propres
Voyons quelques définitions : Soit f € £(V) un endomorphisme du K-espace vectoriel V.

Définition 8.4.1. i.) Un élément v € V est un vecteur propre de f si v # 0 et 8’il existe un scalaire
A € K tel que f(v) = Av. De fagon équivalente, v est vecteur propre si Vec({v}) C V est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 qui est invariant par f.

Le scalaire X s’appelle la valeur propre de f associée a v.

—
=

o o

On dit aussi que le vecteur v est associé a la valeur propre A (ou que c’est un A-vecteur propre).

—-
=
=

Le spectre? de 'endomorphisme f € £(V) est 'ensemble de ses valeurs propres. On le note o(f) C K.

)

L’espace propre associé & A € o(f) est défini par
E\x(f)={ve V| f(v) =M} =Ker(Ady —f).

vi.) On appelle multiplicité géométrique® de la valeur propre A € o(f) la dimension de 'espace propre
E\(f), on la note multgeom, (f).

Remarques.

1.) L’espace-propre Ey(f) est clairement un sous-espace vectoriel de V. C’est ’ensemble des vecteurs
propres associés & la valeur propre A\ auquel on ajoute le vecteur nul (qui n’est pas considéré comme
un vecteur propre).

2.) Observons de plus que F(f) est invariant par f.

3.) L’endomorphisme f est injectif si et seulement si 0 &€ o(f). Si f n’est pas injectif, alors le noyau de
f est constitué de ’ensemble des vecteurs propres associé a la valeur propre 0, auquel on ajoute le
vecteur nul.

4.) Les vecteurs propres et les valeurs propres d’une matrices A € M,,(K) sont par définition les vecteurs
propres et les valeurs propres de 'endomorphisme associé L4 € L(K™).

Exemples 1. Le scalaire 0 € K est une valeur propre de 'endomorphisme f € £(V) si et seulement si
le noyau de I’endomorphisme f est non nul. Dans ce cas tout vecteur non nul de Ker(f) est un vecteur
propre.

2. Si A est une matrice diagonale, A = Diag(ay,ao,...,qy,), alors les vecteurs de la base canoniques
sont des vecteurs propres car Ae; = «;e;, et le spectre est donné par les coefficients diagonaux : o(A4) =
{aq, g, ..., ap}.
3. On considére la matrice
1 3 1

A=10 2 0
0 3 2
On voit clairement que A = 1 est une valeur propre; un vecteur propre associé est (1,0,0). Une autre
valeur propre est A = 2 et un vecteur propre associé est (1,0,1). On peut démontrer qu'’il n’y a pas
d’autre valeur propre pour la matrice A, donc o(4) = {1,2}.

4. La matrice J € M>(R) définie par
0 -1
=9 %)

2. Ce que nous appelons ici le spectre de f s’appelle parfois le spectre ponctuel dans le cadre de ’analyse
fonctionnelle. Dans le cas des espaces vectoriels de dimension finie, les deux terminologies sont équivalentes.

3. On verra plus loin une autre notion de multiplicité, appelée multiplicité algébrique, de la valeur propre, (voir
définition 8.5.6).
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n’admet aucune valeur propre dans R. En effet, supposons que

AT ) = 0 -1 z\ _ [ —y
y /) \1 0 y ) \x )
alors y = —Ar et £ = A\y. Donc x = —A\?z et y = —A2y. Donc si  # 0 ou y # 0, alors on doit avoir
A2 = —1, ce qui est impossible dans R.

Par contre la méme matrice vue comme élément de Mo (C) admet les valeurs propres +i et —i, avec les
vecteurs propres correspondants (1, —i) et (1, +4).

5. La dérivation % définit un opérateur sur ’espace vectoriel des fonctions réelles infiniment différentiables
C*(R,R). Tout nombre réel A € R est valeur propre pour %,
x — e car p

Az Ax
— e = De
dx ’

un vecteur propre associé est la fonction

on a donc a(d%) =R

Deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants, plus
généralement, on a :

Proposition 8.4.2. Soit V un K-espace vectoriel et supposons que v1,vs,...,v, € V sont des vecteurs
propres de 'endomorphisme f € L(V) associés aux valeurs propres Ai,..., A, € o(f). Si Ay # A; pour
i # j, alors {v1,va,..., v} est une famille libre de V.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur k. Si k = 1, alors {v; } est une famille libre car un vecteur
propre est non nul par définition.

On suppose la proposition démontrée pour une famille de (k — 1) vecteurs propres. Supposons que les
scalaires a1, ..., qp € K veérifient ajvy + ... + apvr = 0 et définissons un endomorphisme ¢ € £(V') par
o) = f(v) — Agv, alors

0 = plagvr+ ...+ apvg)
= (a1f(v1)+ ... +arf(vg)) — Ae(arvr + ... + agog)
= (M —A)vi+ oo (Ao — Ap)ve—1 + oA — Ak)ug
= oA = Mp)vr oA ap—1(Ak—1 — Ak)Uk—1.

Mais par hypothése de récurrence, les vecteurs vi,vs,...,v5_1 sont linéairement indépendants, et par
hypothese (A; — Ag) # 0 pour tous 1 < j < (k — 1), on conclut que a; = 0 pour tous 1 < j < (k—1).
Mais alors on a aussi ap = 0 et donc vy, vs,...,V5_1, v, sont linéairement indépendants.

O

Exemple. Si o, 3,7 sont trois nombres réels distincts, alors les fonctions e**, e#* ¢7* sont linéairement

d
indépendantes car ces fonctions sont des vecteurs propres de I'opérateur . associés a «a, [ et 7.
x

Corollaire 8.4.3. La somme des multiplicités géométriques de toutes les valeurs propres d’un endomor-
phisme f € L(V) nexcéde pas la dimension de cet espace :

Z multgeom, (f) < dim(V).
rea(f)

Preuve. Exercice.
O

Définition. Si A € M, (K) est une matrice carrée, alors on dit que A est une valeur propre de A si
c’est une valeur propre de I’endomorphisme associé L, : K™ — K™, i.e. s’il existe un vecteur-colonne
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non-nul X € K" tel que AX = AX. Toutes les autres définitions ci-dessus (espace propre, multiplicité
géomeétrique etc.) s’étendent au cas des matrices de M, (K).

Remarque. Pour vérifier qu'un élément A € K est valeur propre d’'une matrice A, il faut déterminer si
la matrice (A — Al,,) est inversible ou non. On peut alors trouver la multiplicité géométrique de la valeur
propre A en appliquant la formule du rang :

multgeom, (A) = dim Ker(Al,, — A) = n —rang(Al, — A).

Pour calculer le rang de (A — Al,,), on peut au besoin utiliser la méthode du pivot (Gauss-Jordan).

8.5 Le polynéme caractéristique
Les valeurs propres peuvent s’obtenir comme racines d’un certain polynéme :

Proposition 8.5.1. Soit A €M, (K). Alors det(tI, — A) est un polynome unitaire* de degré n.

Définition. Le polynome det(¢l,, — A) s’appelle le polynéome caractéristique de la matrice A et on le note
xal(t).

Démonstration. Notons

bij(t) = dijt — a;; € K[t],

pour 1 < i,j < n, et notons B(t) = (b;;(t)) la matrice correspondante. C’est une matrice a coefficients
dans K[t], on peut alors écrire formellement

det(B(t)) = det(bi;(t)) = > sign(0)bio(1) " buo(n)-

ceS,

Les b;; sont des polyndomes de degré 0 ou 1, donc la somme précédente est une somme de polyndmes de
degré au plus n; c’est donc un polynéome de degré au plus n. En fait il n’y a qu’un seul terme qui est de
degré maximal, c’est le terme qui correspond a la permutation ¢ =id et qui est

(t — an)(t — a22) e (t — ann).

Ce dernier polynome est unitaire de degré n. On constate finalement que x4 (t) = det(B(t)) s’écrit comme
une somme du monoéme t" et de termes de degrés strictement plus petits. Ceci prouve le résultat. O

Remarque 8.5.2. Le terme constant du polyndome caractéristique est (—1)" det A. En effet le terme
constant d’un polyndéme est obtenu en remplacant I’indéterminée par 0. Or

xa(0) = det(—A) = (—=1)" det A.

Exemples. Dans la pratique, un polynoéme caractéristique se calcule formellement comme un détermi-
nant, par exemple :
cos(f) —sind)

1. Le polynéme caractéristique de la matrice Ry = ( sin(0)  cos(6)

) se calcule facilement, on trouve

Xp, (t) = t2 — 2cos(6)t + 1.

4. Un polynéme p(t) € K[t] est dit unitaire si son coefficient dominant vaut 1.
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2. Plus généralement, pour une 2 X 2 matrice quelconque, A = ( i Z ), on a

Xat) = (t—a)(t—d)—be
t2 — (a + d)t + (ad — bc)
= 2 —Tr(A)t + det(A).

3. Si A est une matrice diagonale, A = Diag(ay, ..., ay), alors

n

Xa(t) =Tt — ).

i=1

4. Si A est une matrice par blocs du type A = < %1 j ), alors
2

Xat) =xa, (t) - X4, (1)

Proposition 8.5.3. Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique.

Démonstration. Supposons que A, B €M,,(K) sont deux matrices semblables, alors il existe une matrice
inversible P €GL,,(K) telle que B= P"1AP et on a

xs(t) = det(tl, — B)

= det(tl, — P"'AP)

= det(P~'(tI, — A) P)

= det(P~')det(tl, — A)det P

= det(tl, — A)

= xa(t).
Le passage de la deuxiéme ligne a la troisiéme provient du fait que la matrice ¢tI,, commute avec toute
matrice. On a utilisé a la 4éme ligne la multiplicativité du déterminant. O

Conséquence importante : La proposition précédente permet de définir le polynéme caractéristique
d’un endomorphisme. En effet, soit f : V — V un endomorphisme. On fixe une base quelconque B de V
et on note A = Mp(f) la matrice de f dans cette base, puis on pose

X5 (t) = xa(t)-

La proposition précédente montre que le choix de la base B n’influe pas sur la valeur de x;(¢) (la matrice
A change mais le polyndme caractéristique ne change pas).

Théoréme 8.5.4. Soit A €M, (K). Les racines de xa(t) sont exactement les valeurs propres de A.

Démonstration. Prenons tout d’abord une valeur propre de A et montrons qu’elle est racine de y4(t).
Soit donc A\ € K telle qu'il existe v # 0 avec

Av = .
On a donc v — Av = 0, c’est-a-dire (AL, — A)v = 0. Cela montre que Ker(\l,, — A) # {0} et donc
det(M, — A) =0.

Réciproquement, on doit prouver que toute racine A de x 4(t) est valeur propre de A. On a donc

det(A], — A) =0,
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et ceci veut bien dire que la matrice AI,, — A n’est pas inversible. Puisqu’elle n’est pas inversible, c’est
donc que son noyau n’est pas réduit a {0} (cette derniére implication n’est pas complétement triviale, on
rappelle que pour un endomorphisme, il est équivalent d’étre inversible et d’avoir un noyau nul). Il existe

donc un vecteur v non nul tel que
(M, — A)v=0.

Ainsi Av = A\v et A\ est valeur propre. O

Corollaire 8.5.5. a.) Une matrice A € M, (K) a au plus n valeurs propres.
b.) Un endomorphisme f € L(V) a au plus n valeurs propres, ot n = dim V.

Preuve. Le polynome x 4(t) est de degré n, il contient donc au plus n racines.
O

Définition 8.5.6. On appelle multiplicité algébrique de la valeur propre A € o(f), et on note on note
multalg, (f), la multiplicité de A en tant que racine du polyndme caractéristique. C’est donc le plus grand
entier m tel que

xf(t) = (t=A)"q(t)
pour un certain polynéme g € K[t].

Exemple. On considére la matrice

A=

O O =
W N W
N O =

2

~—

Le polynome caractéristique est xa(t) = (¢ — 1)(¢ — 2)*. Les valeurs propres sont 1 et 2, et on a
multalg, (4) = 1 et multalg,(A) = 2. De plus, on a on a multgeom,(A) = 1 car rang(Is — A) = 2.
et multgeom,(A) = 1 car la matrice

1 -3 -1
@z-A) =0 0 o
0 -3 0

est de rang 2.

8.6 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Définitions. Un endomorphisme f € L£(V) d’un espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable
s’il existe une base de V' pour laquelle la matrice de f est une matrice diagonale.

Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable sur le corps K s’il existe une matrice inversible P € GL, (K)
telle que P~1AP est une matrice diagonale.

Proposition 8.6.1. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(V) un endomorphisme de
V. Alors f est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de V' formée de vecteurs propres de f.

Preuve. Soit B = {vi,vs,...,v,} une base B de V formée de vecteurs propres. Alors f(v;) = Ajv; pour
tout j et la matrice de f dans cette base est donc

A
Mg(f) = Diag(A1,...,An) =
An

Inversement, si la matrice de f dans une base B = {v1,v2,...,v,} est diagonale, alors chaque v; est un

vecteur propre de f.
O
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Corollaire 8.6.2. SiV est un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(V) un endomorphisme de V
ayant n valeurs propres distinctes deux & deuz, alors [ est diagonalisable.

Preuve. Rappelons que des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement
indépendants (voir proposition 8.4.2). Il en découle que si f admet n = dim(V') valeurs propres deux-a-

deux distinctes, alors les vecteurs propres associés forment une base de V.
O

Diagonalisation d’une matrice.

Considérons une matrice A € M,,(K), et supposons qu’on a trouvé une base propre B = {vy,...,v,} C K"
de cette matrice, i.e. Av; = A\jv;. Notons P € GL,,(K) la matrice de transition de la base canonique de
K™ vers la base propre B (c’est donc la matrice dont la j*™° colonne est formée des coordonnées de v;).
Notons aussi D = Diag(A1,...,A,), alors on a :

AP = PD.
Par conséquent :
A=P-D-P7' e D=P ' A-P

On peut représenter la situation par le diagramme suivant :

Km P kn

p| I

K* 4 K7

Définition. La matrice D = Diag(\1, ..., A,) s’appelle la forme diagonale de A et P s’appelle la matrice
modale. Les formules ci-dessus s’appellent les formules de diagonalisation de A.

Pour diagonaliser une matrice A € M,,(K) on procéde donc concrétement comme suit :

1. On calcule son spectre {Aq,..., A}

2. Pour chaque valeur propre A; on cherche une base B; de E), en trouvant une famille maximale de
solutions linéairement indépendantes du systéme linéaire

3. On note B = B; U---UB, la réunion des bases partielles obtenues & 1’étape précédente, on vérifie
que Card(B) = n (¢a doit étre le cas si la matrice est diagonalisable). On a ainsi obtenu une base
propre B de K™.

4. Chaque élément de B est un vecteur-colonne de K™. La matrice modale est la matrice P dont la

j%me colonne est formée par les coordonnées du j*™° vecteur de B.

5. On note D la matrice diagonale dont les m premiers coeflicients diagonaux sont A1, les mo coeffi-
cients diagonaux suivants sont Ay etc.

D:Diag()\l,...,)\1,...,/\7.,...,)\,,)
N——

Cette matrice est la forme diagonale de A.
6. On vérifie que D = P~ AP, ou si on préfére, que AP = PD.
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Exemple 1. On veut diagonaliser la matrice

0 1
)
t -1

XF(t)zdet(tb—F)zdet( g ) =t —t—1=(t=N(t—np),

Le polynome caractéristique de F' est

ou A et u sont donnés par
1+V5 1-45
2 M7
(le nombre A est le nombre d’or). Cherchons une base propre, i.e. deux vecteurs propres linéairement
indépendants. Pour la valeur propre A, on pose

0 1 T1 o\ _ 1 Ty = Az
<11)<$2)_>\<l‘2> < {$1+1‘2:/\$2

A = A2, Le vecteur propre cherché est donc

A= =1-A

Une solution est donnée par x1 = 1 et xo5 = A car

1+
1 . 1
X = < A\ ) . De la méme maniére, on trouve que ¥ = ( u est un vecteur propre pour la valeur propre

Nous obtenons donc la diagonalisation suivante de F :

D=P'FpP

A0 11
p-(30) @ ro(11)

Observons que det(P) = u — A = —/5, donc

w5 )E ()

et on vérifie que effectivement

avec

1 _
PTlFP = o

5l
ot

N
>~ =
—_
N——
Y
_ O
— =
N——
N
S
=
N—
I

N
S >
= o
N——

Exemple 2. Soit

ro= (o)~

la matrice de rotation d’angle 6 dans le plan R?. Son polynoéme caractéristique est
Xn, (1) = t? — 2t cos() + 1.

Ce polynome est irreductible dans R[t] si cos(f) # £1, c’est-a-dire si 6§ n’est pas un multiple de 7. En
particulier x (t) n’est donc pas scindé et Ry n’est pas diagonalisable dans M»(R) si 0 < 6 < 7. En fait
il n’y a aucun vecteur propre dans R?, ce qui est évident géométriquement pour une rotation.

Mais si on regarde la matrice Ry dans M5(C), le polyndme caractéristique se factorise en

X, () = (t =) (t —e™%).
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Il y a donc deux valeurs propres distinctes et par conséquent Ry est diagonalisable comme matrice a
coefficients complexes. On cherche une base propre en cherchant des solutions non nulles de

RoX =eX et RyY = e YY.

On trouve X = ( 711. ) et Y = ( 12 ) La matrice modale est donc P = (
directement que
pirp=( ¢ 0
o5 = 0 e )-

8.7 Multiplicités des valeurs propres et diagonalisibilté

1 .
; ) et on peut vérifier

Dans ce paragraphe, nous précisons les liens entre la multiplicité géométrique et la multiplicité algébrique
d’une valeur propre d’'un endomorphisme.

Proposition 8.7.1. Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel V de dimension finie. Pour toute
valeur propre X\ € o(f) on a

1 < multgeom, (f) < multalg, (f) < n = dim(V).

Preuve. Nous devons démontrer trois inégalités. La premiére inégalité est évidente car par définition
pour toute valeur propre A il existe au moins un élément non nul v € E)(f), par conséquent

multgeom, (f) = dim(Ex(f)) > 1.

La derniére inégalité est immédiate car x;(t) est un polynoéme de degré n, donc aucune de ses racines ne
peut avoir une multiplicité dépassant n.

Notons s = multgeom, (f) et démontrons que s < multalg, (f). Donnons-nous une base {vy,...,vs} CV
de l'espace propre E\(f) et complétons cette famille de vecteurs en une base B de V :

B:{Ula"'avs;vs+l7"'7vn}'

Observons que par construction f(v;) = Av; pour 1 < j < s, la matrice de f dans cette base est donc du
type

A0 0
0 A 0
0
Mg | B
0 0 0
0 0 0| % *

et donc
xs(t) = (t = A)°xo(t).
or xc(t) € K[t] est un polynéme de degré n — s. Par conséquent multalg, (f) > s.
O

Rappelons que 'endomorphisme f € £(V') est par définition diagonalisable s’il existe une base B de V pour
laquelle la matrice de f est une matrice diagonale. Le théoréme suivant caractérise les endomorphismes
diagonalisables.

Théoréme 8.7.2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et f € L(V) un
endomorphisme de V. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
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a) L’endomorphisme [ est diagonalisable.
b) (i) Le polynome caractéristique de [ est scindé sur le corps K et

(i) La multipicité géométrique de chaque valeur propre est égale a sa multiplicité algébrique :
multgeom, (f) = multalg, (f) YA€ o(f).

¢) La somme des multiplicités géométriques des valeurs propres de f est égale & la dimension de l'espace
vectoriel V :

Z multgeom, (f) = n.

A€o (f)
Preuve. (a) = (b) Supposons que f est diagonalisable, alors il existe une base B = {vy,...,v,} de V
telle que f(v;) = a;v;. Dans cette base la matrice de f est la matrice diagonale A = diag(as, ..., ) et

donc le polynéme caractéristique

Xr(t) = xalt) = (t— 1) (t —an) = [ (¢ — )
j=1

est scindé, nous avons donc démontré la propriété (i) du point (b). Pour prouver (ii), on doit tenir compte
du fait que les a; ne sont pas forcément distincts, on peut donc écrire en général ’ensemble o(f) des
valeurs propres de f sous la forme

{al,...,an}:{)\l,...,)\r},

ou cette fois les \; sont deux-a-deux distincts (observer que r < n).
Notons m; la multiplicité algébrique de la valeur propre \;, c’est donc le nombre d’indices 7 tel que
a; = Aj. Le polynéme caractéristique s’écrit alors :

n

xr(t) =TTt =x)m.

j=1
Quitte & renuméroter les vecteurs v; de la base propre B, on peut supposer que
f(vi) = A\ju; pour sj_q <i<sj,

otl on a noté sop =0 et s; =my +--- 4+ m; pour j > 1. La famille

Bj = {vi[sj—1 <i<s;}
est donc une base de 'espace propre E), par conséquent

multgeom, (f) = dim(E);) = Card(B;) = s; — sj—1 = m; = multalg, (f).

On a prouvé que la multiplicité géométrique de chaque valeur propre est égale & sa multiplicité algébrique.

(b) = (c) Sile polyndme caractéristique est scindé et la multiplicité géométrique de chaque valeur propre
est égale a sa multiplicité algébrique, alors en particulier la somme des multiplicités géométriques est égale
au degré du polynome caractéristique, or ce degré est égal a la dimension de ’espace vectoriel V' :

Z multgeom, (f) = deg(xf(t)) = n = dim(V).
Aea(f)

(¢) = (a) La condition (c) signifie en particulier qu'on peut trouver n vecteurs propres linéairements

indépendants, ce qui implique immédiatement que f est diagonalisable.
O

120



8.8 Puissances d’'une matrice diagonalisable

Soit A € M,,(K) une matrice carrée et k € N un entier naturel. On définit les puissances de la matrice A
par
A'=1, AF=4A-A..-A.
| Sl ——
k
Supposons que la matrice A est diagonalisable, alors elle s’écrit

A=PDP !,

ot D = Diag(\1,...,\,) est la forme diagonale de A et P € GL,,(K) est la matrice modale. On déduit
de l’identité précédente que
AF = ppFp~1 (8.1)
et comme on a clairement
D = Diag(\}, ..., \F),

on voit que le calcul d’une puissance quelconque de la matrice A ne pose pas de probléme lorsqu’on peut
diagonaliser la matrice A.
Résumons-nous : Pour calculer les puissances d’une matrice A € M,,(K), on peut essayer de la diago-
naliser. On procéde donc ainsi :

(i) On calcule le polynome caractéristique x , (¢).

(ii

(iii

) On cherche les valeurs propres en résolvant I’équation caractéristique x , () = 0.
) On cherche une base de K™ formée de vecteurs propres de A.

(iv) Nous avons donc la forme diagonale D et la matrice modale P.
)

(v) Finalement : A* = P. DF. P~L.
5 6
A= ( o8 )

i) Le polynome caractéristique y , (¢) est donné par

xA(t)zdet< t;‘r’ t;62 ) =t —3t+2=(t—1)(t—2),

Exemple 1. Trouver A0, ou

Procédons par diagonalisation :

ii) Les valeurs propres de A sont donc A\; =1 et Ay = 2.

iii) Un vecteur propre de A pour la valeur propre A\; = 1 s’obtient en résolvant le systéme A - X = X,

c’est a dire
5 6 ) T . T PN 5T + 62 = x1
-2 =2 i) o X9 —2$1 — 21‘2 = 3.
. . — 3
Une solution est donnée par 1 = 3 et xo = —2; ainsi X = 9 est un vecteur propre pour

A1 = 1. De fagon similaire, Y = ( _? ) est un vecteur propre pour Ay = 2.

iv) La forme diagonale et la matrice modale de A sont donc

10 3 2
p=(y ) « r=(5 %)
-2

Le déterminant de P vaut 1 et P! = ( _; 3

P-D-PL

). On vérifie par un simple calcul que A =
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v) Finalement : A = P. D10. P=1 cest a dire
A10 3 2 1 0 -1 -2\ 4093 6138
S22 -1 0 21 2 3 )\ —2046 —3068

Exemple 2. On considére la matrice
11
(o 4)

avec a ¢ {0,1}. On vérifie par récurrence que les puissances de cette matrice sont données par
1 s
mn __ n *

n—1
sn:1+a+a2+~-~+a”_122ak.
k=0

ou

En effet, pour vérifier 'équation (x), il suffit d’observer que

11 1 s 1 s, +a" 1 s
n+1l _ L(m — . n _ n _ n+1
G =G-G (0 a)(() a") (0 a"“) (0 a”“)
Appliquons la méthode de diagonalisation pour calculer G™ :
i) Le polynoéme caractéristique x (t) est donné par
t—1 -1
XG(t)—det( 0 ta)—(t—l)(t—a).

ii) Les valeurs propres sont donc A\ =1 et Ay = a.

1 1
iii) On trouve les vecteurs propres X = 0 ) pour la valeur propre Ay =1 et Y = ( a1 ) pour la
valeur propre A2 = a. Ces vecteurs propres sont linéairement indépendants car nous avons supposé

a# 1.

iv) Nous avons donc la forme diagonale D et la matrice modale P suivantes

10 11
D_<Oa) et P_<Oa1>

a—1 -1

La matrice inverse de P est donnée par P~1 = - ( 0 1

G =PDP~!
v) Nous pouvons maintenant calculer :

) et on vérifie par calcul que

G'=pP-D"- P! =

1 1 1 0 a—1 -1
0 a—-1 0 a" 0 1




Observons en particulier que

n—1
I —
Sy = a =
n a_17
k=0

nous avons donc retrouvé la formule de sommation d’une série géométrique au moyen du calcul matriciel.

8.9 Application aux récurrences linéaires

Définition. On dit qu’une suite (xx) C K est une récurrence linéaire d’ordre m si on a pour tout k € N
la relation

Th4m = Q0TE + A1Tk41 + -+ + Q- 1Thtm—1, (8.2)
ou ag,...,an—1 € K. La suite est alors déterminée par cette relation et les conditions initiales
Lo = Co, L1 =C1y---3Tm—-1 = Cm—1- (83)

Remarquons qu’une récurrence linéaire d’ordre 1 est simplement une suite géométrique 1 = axy, dont

le terme général est donné par 3, = a*xy.

Définition. La matrice compagnon de la récurrence (8.2) est la m x m matrice

0o 1 0 0

0 O 1 0
A =

0 O 0 1

apy ar az -+ Gm-1

Nous avons alors le résultat suivant qui résout la récurrence dans de nombreux cas.

Théoréme 8.9.1. Supposons que la matrice compagnon A de la récurrence (8.2) est diagonalisable, alors
la solution (xy) s’écrit
Tp = b\ 4 b A (8.4)

ot les \; sont les valeurs propres de A (pas nécessairement toutes distinctes) et les b; sont des constantes
qu’on peut déterminer & partir des conditions initiales (8.3).

Remarque. Le polynéme caractéristique de la matrice compagnon est donné par
Xa(t) =t — a1 t™ T —agt — ap.

Si ce polynéme a m racines distinctes, alors A est diagonalisable.

Preuve. On considére les vecteurs Xy et X, € K™ définis par

Co Tk
C1 Th+1
XO = . et Xk =
Cm—1 Th+m—1

La récurrence (8.2) est alors équivalente a I’équation matricielle Xy, = A - X}, dont la solution est
clairement

X, = AF . X, (8.5)
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1l s’agit donc de calculer les puissances de la matrice A. Nous avons supposé que A est diagonalisable, on
a donc A = PDP~! ou P est une matrice inversible et D = diag(\1,. .., \,n). Par conséquent

AF = PDFP™1 avec DF =diag(\F,...,\F).

On a donc
X, = PD*P71X,, (8.6)

et la premiére composantes zj, du vecteur X}, est bien du type (8.4).

Exemple : la suite de Fibonacci
La suite de Fibonacci se définit récursivement par xg =0, 1 = 1 et
T2 = Tk + Tht1,
pour tout k£ > 0. Les premiers termes sont
xr=0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

On peut écrire la suite de Fibonnaci matriciellement X = F*. X, ot X = ( Tk

0 1
F= ( 01 > |
Le polynome caractéristique de F est x,.(t) = t> —t — 1, les valeurs propres sont

145
)

) et F est la matrice
Tr+1
compagnon :

A = 1.618 et L =1—-A=-0.618

145
=

(X est le nombre d’or). Le terme général de la suite de Fibonnaci peut donc s’écrire
zp = by A¥ + byl
ol by et by sont déterminés par les conditions initiales :
0=x9=0by + by, 1=z =b A+ bap.
La premiére équation donne by = —by =: b et la seconde dit que b(A — p) = 1, c’est-a-dire
1 1
= P = %
Le k®™¢ terme de la suite de Fibonacci est donc égal a
(1+\/5)k _ (17\/5)’(”‘
xk:%(/\k—uk)z 2 7 2 .

Cette expression pour calculer le terme général de la suite de Fibonacci, s’appelle la formule de Binet?,
par exemple

b

1

V5

5. Jacques Philippe Marie Binet, mathématicien frangais. 1786-1856.

) 100
= 354224848179261915075
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Terminons par quelques remarques :

1. La formule de Binet peut se vérifier directement de la maniére suivante : pour k = 0,1, 2, elle dit que

1
=—(\ - =0,
=5 N )
(- =1
€rNn = — — :7
1 /5 H

et

Je (¥ i) = (D = 1) = 1

Dans ce calcul, et le suivant, on utilise la propriété suivante de A et p :

Xro =

NM=X+1, pP=p+l

On démontre maintenant le cas général de la formule de Binet par récurrence (pour k > 2) :
(A® = u®)

(AQAk_Q _ MQMk—Q)

T =

)—‘%‘}—‘
ot

S-S

(A + DA = (1) 72)
1

((/\k—l + /\k—2) _ (Uk_l _|_'uk—2))

S

=Tp—1+ Tp—2-

2. Le nombre p 22 —0.618 est en valeur absolue plus petit que 1. Donc i* converge rapidement vers 0
lorsque k tend vers l'infini (on a |u|* < 0.1 si k > 5). Pour cette raison on peut négliger le terme p* dans
la formule de Binet et simplement calculer x; ainsi :

1 (1++5 *
xr = lentier le plus proche de — ( + ) .

NAWE

6
Par exemple % (““/g) = 8.0249, et donc zg = 8. L’ordre de grandeur de x19gg est

5 2
1000
1 (1+V5

Z1000 = 7 <2> =~ 436284 - 10298,

3. La suite de Fibonacci tend vers 'infini, mais la proportion entre deux termes successifs converge vers
le nombre d’or :

En effet, on a

car lim p* = 0.
k—o0



Récurrence générale d’ordre 2

La suite de Fibonacci est un cas particulier de récurrence linéaire d’ordre 2. Le cas général est du type
Tpq2 = arp + brpq.

Cherchons la solution de cette récurrence. Le polynome caractéristique associé est x(t) = t2 — bt — a et

les valeurs propres sont
b+ Vb% +4a 5 b—Vb%+4a
o= =Y
2 ’ 2

On suppose que « # (3, alors le théoréme 8.9.1 nous dit que le terme général de la récurrence s’écrit
zp, = pa® + qB".

Pour trouver les coefficients p et ¢ on résout le systéme linéaire
p+q = 2o
poa+qf =ux.

Bxo — x1 arg — I1

B—a = 1 B—a

et on trouve que

Le terme général est alors donné par

e — <M> o+ (M> . 8.7)

On voit clairement que la méthode ne marche pas lorsque @ = 3. D’une maniére générale les puissances
d’une matrice non diagonalisables sont plus délicates & calculer, nous donnons quelques indications dans
I'annexe C.
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Annexe A

Notions sur le polynomes

Dans ce paragraphe on donne quelques notions sur les polyndémes.

Definitions.

(1.) Un polynoéme f(t) a coefficients dans le corps K est une expression formelle
fit) =a,t" + An_1t" "L+ 4 art + ag,
ou a; € K pour 0 < i < n. Les a; s’appellent les coefficients de f et t l’indéterminée. L’ensemble de

tous les polynomes & coefficients dans K est noté K[t].

(2.) Le plus grand entier n tel que a, # 0 s’appelle le degré de f . On le note deg(f) et a, est le
coefficient dominant du polynoéme. Par convention on admet que si f = 0 (le polynoéme nul) alors

deg(f) = —oc.
(3.) Deux polynomes f(t) = ant™ +an_1t" "1+ +at +ag et g(t) = by t™ +bp_1t™ L4+ byt + b
sont égaux si et seulement s’ils ont le méme degré et a; = b; pour tout i.

(4.) Un polyndéme est dit unitaire si son coefficient dominant vaut 1, i.e. si deg(f) =n et a,, = 1.
(5.) Le coefficient aq s’appelle le terme constant du polynome.

(6.) Les polynomes de degré 0 s’appellent les polynomes constants.

Proposition A.0.1. (i) K[t] est une K-algébre unitaire commutative.
(ii) L’élément neutre pour la multiplication est le polynome f(t) = 1.
(ii) deg(fg) = deg(f) + deg(g)-

Definition. On dit que o € K est un zéro ou une racine du polynoéme f € KJt] si f(a) =0.

Proposition A.0.2. (La division euclidienne dans K|[t]) Soient f(t), g(t) € K[t], g(t) # 0. Alors il existe
q(t),r(t) € K[t] tels que
f(t) =g(t)q(t) +r(t) et deg(r) < deg(g).

De plus les deux polyndmes q(t) et r(t) sont uniquement déterminés par ces propriétés.

Definition. Dans la proposition précédente, ¢(t) s’appelle le quotient et r(t) le reste de la division de

f(t) par g(t).
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Preuve. On montre d’abord l'existence de la division euclidienne : Si deg(g) > deg(f), alors on pose
g =0 et r = f. La preuve est finie dans ce cas. Supposons donc m = deg(g) < n = deg(f) et faisons
une preuve par récurrence sur n. Sin = 0, alors f et g sont des constantes et on pose r =0 et g = f/g
(rappelons qu’on suppose g # 0). On a démontré le théoréme pour n = 0.

Supposons le théoréme démontré pour les polynémes de degré < n et notons
f) = ant” +an at" 4 4 ag
g(t) = bpt™ + by 1 t™ 4+ b

an p—
tn m

On pose alors ¢ (t) = ; et on définit r (¢) par

m

Alors deg(r1) < n et par récurrence on peut écrire

T1(t) = q2(t)g(t) + r2(t)

avec deg(rz) < m. On a alors
F@) = (a1(t) + q2(8))g () + 2(t)
avec deg(ry) < m. L’existence est démontrée.

Pour prouver I'unicité, on suppose que
f(t) = a1(t)g(t) +ri(t) = q2(t)g(t) + r2()
avec deg(r1) < deg(g) et deg(ra) < deg(g) Alors
(@1 —q2)g =11 — 72,

et comme deg(r; —r2) < deg(g) cette relation doit étre 0 = 0.
O

Corollaire A.0.3. Soient f(t) € K[t] et « € K. Alors o est une racine de f(t) si et seulement si
f(t) = (t — a)q(t) pour un polynome q(t) € K|t].

Preuve. On applique la division euclidienne a f(¢) et g(t) = (¢t — «). Donc il existe g(¢) et r(¢) dans K[t]
tels que f(t) = q(t)(t — ) + r(t) avec deg(r) < deg(g) = deg(t — o) = 1. Donc r(t) est un polynome
constant, i.e. r(t) = c et on a

fla) —g(@)(a—a) = 0.
Ainsi r(t) est le polynéme nul et on a f(t) = q(t)(t — ). O

c=r(a)

Exercice. Soient ¢ € K et f(t) € K[t]. Montrer que le reste de la division de f(¢) par le polynome (¢t —c)
est le polynome constant f(c).
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Definitions.
1.) Soient f(t),g(t) € K][t]. On dit que g divise f §’il existe un polynome ¢(t) € K[t] tel que f(t) =
q(t)g(t).

2.) Soient f(t),g(t) € K[t]. On dit que f(¢) et g(t) sont premiers entre euz si les seuls diviseurs communs

de f et g dans Kt] sont les polyndomes constants. Plus généralement, les polynomes fi, ..., f, € K|[t]
sont premiers entre euz si les seuls diviseurs communs a chaque f; dans K[t] sont les polynomes
constants.

3.) On dit que f(t) € K[t] est irreductible si f est non constant et si pour toute décomposition f(t) =
g(t)h(t) avec g(t),h(t) € K[t] on a ou bien g est constante ou bien h est constante. Dans le cas
contraire, on dit que f(t) est réductible.

Théoréme A.0.4. (Théoreme fondamental de l'algébre) Tout polynoéme de C[t] posséde au moins une
racine dans C.

La preuve de ce théoréme est habituellement donnée dans le cours d’analyse complexe.

Corollaire A.0.5. Tout polynome f € C[t] non constant peut s’écrire
fW)=c-(t—ar)(t —ag) - (t — an).

Preuve. On sait qu’il existe a; € C tel que f(ay) = 0. On peut donc écrire f(t) = (t — a1)g(t) et
deg(g) = deg(f) — 1. On conclut par récurrence sur le degré de f.
O

Les racines a; ne sont pas forcément distinctes, en regroupant les racines qui se répétent, on peut écrire
f@)=c-(t=p1)" (t = B2)*= - (t = B)™, (A1)
avec les §; distincts. On dit alors que 3; est une racine de f de multiplicité k;.

Définition. Un polynome f € K]Jt] est dit scindé si on peut ’écrire sous la forme (A.1). Le théoréme
fondamental de l’algébre (ou plus précisément son corollaire) nous dit que tout polynéme de Cl[t] est
scindé.

Théoréme A.0.6. Tout polynome f(t) € K|[t] avec deg(f) > 1 se décompose de fagon unique (a lordre
des facteurs prés) comme un produit

f@) =agi(t)---gr(t),

ot a € K et g;(t) € K[t] est un polynome irréductible unitaire pour 1 < i <r.

Les facteurs g;(t) dans le théoréme s’appellent les facteurs irréductibles de f(t).
Exemple. Un exemple important du théoréme précédent est que le polynéme p(t) = (t? — 1) € C[t] peut
se scinder en produit de polynoémes de degrés 1 de la fagon suivante :

d—1

(-1 =JJt-w*), ot  w=exp (2;”) .

k=0

En effet, w” est racine de p(t) pour tout k, donc les deux membres de 1’6galité ci-dessus sont des polynomes
unitaires de méme degré ayant les mémes racines, ils ont donc les méme facteurs irréductibles.
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Théoréme A.0.7. (Identité de Bézout) Si fi(t),..., fm(t) € K[t] sont des polyndmes premiers entre
euz, alors il existe p1(t),...,pm(t) € K|[t] tels que

pL®) i)+ +pa(t) fu(t) = 1.

Preuve. Nous faisons la preuve pour le cas de deux polynomes (i.e. m = 2, rien d’essentiel ne change
pour le cas général). Soit J C K[t] I’ensemble des polynomes tels que

J={s1fi+saf2|s1,50 € K[t]}.

Notons m le degré minimal d’un élément non nul de J et choisissons un élément u € J de degré m.
Ecrivons la division euclidienne de f; et fo par u. On a donc

fi=qu+r et fo=qu+mr

avec deg(r;) < deg(u) = m. Montrons que les polynomes r1(t) et r2(t) appartiennent a J : on sait que
u € J, donc on peut écrire u = s1 f1 + s2 f2 et par conséquent

m=f-qu=0-qs1)fi +(—qs2)fe € J.

Et de méme 79 € J. Nous avons par ailleurs deg(r;) < deg(u) = m; par minimalité de m on conclut que
r1 = 0. De méme ro = 0. Mais alors

fi=qu et fo=qou,

et comme on a supposé que fi et fo sont premiers entre eux, le polyndéme u doit étre constant, v = ¢. On
a donc montré qu'il existe une constante non nulle ¢ € K* qui appartient a J ; il existe donc s1, s5 € K|[t]
tels que ¢ = s1f1 + saf2. En posant p1 = s1/c et po = s3/c on obtient

p1(t)f1(t) + p2(t) f2(t) = %(31f1 +s2f2) = g =1
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Annexe B

Un petit guide pour la diagonalisation

B.1 Aspects théoriques de la diagonalisation

Rappelons qu’un endomorphisme f € £(V') d’un espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable s’il
existe une base de V' pour laquelle la matrice de f est une matrice diagonale. Cette base est donc formée
de vecteurs propres. Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable sur le corps K si elle est semblable & une
matrice diagonale, i.e. s'il existe une matrice inversible P € GL,(K) telle que P~'AP est une matrice
diagonale.

Les conditions de diagonalisabilité peuvent étre formulées dans le théoréme suivant :

Théoréme B.1.1. Soit f € L(V) un endomorphisme d’un K -espace vectoriel de dimension n, notons
o(f) ={A1,..., A} Uensemble de ses valeurs propres. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) f est diagonalisable.

(b) Il existe une base de V' formée de vecteurs propres pour f

(¢) L’espace vectoriel V' s’écrit comme somme directe des sous-espaces propres de f :

V=E\(f)® - ®Ex(f).

(d) Le polynome caractéristique xs(t) de f est scindé et la multiplicité algébrique de chaque valeur propre
est égale a sa multiplicité géométrique :

multgeom, (f) = multalg, (f).

Preuve du théoréme. Nous prouvons les implications dans lordre suivant : (a) < (b) & (¢) < (d).

La proposition 8.6.1 nous donne I’équivalence (a) < (b) et I’équivalence (b) < (c) s’obtient en regroupant
les bases des différents espaces propres Ey, pour obtenir une base de V.

L’équivalence (¢) < (d) découle immédiatement des quatre faits suivants :
o Le théoréme de décomposition primaire, qui dit que V.= Ny, (f) @ -+ ® Ny, (f), ot Ny, (f) est
I’espace caractéristique associé a la valeur propre A;.
o E)\7(f) C N)\7(f)
o multgeom, (f) = dim(E\(f)).
o multalg, (f) = dim(Ny, (f))-
O

Rappelons que des vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes sont linéairement indépen-
dants, par conséquent on a :

Corollaire B.1.2. Si f € L(V) posséde n valeurs propres distinctes deux a deuz (n = dim(V)), alors f
est diagonalisable.
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Meéthode.

Voici les étapes concrétes pour décider si une matrice A € M,,(K) est diagonalisable ou non.

1. Analyser le polynome caractéristique x 4(t) de la fagon suivante :
i.) Calculer le polynome caractéristique x4 (t).

ii.) Chercher toutes les racines de ce polyndome (i.e. résoudre 1’équation polynomiale x 4(A) = 0
avec A € K, ces racines sont les valeurs propres de A).

iii.) Si la matrice A € M,,(K) posséde n valeurs propres deux a deux distinctes dans le corps K
alors A est diagonalisable sur K.

iv.) Sinon, on décompose x4 (t) en facteurs irréductibles, on constate alors si ce polynome est
scindé ou non.

v.) Sixa(t) n’est pas scindé, la matrice A n’est pas diagonalisable et le procédé s’arréte ici.

2. Si xa(t) est scindé, ie. x,(t) = [[i_,(t — A;)™, alors on vérifie pour chaque valeur propre si sa
multiplicité algébrique (= la mutliplicité dans le polynome caractéristique) est égale a dim(FE},).
Si c’est le cas la matrice est diagonalisable.

3. A la place de 'étape précédente, on peut préférer vérifier directement si le polynome v4(t) annule
la matrice A, c¢’est a dire si

va(A) = (A= -L)(A=)X-1))--- (A=A -1,) =0.

Remarques :

(1) Le procédé décrit ci-dessus présente un probléme majeur dans la deuxiéme étape car il n’y a pas de
méthode pour trouver les racines d’un polynéme général de degré > 5. Toutefois il fonctionne bien
pour les petites matrices et pour des matrices de grande tailles assez spéciales.

(2) On peut trouver la multiplicité géométrique dim(F},) en utilisant la formule du rang :
dim(E),) = dim(Ker(AI, — A)) = n — rang(AL, — A);

puis utiliser l'algorithme de Gauss-Jordan pour trouver le rang de (AI,, — A)).
(3) Ne pas oublier que sur le corps K = C, tout polynoéme est scindé.

(4) Il arrive souvent qu'une matrice A € M, (R) soit non diagonalisable sur les réels, mais qu’elle soit
diagonalisable sur les complexes. Dans ce cas la matrice modale P est une matrice de GL,,(C).

Exemples. Considérons les matrices

0 -1 1 1
A=) e om=(g 1)
On a y,(t) =t?+1, donc A n’est pas diagonalisable dans M(RR) mais A est diagonalisable dans Mz (C)
car dans C on a x, (¢t) = (t +i)(t — i).
Pour la matrice B, on a Y, (t) = (t — 1), ce polynome est scindé, mais dim(E;) = 1 # 2 = m; donc B
n’est pas diagonalisable dans My (C).

Nous concluons cette section en mentionnant que si une matrice réelle A € M, (R) est symétrique, i.e.
si AT = A, alors elle est diagonalisable. Plus généralement, si une matrice complexe A € M, (C) vérifie
AT = A (on dit alors que A est une matrice hermitienne), alors ses valeurs propres sont réelles et la
matrice est diagonalisable. Ces résultats seront démontrés au semestre prochain.
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B.2 Aspects pratiques de la diagonalisation

Pour diagonaliser une matrice, on cherche une base propre de B = {vy,...,v,} C K" pour A € M,,(K),
i.e. Av; = \jv;. Puis on note P € M,,(K) la matrice dont la j°™° colonne est formée des coordonnées
de v;; c’est donc la matrice de transition de la base canonique vers la base propre B. Notons aussi
D = Diag(A1,...,\n), alors on a :

A=PDP™' et D=P 'AP

Rappelons que la matrice D = Diag(A1,...,\,) est la forme diagonale de A et P est la matrice modale
(c’est la matrice de passage de la base canonique de K™ vers la base propre de A).

Mise en oeuvre.
Si on souhaite diagonaliser une matrice A € M,,(K), on vérifie d’abord si elle est diagonalisable avec les

critéres décrits plus haut. Si c’est le cas on continue ainsi :

1. On calcule son spectre {A1,..., .} et pour chaque valeur propre on note m; = multalg, (A) sa
multiplicité algébrique.

2. Pour chaque valeur propre A; on cherche une base B; de Ej, en trouvant m; solutions linéairement
indépendantes du systéme linéaire

AX=MX &  (A-\)X =0.

3. On note B =By U---U B, la réunion des bases partielles obtenues a I’étape précédente. On vérifie
que Card(B) = n (¢a doit étre le cas si la matrice est diagonalisable). On a ainsi obtenu une base
propre B de K".

4. Chaque élément de B est un vecteur-colonne de K™. La matrice modale est la matrice P dont la

réme -éme

j colonne est formée par les coordonnées du j vecteur de B.

5. On note D la matrice diagonale dont les m, premiers coefficients diagonaux sont A1, les mo coeffi-
cients diagonaux suivants sont Ay etc.

D =Diag(A, .. s My ee o Ay ey Ar)
———

Cette matrice est la forme diagonale de A.
6. On vérifie que D = P~ AP, ou si on préfére, que AP = PD.

Exemple. Soit

R Sols) oo )

la. matrice de rotation d’angle # dans le plan R2. Son polynéme caractéristique est
Xg, (1) = t? — 2t cos() + 1.

Ce polynome est irreductible dans RJ[t] si cos(f) # +1, c’est-a-~dire si 6 n’est pas un multiple de 7. En
particulier x (t) n’est donc pas scindé et Ry n’est pas diagonalisable dans Ms(R) si 0 < 6 < 7. En fait
il n’y a aucun vecteur propre dans R2, ce qui est évident géométriquement pour une rotation.

Mais si on regarde la matrice Ry dans M2(C), le polynéme caractéristique se factorise en

X, () = (t =) (t —e™").
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Il y a donc deux valeurs propres distinctes qui sont €’ et e=%’. Par conséquent Ry est diagonalisable
comme matrice a coefficients complexes. On cherche une base propre en cherchant des solutions non
nulles de

RoX =eX et RyY =YY,
1

—1

On trouve X = < _i. > et Y = < 1 ) La matrice modale est donc P = (

1@. ) et on peut vérifier
directement que
-1 ei9 0
P T "RoP = 0 it )
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Annexe C

Sur les puissances d’une matrice

Cette annexe présente quelques techniques de calcul des puissances d’une matrice carrée. Rappelons que
si A est une matrice carrée et k € N est un nombre entier naturel, alors on définit

A=1, AF=A-A..-A.
k

C.1 Matrices infra-périodiques

Une premiére classe de matrices pour lesquelles il est facile de calculer les puissances est la classe des
matrices infra-périodiques. On appelle ainsi une matrice A € M, (k) pour lesquelles il existe un entier

m > 2 et un scalaire a € K tels que

AT = A
Si m > 0 est le plus petit entier positif ayant cette propriété, on dit que A est infra-périodique d’ordre
m. Lorsque a = 1, on dit que la matrice est périodique.
Le polynome p(t) = t™ 1 —at = t(t™—a) est alors un polynéme annulateur de la matrice infra-périodique
A. Les valeurs propres de A sont des racines de ce polynéme dans K, par conséquent les valeurs propres
vérifient \™ = « ou A = 0.
Un cas particulier est lorsque m = o = 1. Une matrice telle que A2 = A s’appelle une matrice idempotente.

Les puissances des matrices infra-périodiques sont faciles a calculer, voyons quelques exemples :

Exemples.

(a) La matrice R = ( 10 > est idempotente, i.e. elle vérifie R? = R.

-2 =3
(b) Une matrice carrée S est dite involutive si S? = I,,. Une symétrie centrale ou une symétrie & travers
un hyperplan sont des exemples d’involutions.

(c) De facon plus générale, une matrice S vérifiant S¥ = I, et S” # I,, pour tout 0 < r < k, est
périodique d’ordre k. Un exemple est
0 -1
= (0 1)

o (-1 0 s ([ 01 s (10
#=( ) e=(aa) (o)

S est donc périodique d’ordre 4. On peut alors facilement calculer S™ pour tout n, par exemple

0 1
19 _ ql6+3 _ g3 _
s =5 _S_<_1 0).
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(d) La matrice A est nilpotente s'il existe m tel que A™ = 0. Une telle matrice est donc infra-périodique
3
0

avec a = 0. Un exemple est la matrice T = ( ) On vérifie que

0
T2 = et T2=1| 0
0

o O O

0
0
0

s ocooo

6
0
0
On en déduit que T™ = 0 pour tout n > 3. D

supérieure est nilpotente.

e maniére générale, tout matrice triangulaire strictement

(e) Toute matrice carrée de rang 1 est infra-périodique. En effet, on sait qu’une telle matrice s’écrit
A=X-YT ot X,Y sont des vecteur-colonnes de K. On a donc

A= (XYDHXYH)=X{¥"X)YT=¥TX)XY " =~4,
ol 7 est le scalaire Y T X.
Une formule générale pour les puissances d’une matrice infra-périodique est donnée dans la proposition
suivante :

Proposition C.1.1. Soit A € M, (K) une matrice telle que A™T = . A. Donnons-nous un entier
k> m et écrivons k = pm + q avec p,q € N et 1 < g < m. Alors

Ak: _ Apm+q — ,YPA‘I.
Preuve. On observe que
A2m+1 — Am+1Am — ’)/AAm — ’}/Am+1 — ,YQA,

et on vérifie par récurrence que pour tout entier p > 1 on a AP = 4P A. Donc pour tout tout entier
q>1ona
APTHd — APl AGTL — AP A AT = 4P AT
O

Cette proposition nous dit en particulier que toutes les puissances de A sont déterminées par A, A%, ..., A™.

Lemme C.1.2. Toute matrice complexe infra-périodique qui n’est pas nilpotente est diagonalisable.

Preuve. Soit A € M, (C) une matrice complexe telle que A™*! = v. A avec v # 0. Cette matrice est
annulée par le polyndéme p(t) = ¢(t"™ — v), or ce polyndme se scinde en produit de termes du premier
degré car

3

™ —~) = (t—a-wh) =(t—a)t—aw)(t—aw?) - (t —aw™ ),
0

N
I

avec a = /|| et w = exp (%) On sait que toute matrice ayant cette propriété est diagonalisable.
O

C.2 Puissances d’une matrice diagonalisable
Le cas des matrice diagonalisables & été discuté au paragraphe 8.8. Rappelons briévement que A € M,,(K)
est diagonalisable si elle admet une base propre B = {v1,...,v,}, i.e. Av; = Ajv;, alors

A=PDP 1,

ou D = Diag()\,...,\,) est la forme diagonale de A et P € GL,,(K) est la matrice modale, i.e. la matrice
de transition de la base canonique vers la base propre propre B (c’est la matrice dont la j°™¢ colonne est
formée des coordonnées de v;). On a alors

A* = PD¥P~1 avec DF = Diag(\F,... \F).
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C.3 Polyndéme annulateur et puissances d’une matrice

Soit p(t) = by + byt + -+ + by_1t™ 1 + ™ un polyndéme (que nous supposons unitaire) qui annule une
matrice M € M, (K). Alors, par définition, on a

M™ = —byl, —byM — -+ — by, M™ L, (C.1)

ce qui entraine en particulier que toutes les puissances de A sont déterminées par M, M?,..., M™~ L
L’identité (C.1) peut alors étre vue comme une récurrence linéaire qu’il faut résoudre.
On a vu plus haut que la récurrence (C.1) se résout en calculant les puissances de la matrice compagnon

0 1 - 0
B:
0 1
T

A priori calculer les puissances de B n’est pas plus simple que de calculer celles de la matrice originale
M. Mais lorsque le degré du polynéme annulateur p(t) est plus petit que la taille de la matrice M, il y a
un gain d’efficacité.

Supposons par exemple que p(t) = (t — «)(t — ) annule la matrice M, alors on peut appliquer la formule
de récurrence (8.7), et on a donc

K akﬁ—aﬁk ﬁk—ak
e (e ()

Une autre fagon d’utiliser un polynéme annulateur est en recourant a la division euclidienne. Plus préci-
sément, supposons que p(A) = 0 et que

th = q(t)p(t) + r(t) avec deg(r(t)) < deg(p(t)).

Alors on a clairement

AR =r(A).

Exemple. Supposons que p(t) = t> — t? + 1 annule la matrice A. On la division avec reste
tT =t 312 — 1) - p(t) + (=2t% + 1),

donc A7 = —2A42% + 1.

C.4 Le cas d’une somme commutative de deux matrices

Supposons que M € M, (K) s’écrive
M=A+B,

avec AB = BA. Supposons en outre que les puissances A* et B* sont connues. Alors on peut calculer les
puissances de M par la formule du bindéme de Newton :

k
M = (A+ B)k = Z (j) AI Bk, (C.2)

Attention : cette formule est fausse lorsque A et B ne commutent pas.
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Exemple. On considére la matrice

(o) =6 )6 o)

Il est clair que les deux matrices de cette somme commutent. On obtient donc
M — ab  kaF?
0 a®

On démontrera au prochain semestre que toute matrice M € M, (C) sécrit M = D + N ou D est une
matrice diagonalisable, N est une matrice nilpotente et DN = ND (c’est le théoréme de Dunford ). La
formule (C.2) permet alors de calculer en principe toute puissance de n’importe quelle matrice carrée a
coefficients complexes.
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Annexe D

La notion de groupe quotient

Définition. Soit (G, ) un groupe et H C G un sous-groupe. Pour tout a € G, on appelle classe a gauche
de a modulo H le sous-ensemble de G défini par

a-H={r=a-h|heH}
On définit de méme la classe a droite de a modulo H le sous-ensemble
H-a={y=h-a|heH}.

Lorsque (G,+) est un groupe abélien, dont la loi de groupe est notée additivement, alors la classe a
gauche et le classe & droites d’un élément a coincident et on note cet ensemble a + H. Ainsi

a+H={zx=a+h|hecH}

Proposition. L’ensemble des classes & gauche modulo H forme une partition de G.

Rappelons qu’une partition d’un ensemble E est une collection A = {A;};er C P(E) de sous-ensembles
vérifiant qui sont deux-a-deux disjoints et dont la réunion est I’ensemble E tout entier. De facon équi-
valente, A est une partition de E si tout élément de FE appartient & un et un seul parmi les ensembles
A;.

Preuve de la proposition. Notons
Q={aH |aec G} CPG)

Pensemble des classes & gauche modulo H. Il est clair que a = a-e € a- H (ol on note e € G I'élément
neutre du groupe), donc la réunion des classes a droites recouvre bien G tout entier, ce que l'on peut

écrire
G = U a-H.

Nous devons prouver que les éléments de Q sont des ensembles deux-a-deux disjoints. Supposons que
z € aH NbH, alors il existe hy, ho € H tels que x = ahy = bho. Mais ceci implique que b appartient a la
classe aH car

b=axhi' =ahihy' = ah,

ot on a posé h = hihy' € H (on sait que h € H car H est un sous-groupe de G). Mais il est facile de
voir que la condition b € aH entraine que bH = aH. En effet, si b = ah pour un certain élément h € H,
alors on a

re€bH = x=0bh avech € H = x=(ah)h/ =a(hh') € aH.
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On a donc bH C aH et on montre de fagon symétrique que aH C bH.

Exemple. La classe & gauche de I’élément neutre e € G est le sous-groupe H lui-méme.

Définition. On dit que deux éléments x,y € G sont équivalent a gauche modulo H et on note x ~p y si
z et y appartiennent & une méme classe a gauche modulo H.

Proposition. La relation ~p est une relation d’équivalence sur G et Q = G/ ~p est Pensemble quotient
pour cette relation d’équivalence. De plus on a

r~py = yexH = zlyeH

Nous laissons la preuve en exercice.

O

Définition. Le quotient pour cette relation d’équivalence se note G/H = Q. On note 7 : G — G/H
Papplication qui associe & un élément a € H sa classe d’équivalence (donc 7(a) = aH). Cette application
s’appelle la projection canonique de G sur le quotient G/H.

Proposition (Formule des classes). Soit G un groupe fini et H C G un sous-groupe. Alors on a

Card(G/H) = g::j((g;.

Preuve. On prouve d’abord que toute les classes ont le méme cardinal. En effet, pour tout a € G,
I’application
pa i H— aH définie par p,(h) = ah

est une bijection (son inverse est p,-1). On a donc pour a,b € G quelconque
Card(aH) = Card(H) = Card(bH).
Le nombre de classes a gauche modulo G est fini puisque le groupe G est fini. On peut donc écrire
G/H={atHUaxHU---Ua,H} C P(G),
et supposer que ces classes sont deux-a-deux disjointes. Cela signifie que G s’écrit comme réunion disjointe
G=a HUayHU---Ua,,H,
et donc

Card(GQ) = i Card(a;H) = m Card(H) = Card(G/H) Card(H).

O

En théorie des groupes, le cardinal d’un groupe fini s’appelle 'ordre de ce groupe (‘ordre’ et ‘cardinal’
sont donc synonymes, mais dans le contexte restreint de la théorie des groupes).

Corollaire. L’ordre de tout sous-groupe d’un groupe fini G divise 'ordre de G.

Exemples. 1. Sil’ordre de G est un nombre premier, alors G ne contient aucun sous-groupe propre (i.e.
autre que G lui-méme et le groupe trivial {e}).

2. Un groupe G d’ordre 10 peut posséder des sous-groupes d’ordre 2 et 5 mais aucun sous-groupe d’ordre
3.
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Sous-groupe normal.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme suivant : Soient G un groupe et H C G un
sous-groupe. A quelle condition peut-on définir sur le quotient G/H une structure naturelle de groupe ?
Pour répondre a cette question nous avons besoin d’une définition.

Définition. On dit qu’un sous-groupe H d’un groupe G est normal (on dit aussi qu'il est distingué) si
la classe a droite de tout élément coincide avec sa classe & gauche, c’est-a-dire aH = Ha pour tout a € G.

Remarques. (1) La condition peut se récrire a 'Ha = H. Donc H C G est un sous-groupe normal si
c’est un sous groupe tel que
Va€G; [heH = a 'hacH]. (D.1)

(2) 11 est clair que tout sous-groupe d’un groupe abélien G est un sous-groupe normal.

Lemme. Si f: G — G’ est un homomorphisme de groupes, alors H = Ker(f) C G est un sous-groupe
normal.

Preuve. Vérifions la condition (D.1). Pour tous a € G et h € H = Ker(f) on a donc f(h) =€’ (on note
e I'élément neutre de G et e’ I’élément neutre de G). Par conséquent

flaha™") = f(a)f(h)f(a™") = fla)e' f(a™") = f(a)f(a™") = flaa™") = f(e) ="

Ainsi aha™! € Ker(f) = H, ce qui prouve que H est un sous-groupe normal.

Exemple. Pour tout corps K, le groupe
SL,(K)={A € GL,(K) | det(4) =1}
est un sous-groupe de GL, (K); car c’est le noyau de ’homomorphisme det : GL,,(K) — K.

Le théoréme suivant répond au probléme posé plus haut. Il donne aussi une réciproque au lemme précé-
dent.

Théoréme. Soit (G,-) un groupe et H C G un sous-groupe. Alors il existe une structure de groupe
sur le quotient G/H pour laquelle la projection canonique 7 : G — G/H est un homomorphisme si et
seulement si H est un sous-groupe normal. Dans ce cas on a H = Ker().

Preuve Supposons que H C G est un sous-groupe normal et notons
[a] =7(a) =aH € G/H
la classe de I’élément a € G. On définit une mutliplication sur G/H par
[a] - [0] == [a - B].

Cependant il faut s’assurer que cette opération est bien définie (i.e. qu’elle ne dépend pas du choix des
représentants). Soient donc o’ ~p a et b’ ~p b (ou de fagon équivalente a’ € [a] et b’ € [b]). Alors il existe
h1,hs € H tels que @’ = ahy et b’ = bhy. On a donc

a't! = ahibhy = abhhy = abh,

olt on a posé b} = b='hib et h = hjhsy. Il est important de remarquer que k) € H par (D.1, car on
suppose que H est un sous-groupe normal, on a alors aussi h € H.

On a donc montré que si ' ~g a et b’ ~p b, alors a'b' ~g ab et donc [a'b'] = [ab]. La multiplication des
classes est donc bien définie.

La vérification que G/H, avec la multiplication que nous venons de définir, est un groupe est facile :

141



(i) Associativité : ([a][b]) [¢] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(be)] = [a][[bc] = [a] ([b][c])-
(ii) Element neutre : [e][a] = [ea] = [a] and [a][e] = [ae] = [a].

(iii) Inverse : [a~!][a] = [a'a] = [e].

En particulier, nous voyons que I’élément neutre de G/H est la classe [e], et donc

Ker(m) ={ge G |n(g)=le]} ={9€G|g~ne}=H.

O

Exemple 1. Soit H = 27Z C R T’ensemble des multiples entiers de 2. C’est un sous-groupe de R et
en particulier un sous-groupe normal (car R est abélien). Le groupe quotient R/277Z est le groupe des
“nombres réels module 27”. On peut y penser comme ’ensemble des arguments (= variable angulaire) du
cercle unité dans le plan. Un élément de ce groupe représente donc un angle et on observe que 'application

R/27Z — U(1) ={z € C| |z| = 1}, ts el

est un isomorphisme de groupes.

Exemple 2. Pour tout m € N le sous-groupe mZ C Z est un sous-groupe normal et le groupe quotient
Z/mZ est le groupe additif de I'arithmétique modo m :

Z/mZ ={[0],[1],...,[m — 1]}, avec addition modulo m.

Rappelons que Z/mZ est non seulement un groupe abélien, mais c’est aussi un anneau pour la multipli-
cation modulo m (et c’est un corps si et seulement si m = p est un nombre premier, dans ce cas on note
F, =Z/pZ).

Exemple 3. Le groupe quotient GL,,(K)/SL,(K) est isomorphe au groupe multiplicatif K* = {a € K |
x # 0}. L’isomorphisme est donné par application déterminant :

det : GL,(K)/SL,(K) — K*.
Exemple 4. Si V est un espace vectoriel sur un corps K et W C V est un sous-espace vectoriel, alors

W est un sous-groupe normal pour addition (car (V,+) est un groupe abélien). Le quotient s’identifie a
I’ensemble des sous-espaces affines de V' qui sont paralléles & W :

VIW={E=a+W |aeV}

On démontre facilement que le quotient V/W est non seulement un groupe, mais qu’il admet une structure
de K-espace vectoriel. De plus, si U C V est un sous-espace vectoriel supplémentaire de W dans V', alors
V/W est isomorphe a U.

142



	Rudiments de logique formelle
	De quoi parle-t-on en logique ?
	La notion de proposition
	Connecteurs logiques
	Formules logiques
	Tautologies et contradictions
	Formules équivalentes
	Prédicats et quantificateurs

	Notions sur les ensembles
	Qu'est-ce qu'un ensemble ?
	Opérations sur les ensembles
	Produit cartésien de deux ensembles
	Relations
	Applications
	Images directe et inverse d'un sous-ensemble
	Ensembles finis et cardinal
	Ensembles infinis dénombrables et non dénombrables
	Quelques mots sur les fondements de la théorie des ensembles
	Le paradoxe de Russel
	L'axiome de fondation
	L'axiome de la réunion
	L'axiome du choix
	L'hypothèse du continu


	Groupes, Anneaux et Corps
	La notion de groupe
	Sous-groupes et homomorphismes

	Les permutations et le groupe symétrique
	Signature d'une permutation.

	Anneaux et corps
	L'anneau Z/mZ.
	Carrés et formule quadratique.

	Le corps des nombres complexes
	Définition et propriétés de bases
	Racine carrée d'un nombre complexe
	Interprétation géométrique des nombres complexes
	L'exponentielle d'un nombre complexe.
	Logarithme naturel d'un nombre complexe.


	Espaces vectoriels
	Définitions et premiers exemples.
	Sous-espaces vectoriels et applications linéaires
	Familles libres, liées, génératrices et bases.
	Définitions
	Bases et dimension
	Le théorème d'échange de Grassmann
	Sommes directes et sous-espaces supplémentaires
	Résumé des notions fondamentales sur l'indépendance linéaire


	Applications linéaires et matrices
	Rappels sur les applications linéaires
	Opérations sur les applications linéaires
	Le théorème du rang et ses conséquences
	La matrice d'une application linéaire
	Exemples de matrices d'applications linéaires

	L'espace vectoriel des matrices
	Produit matriciel
	Matrices carrées : diagonale, transposée et matrices symétriques
	Matrices inversibles.
	Des applications linéaires vers les matrices.
	Forme matricielle spéciale d'une application linéaire
	Matrice de changement de bases
	Des matrices vers les applications linéaires.

	Systèmes linéaires
	Sous-espaces affines d'un espace vectoriel
	Systèmes d'équations linéaires
	La méthode de Gauss-Jordan
	Matrices élémentaires
	Systèmes matriciels et inversion d'une matrice par la méthode de Gauss-Jordan

	Déterminants
	Déterminants des 22 matrices.
	Déterminants des 33 matrices.
	Définition générale du déterminant et premières propriétés
	Théorème fondamental
	Cofacteurs et formule de Laplace
	Calcul de déterminants par l'algorithme de Gauss-Jordan

	Vecteurs propres et valeurs propres
	Introduction
	L'algèbre des endomorphismes
	Sous-espaces invariants
	Valeurs propres et vecteurs propres
	Le polynôme caractéristique
	Endomorphismes et matrices diagonalisables
	Multiplicités des valeurs propres et diagonalisibilté
	Puissances d'une matrice diagonalisable
	Application aux récurrences linéaires

	Notions sur le polynômes
	Un petit guide pour la diagonalisation
	Aspects théoriques de la diagonalisation
	Aspects pratiques de la diagonalisation

	Sur les puissances d'une matrice
	Matrices infra-périodiques
	Puissances d'une matrice diagonalisable
	Polynôme annulateur et puissances d'une matrice
	Le cas d'une somme commutative de deux matrices

	La notion de groupe quotient

