EPFL — Automne 2024 D. Striitt
Analyse III - GC IN Exercices
Série 14 19 décembre 2024

Exercice 1. (7) Soient w,£ >0, f,: R — R les fonctions définies par
Fla) =

:2w2 + &2 —dwia? o0
4 '

o(z)

Montrer (en utilisant les tables et les propriétés des transformées de Fourier) que

R 2w2 _ 042 a2

f(O[) :We 4w?
2 2 o2

pla) =L it

(it) Trouver u: R — R solution de

Exercice 2.
Trouver u: R — R, 2w-périodique solution de

u'(2) —2u(w +m) = 3 +sin (2””) o @

Indication : On pourra utiliser :

2sin(a) sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b)
sin(n(z £ m)) = (—1)" sin(nx)
cos(n(x £ m)) = (—1)" cos(nx)

Exercice 3 (Facultatif : Valeurs propres et vecteurs propres de la dérivée seconde).
Déterminer les parametres A € R pour lesquels il existe uy € C%(R), 27r-périodique, non nulle telle que

u”(z) = du(x).



Un échantillon d’exercices QCM

Exercice 4.
Soit

2
0= {(x,y,z) eR?: 224+y2< %, |z| < cos <\/x2 —|—y2>}.
Alors, le bord de 2, 012 a deux parties :
2

Y = {(mayaz)€R3 : m2+y2<%, z:cos<\/m)},

paramétrée par
a(r,8) = (rcos(),rsin(d), cos(r)), r e [0,7/2],0 € [0, 2],

et
2

T
Yo = {(x,y,z) eR? ;2?2442 < o = o8 (\/3324—3/2)},

paramétrée par
B(r,0) = (rcos(0),rsin(f), — cos(r)), r e [0,7/2],0 € [0, 2],

Considérons les normales associées o, A ag et 5 A Bg. Alors :
O ar A ag et B A By sont toutes deux extérieures.
O ar A ag et B A By sont toutes deux intérieures.
O a, A oy est extérieure et 5, A By est intérieure.
O a, A ag est intérieure et 5, A [y est extérieure.

Exercice 5.
Soit la fonction f: R — R définie par

0 si —m<r< %
flx) =1 22 si -5 <w<3 étendue par 2m-périodicité
0 sig<z<m
et F'f(x), sa série de Fourier. Alors :
O Vz €] — 7, 7], Ff(z) = 22
O Vz €] — 7,7,
0 si —m<zr< -3
Ff(z) =4 22 si -5 <r<§
siggzgw
O Vz €] — 7,7,
%ﬁ si —m<wx< -3
Ff(x)={ 2* si —§<w<F
%ﬁ sig<z<mw
O Vz €] — 7,7,
0 si —m<w< -3
%2 siwz—g
Ff(z) =13 2? si -5 <z<3
%2 siz=75
0 sig<z<mw



Solution des exercices calculatoires

Exercice 1 (i) u(z) = (1 — 22)e™*"

Exercice 2 u(z) = —3 + 3 cos(z) + 5 cos(2x)
Ag S
. 2 _ 5 sin=0
Exercice 3 A n*, avec n € N et u_,2(x) { A, cos(nz) + By sin(nz) sin>1

Exercice 4 a, A g est extérieure et B, A Py est intérieure.

0 si —m<r<—F
2 .
5 siz=—%
Exercice 5 Ff(z) =< 22 si —F<w<§
71'2 3 _
g Sle—j
0 81%<x§7r



