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Ens. : D. Strütt

Analyse III - GC et IN

16 janvier 2024

Durée : 180 minutes

0
Corrigé

SCIPER : 000000

Attendez le début de l'épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,

il contient 16 pages, les dernières pouvant être vides et 21 questions. Ne pas dégrafer.

� Posez votre carte d'étudiant sur la table.

� Aucun document n'est autorisé.

� Ne pas dégrafer l'examen.

� L'utilisation d'une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant l'épreuve.

� Pour les questions à choix multiple, on comptera :
� + le nombre de points indiqué si la réponse est correcte,
� 0 point si il y a aucune ou plus d'une réponse inscrite,
� 0 point si la réponse est incorrecte.

� Utilisez un stylo à encre noire ou bleu foncé et e�acez proprement avec du correcteur blanc

si nécessaire.

� Si une question est erronée, l'enseignant se réserve le droit de l'annuler.
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Première partie, questions à choix multiple sur l'analyse vectorielle

Pour chaque question marquer la case correspondante à la réponse correcte sans faire de ratures. Il n'y a
qu'une seule réponse correcte par question.

Question 1 (4 points) Soit le champ scalaire f : R2 → R dé�ni par

f(x, y) = ex cos(x+ y).

Alors, le laplacien de f , ∆f est donné par :

∆f(x, y) = 0

∆f(x, y) = −ex(2 sin(x+ y) + cos(x+ y))

∆f(x, y) = −ex sin(x+ y)

∆f(x, y) = −2ex cos(x+ y)

Question 2 (6 points) Soit le champ vectoriel F : R2\{(0, 0)} → R2 dé�ni par

F (x, y) =

(
3x− 2y

x2 + y2
,
2x+ 3y

x2 + y2

)
.

Alors,

F dérive d'un potentiel .

Si Γ est le cercle centré en (0, 2) de rayon 1,

∫
Γ

F · dl ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

Si Γ est le cercle centré en (0, 0) de rayon 1,

∫
Γ

F · dl ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

rotF ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

Question 3 (6 points) Soit le champ vectoriel F : R2\{(0, 0)} → R2 dé�ni par

F (x, y) =

(
2xy

(x2 + y2)2
,

y2 − x2

(x2 + y2)2

)
.

Alors,

Si Γ est le cercle centré en (0, 2) de rayon 1,

∫
Γ

F · dl ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

F dérive d'un potentiel.

rotF ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

Si Γ est le cercle centré en (0, 0) de rayon 1,

∫
Γ

F · dl ̸= 0 et F ne dérive pas d'un potentiel.

Question 4 (2 points) Soit Ω, le triangle de sommets (−1,−1), (−1, 1), (1,−1) et le champ vectoriel
F : R2 → R2 dé�ni par

F (x, y) = (y, 2x).

Si on oriente le bord du triangle ∂Ω positivement, l'intégrale

∫
∂Ω

F · dl vaut :∫
∂Ω

F · dl = 2∫
∂Ω

F · dl = 4

∫
∂Ω

F · dl = 0∫
∂Ω

F · dl = 8
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Question 5 (2 points) Soit le domaine régulier

Ω = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 9}.

Le bord de Ω a deux parties :

Γ1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} paramétré par γ1(t) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π],

et
Γ2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 9} paramétré par γ2(t) = (3 cos(t), 3 sin(t)), t ∈ [0, 2π].

Paramétrés ainsi, on a :

Γ1 et Γ2 sont toutes deux orientées négativement.

Γ1 est orientée positivement et Γ2 est orientée négativement.

Γ1 est orientée négativement et Γ2 est orientée positivement.

Γ1 et Γ2 sont toutes deux orientées positivement.

Question 6 (4 points) Soit le domaine régulier

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < z, z < 1}.

Son bord est composé de deux parties :

Σ1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z, z ≤ 1} paramétrée par α(r, θ) = (r cos(θ), r sin(θ), r2)

et
Σ2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z, z = 1} paramétrée par β(r, θ) = (r cos(θ), r sin(θ), 1)

Considérons les normales associées αr ∧ αθ et βr ∧ βθ.

αr ∧ αθ et βr ∧ βθ sont toutes deux extérieures.

αr ∧ αθ est extérieure et βr ∧ βθ est intérieure.

αr ∧ αθ est intérieure et βr ∧ βθ est extérieure

αr ∧ αθ et βr ∧ βθ sont toutes deux intérieures.

Question 7 (3 points) Soit V = (V1, V2, V3) ∈ R3 un vecteur tel que |V | = 1 et F : R3 → R3 le champ
vectoriel constant dé�ni par F (x, y, z) = V = (V1, V2, V3).
Soit encore Ω ⊂ R3 un domaine régulier avec normale extérieure ν.
Alors :∫∫

∂Ω

⟨F, ν⟩ ds = −Volume(Ω) + Aire(∂Ω)∫∫
∂Ω

⟨F, ν⟩ ds = 0

∫∫
∂Ω

⟨F, ν⟩ ds = Volume(Ω)∫∫
∂Ω

⟨F, ν⟩ ds = Aire(∂Ω)
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Question 8 (4 points) Soient le champ scalaire f : R3 → R dé�ni par

f(x, y, z) = yz,

la surface

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 =
9

16
, 2 ≤ z ≤ 3, x, y ≥ 0},

paramétrée par

σ(θ, z) =

(
3

4
cos(θ),

3

4
sin(θ), z

)
, θ ∈

[
0,

π

2

]
, z ∈ [2, 3]

et

I =

∫∫
Σ

fds.

Alors,

I =
45

32
I =

75

32
I =

9π

32
I =

49π

32
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Deuxième partie, questions à choix multiple sur l'analyse de Fourier

Pour chaque question marquer la case correspondante à la réponse correcte sans faire de ratures. Il n'y a
qu'une seule réponse correcte par question.

Question 9 (4 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) =

{
−x2 + 1 si − π < x < 0

x2 + 1 si 0 ≤ x ≤ π
étendue par 2π-périodicité

Alors

a0 ̸= 0 et ∀n ≥ 1, bn = 0

a0 = 0 et ∀n ≥ 1, bn = 0

a0 ̸= 0 et ∀n ≥ 1, an = 0

a0 = 0 et ∀n ≥ 1, an = 0

Question 10 (3 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) =


− 1

2 si − 1 < x ≤ − 1
2

2x si − 1
2 < x < 1

2
1
2 si 1

2 ≤ x ≤ 1

étendue par 2-périodicité,

et Ff(x) sa série de Fourier. Alors, pour x ∈]− 1, 1],

Ff(x) = f(x) si et seulement si x /∈
{
−1

2
,
1

2
, 1

}
Ff(x) = f(x) si et seulement si x /∈

{
−1

2
,
1

2

}
Ff(x) = f(x) si et seulement si x /∈ {0, 1}

Ff(x) = f(x) pour tout x ∈]− 1, 1]

Question 11 (3 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) =


π
2 si − π < x ≤ −1

0 si − 1 < x < 1
π
2 si 1 ≤ x ≤ π

étendue par 2π-périodicité,

On admettra que ses coe�cients de Fourier réels sont

a0 =π − 1

an =
− sin(n)

n
∀n ≥ 1

bn =0 ∀n ≥ 1.

Alors, la série
∞∑

n=1

sin(n)

n
vaut :

∞∑
n=1

sin(n)

n
=

π3 − π2

2

∞∑
n=1

sin(n)

n
= −1

2

∞∑
n=1

sin(n)

n
=

π − 1

2

∞∑
n=1

sin(n)

n
=

π − 2

4
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Question 12 (3 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) =


π
2 si − π < x ≤ −1

0 si − 1 < x < 1
π
2 si 1 ≤ x ≤ π

étendue par 2π-périodicité,

On admettra que ses coe�cients de Fourier réels sont

a0 =π − 1

an =
− sin(n)

n
∀n ≥ 1

bn =0 ∀n ≥ 1.

Alors, la série
∞∑

n=1

sin2(n)

n2
vaut :

∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=

π3 − 2π2 + 2π − 1

2

∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=

π2 − 1

4

∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=

π2 − π

2

∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=

π − 1

2

Question 13 (3 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) =


π
2 si − π < x ≤ −1

0 si − 1 < x < 1
π
2 si 1 ≤ x ≤ π

étendue par 2π-périodicité,

On admettra que ses coe�cients de Fourier réels sont

a0 =π − 1

an =
− sin(n)

n
∀n ≥ 1

bn =0 ∀n ≥ 1.

Alors, la série
∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k)

k
vaut :

∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k)

k
= −1

∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k)

k
= π − 1

∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k)

k
= 0

∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k)

k
=

π − 2

4

Question 14 (3 points) Soit f : [0, π] → R dé�nie par

f(x) = sin(x) + 1.

Alors, la série de Fourier en cosinus de f , Fcf(x) vaut :

∀x ∈ [0, π], Fcf(x) = sin(x) + 1

∀x ∈]0, π[, Fcf(x) = sin(x) + 1 et Fcf(0) = Fcf(π) = 0

∀x ∈ [0, π[, Fcf(x) = sin(x) + 1 et Fcf(π) = 0

∀x ∈]0, π], Fcf(x) = sin(x) + 1 et Fcf(0) = 0
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Question 15 (4 points) Soit f : R → R dé�nie par

f(x) = (4x2 − 2)e−x2

Alors, f̂ , la transformée de Fourier de f est donnée par :

f̂(α) = − α2

√
2
e−

α2

4

f̂(α) = (4α2 − 2)e−α2

f̂(α) =
4α2 − 2√

2
e−

α2

4

f̂(α) = −2
√
2√
π

1

1 + α2
− 4

2− 6α2

(1 + α2)3

Question 16 (3 points) L'intégrale

I =

∫ +∞

−∞
e−4y2

cos(4y)dy

vaut :

I = 0

I =
1

2
√
2e

I =

√
2π

e

I =

√
π

2e

Question 17 (4 points) Soit la fonction f : R → R dé�nie par

f(x) =

∫ +∞

−∞
e−

t2

4 e−(x−t)2dt.

Alors, ∀x ∈ R, on a :

f(x) =
1√
10

e−
4x2

5
f(x) =

√
2

5
e−

x2

5 f(x) =
2
√
π√
5
e−

x2

5 f(x) =

√
π

5
e−

4x2

5
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Troisème partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit être soigneusement justi�ée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent �gurer dans votre réponse. Laisser libres les cases à cocher : elles sont réservées au
correcteur.

Question 18: Cette question est notée sur 8 points.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Trouver u : R → R, 2π-périodique solution de l'équation

u′′(x) + u′(x− π) + 6u(x+ π) = 6− 8 cos(x)− 6 sin(x) + 4 cos(2x)

Indication : On pourra utiliser sans démonstration que

sin(a+ nπ) =(−1)n sin(a)

sin(a− nπ) =(−1)n sin(a)

cos(a+ nπ) =(−1)n cos(a)

cos(a− nπ) =(−1)n cos(a)
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Question 19: Cette question est notée sur 6 points.

0 1 2 3 4 5 6

À l'aide des propriétés de la transformée de Fourier, trouver une solution u : R → R de l'équation

9u(x) + 2

∫ +∞

−∞
(u′′(t)− 4u(t)) e−2|x−t|dt =

1

x2 + 1
.
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Question 20: Cette question est notée sur 7 points.

0 1 2 3 4 5 6 7

Soit la fonction f : R → R la fonction 2π-périodique telle que pour tout x ∈]− π, π],

f(x) =
ex − e−x

2
= sinh(x).

Donner la série de Fourier réelle de f .

y y



y +1/15/46+ y

y y



y +1/16/45+ y

y y



y +1/17/44+ y

y y



y +1/18/43+ y
Question 21: Cette question est notée sur 12 points.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Soit la surface
Σ =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z = 2

√
x2 + y2 − (x2 + y2)

}
et F : R3 → R3, le champ vectoriel dé�ni par

F (x, y, z) = (−y, x, y2).

Véri�er le théorème de Stokes pour Σ et F .
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