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Premiére partie, questions & choix multiple sur 1’analyse vectorielle

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 1 (4 points) Soit le champ scalaire f: R? — R défini par
f(z,y) = €* cos(z + y).

Alors, le laplacien de f, Af est donné par :

Solution : On a

of _ . - >*f . o
9z ¢ cos(z 4+ y) — e"sin(z + y), oz ¢ cos(x + y) — e”sin(z + y)
—e®sin(z +y) — ¥ cos(z + y)
= —2e%sin(x + y)
of _ .. Pf_ .
e = — e"sin(x + y), 097 e’ cos(x + y),
d’ou,
0%f  0°f -
Af(:c,y)f@ 87;2776 (2sin(z + y) + cos(x + y).
L] af@,y) =0 L] Af(,y) = =€ sin(z +y)
W Af(ey) = —e"(2sin(e +y) + cos(z + ) [ Af(a,y) = —2¢7 cos(z +)
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Question 2 (6 points) Soit le champ vectoriel F': R?\{(0,0)} — R? défini par

3x —2y 2z +3
F(a:,m( y y)

$2+y2’$2+y2

Alors,

Solution : Paramétrisons le cercle centré en (0,0) de rayon 1 par «: [0,27] — T par v(t) = (cos(t), sin(t)).
Alors v/ (t) = (—sin(t), cos(t)) et

/ Fdl = /27T ((3cos(t) — 2sin(t), 2 cos(t) + 3sin(t)), (—sin(t), cos(t))) dt
r 0
:/ ' 2sin?(t) + 2 cos?(t)dt = 47 # 0.
0

De plus, notons que

OF, 2(x®+y?) —2x(2x +3y)  2y® — 6y — 22

Or (22 +y?%)? (22 +y?)?
OFy  —2(2® +y?) —2y(3x — 2y)  2y* — 6xy — 227
I T L

d’ot rot F' = 0.
D F' dérive d’un potentiel .
[ ] SiT est le cercle centré en (0,2) de rayon 1, / F -dl #0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r
B Si I est le cercle centré en (0,0) de rayon 1, / F -dl #0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

|:| rot F' # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
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Question 3 (6 points) Soit le champ vectoriel F': R?\{(0,0)} — R? défini par

2xy y? — 2?2
22+ y2)2 (22 + 12)2

F(x,y)=((

Alors,

Solution : Soit f: R*\{(0,0)} — R? deéfini par

Y
f(x,y):7x2+y2-
Alors,
af 2z 2y
A = =F
o= ()~ P
9 22 442 — (2 2 _ 2
of __ =ty 2y(Qy): Vo ey,
Ay (2 +9?) (2 +9?)

d’ou F' dérive d’un potentiel.

D SiT est le cercle centré en (0,2) de rayon 1, / F -dl # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

- F' dérive d’un potentiel.
|:| rot F' # 0 et F' ne dérive pas d’un potentiel.

D SiT est le cercle centré en (0,0) de rayon 1, / F -dl # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

Question 4 (2 points) Soit Q, le triangle de sommets (—1,—1), (—=1,1), (1,—1) et le champ vectoriel
F: R? — R? défini par
F(z,y) = (y,2x).

Si on oriente le bord du triangle 09 positivement, l'intégrale F - dl vaut :
o0

Solution : On arot F' =2 —1 = 1. Ainsi, par le théoréme de Green,

1
F.-dl= / ldzdy = Aire(Q) = =2-2 = 2.
o9 0 2

B/ Fa=2 L]/ F-di=0
o o0

(1] F-di=4 L] F-di=s
o0 o0
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Question 5 (2 points) Soit le domaine régulier
Q={(r,y) eR? : 1<2?+y*<9}.
Le bord de 2 a deux parties :
Iy = {(z,y) € R? : 2% + 4> = 1} paramétré par v, (t) = (cos(t),sin(t)), t € [0, 2n],

et
Iy = {(z,9) € R? : 2% 4 ¢* = 9} paramétré par vo(t) = (3 cos(t), 3sin(t)), t € [0, 27].

Paramétrés ainsi, on a :

Solution : Les deux courbes parcourent un cercle dans le sens trigonométrique. Pour le cercle extérieur, I's,
cette orientation laisse le domaine & gauche et est donc positive. Pour le cercle intérieur, I'1, cette orientation
laisse le domaine & droite et est donc négative.

|:| I'; et I'y sont toutes deux orientées négativement.
D I'; est orientée positivement et I'; est orientée négativement.

- I'; est orientée négativement et I'y est orientée positivement.

|:| I'y et I'y sont toutes deux orientées positivement.

Question 6 (4 points) Soit le domaine régulier
Q={(z,y,2) eR® : 2?2 +4* <2, z < 1}.
Son bord est composé de deux parties :
Y ={(z,y,2) € R® : 22 +y? =z, 2 < 1} paramétrée par a(r,0) = (rcos(6),rsin(0),r?)

et
Yo = {(z,y,2) € R®: 22 +y* < z, 2 = 1} paramétrée par 3(r,0) = (rcos(),rsin(f), 1)

Considérons les normales associées o, A ag et B, A Bg.

Solution : X est un parabolloide avec un couvercle plat. 3, est le parabolloide, Y5 est le couvercle plat.

On a

el es es —2r2 cos(6)
ar Nag =| cos(h) sin() 2r | = | —2r?sin(f)
—rsin(d) rcos(d) 0 r
e1 es es 0
Br NBo =] cos(8) sin(d) 0 |=| 0
—rsin(d) rcos(d) 0 T

Soit en testant sur un dessin, soit en réalisant que sur ¥, on s’attend a ce que la troisiéme composante est
négative et que sur Yo, on s’attend a ce que la troisiéme composante est positive, on obtient le résultat.

|:| a, A\ ag et B, A Py sont toutes deux extérieures.
|:| ar N\ g est extérieure et 5. A By est intérieure.
- a, N ayg est intérieure et 5, A By est extérieure

|:| a, N\ ag et B, A By sont toutes deux intérieures.
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Question 7 (3 points) Soit V = (V1, Vs, V3) € R? un vecteur tel que |V| =1 et F: R® — R? le champ
vectoriel constant défini par F(z,y,2) =V = (V1, Vs, V3).
Soit encore 2 C R? un domaine régulier avec normale extérieure v.
Alors :

Solution : Par le théoréme de la divergence,

// (F,v)yds = / div Fdxdydz = 0,
oN Q

vu que la divergence d’un champ vectoriel constant est nulle.

[] //09 (F,v)ds = — Volume(Q2) + Aire(99) [] //BQ (F,v)ds = Volume(f2)
.//@Q<F,v>ds=0 D//(99<F,V>ds:Aire(6Q)

Question 8 (4 points) Soient le champ scalaire f: R® — R défini par

f(x7 y’ Z) = yZ7

la surface 9
Y ={(2,y,2) €ER? : x2+y2=1—6, 2<2<3, x,y >0},

paramétrée par

(0, 2) = <icos(0),isin(0),z), vef07]. 22y

1= [[ sas

et

Alors,

Solution : On a

€1 €2 e3 5 cos(0)
oo No.=| —3sin(d) 3cos(d) 0 |=[ 2sin(9)
0 0 1 0
o0 h 02| =3
0 /N0 _4
Donc,
T 33 3
// f(a(@,z))|ag/\az|d9dz=/ / —sin(0)z—dfdz
b o Jo 4 4
9 =[1,]° 91 45
=— = S 2 — = — — — 4 = —.
16 [~ es0)lg [2Z L 1620~ Y =5

45 75 97 497
| P [J1== DI:ﬁ DI:§

32 32
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Deuxiéme partie, questions 4 choix multiple sur ’analyse de Fourier

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 9 (4 points) Soit f: R — R définie par

—z?+1 si —m<a<0
f(x):{ v Lo étendue par 27-périodicité

241 sio<z<m

Alors

Solution : On a f(x) =1+ z|x|. Vu que z|z| est impaire, et 1 est constant, on a

Fzlz| = Z by, sin(nx)
n=1
F1 =1,

et donc par linéarité

Ff(;v)zl—i—ansin(nm).
n=1
Dao#OetVnzl,bnzo
[ Jag=0etVn>1,b,=0
-ao#OetVnZLan:O
DaO:OetVnZLan:O

Question 10 (3 points) Soit f: R — R définie par

-3 si —1<az<—3
flx) = 20 si — % <z < % étendue par 2-périodicité,
i sil<a<il

et Ff(x) sa série de Fourier. Alors, pour z €] — 1,1],

f(z=0)+f(x—0)

Solution : f vérifie les hypothéses du théoréme de Dirichlet, et la série converge vers 5

différent de f si et seulement si f est discontinue. Ici, f est discontinue en —%, % et 1.

, qui est
. . -11
B F/(2) = f() si et seulement si 2 ¢ {2, 2,1}

272
[ ] Ff(z) = f(x) si et seulement si = ¢ {0,1}
[ ] Ff(z) = f(x) pour tout z €] —1,1]

[ ] Ff(z)= f(x) si et seulement si z ¢ {_1 1}
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Question 11 (3 points) Soit f: R — R définie par

% si — << -1
fley=4¢ 0 si—l<ax<l1 étendue par 2m-périodicité,
3 sil<z<mw

On admettra que ses coefficients de Fourier réels sont

ag =m—1
an:Ln(n) Vn > 1
n

b, =0 Vn > 1.

Alors, la série Z sin(n) vaut :

n=1

Solution : On a

En évaluant en 0

] ZSIHTEn) _ T ;ﬂ

n=

oosin(n)_ 1
Y ===

n=1 n=1

-
3
Il
—
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Question 12 (3 points) Soit f: R — R définie par

% si — << -1
fley=4¢ 0 si—l<ax<l1 étendue par 2m-périodicité,
3 sil<z<mw

On admettra que ses coefficients de Fourier réels sont

ag =m—1
an:Ln(n) Vn > 1
n

b, =0 Vn > 1.

>, sin?(n)
Alors, la série E ——— vaut :
n
n=1

Solution : Par 'identité de Parseval,

2
= on 2
i sin®(n)  m—1

n2 2

3

] i sin®(n) 7w —2n2+2r—1
— n? 2

. osin®(n) w2 -1
L Z n2 4
n=1
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Question 13 (3 points) Soit f: R — R définie par

% si — << -1
fley=4¢ 0 si—l<ax<l1 étendue par 2m-périodicité,
3 sil<z<mw

On admettra que ses coefficients de Fourier réels sont

ag =m—1
an:Ln(n) Vn > 1
n

b, =0 Vn > 1.

Alors, la série z:(—l)]CM vaut :
k=1
Solution : On a
Ff(x)= T Z sin(n cos (nz).
n=1
En évaluant en 3
T m—1 < =sin(n) s
CRRE D D o (n3)
n=1 N—_——
J 0 si n impair
| (=) sin=2k keN
-1 i ksm
k=1
= sin(2k = sin(2k
k k
el k=1
> sin(2Fk) = sin(2k) 7 —2
L = =mt L 0= =
k=1 k=1

Question 14 (3 points) Soit f: [0,7] — R définie par
f(z) =sin(z) + 1.

Alors, la série de Fourier en cosinus de f, F.f(x) vaut :

Solution : L’extension paire puis périodique de n’importe quelle fonction continue est continue.

B vz <07, F.f(z) =sin(z) + 1

[ ] vz €]0, x|, F.f(x) =sin(z) + 1 et F.f(0) = F.f(r) =
[ ] Ve e[0,n], Fof (z) = sin(z) + 1 et F.f(x) =0

[ ] Vz €)0,7), F.f(z) = sin(z) + 1 et F,f(0) =
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Question 15 (4 points) Soit f: R — R définie par

) = (42 = 2)e™

Alors, f , la transformée de Fourier de f est donnée par :

Solution : On a

2 2 d? 2 d? \/570{T a? a2 2 a2
2 _—x°1 __ 2 —x°1 _ 2,4 7 —x — 4 | X= _ a4 R 4
Flda“e ™ | =4F [z e " | =1 4da2 []—'[e ]} 4da2 [e ] \/ie +\@€
Fl2e ) = — 2t
—2e e —e 4
V2
2 2
fla)=— %*
~ 2 a2 ~ 402 — 2 2
W je)=—5e ™ [ fe) = =75~
A 2v2 1 2 — 60
[ f(a) = (40” = 2)e™ L () VT lta? (1+a?)3
Question 16 (3 points) L’intégrale
+o0 5
I:/ e~ cos(4y)dy
vaut :
Solution : On a
+oo 2 )
I =Re [/ e el4yda:}
=v2m Re {}" [674”2 (4)}
1 16 e
=2 — T | = Y2,
™ Re |:2\/§€ ] e
D I=0 l:’ I V2

B 24/2¢
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Question 17 (4 points) Soit la fonction f: R — R définie par
+o0 2
f(z) = / e =07 gy,

Alors, Vx € R, on a :

Solution : Soit g(x) =e~ 7 et h(x) = e=*". Alors, f(x) =g *h(x), et donc,

fl0) = Vamg(a)h(a) = Var——e T e = 2y/m gazzzg 1 -

I —e T—=e I
VTR V2 Vik
et donc,
f@) = 2\*ge“5
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Troiséme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au

correcteur.

Question 18: Cette question est notée sur 8 points.
[Jo L h Lkl llkll ] M
Trouver u: R — R, 27-périodique solution de ’équation
' (z) +u'(x — ) + 6u(z + m) = 6 — 8cos(x) — 6sin(x) + 4 cos(2z)

Indication : On pourra utiliser sans démonstration que

Solution
On cherche u sous la forme d’une série de Fourier :

u(z) = éo + nil {A,, cos(nz) + By, sin(nz)} .
On a alors,
= nil {nB,, cos(nz) — nA, sin(nz)}
() = nfjl {—n?A,, cos(nz) — n®B, sin(nz)}
u(z +m) = i 1)" Ay, cos(nz) + (—1)" B, sin(nz)}
(x—7) i )"nB, cos(nz) — (—1)"nA, sin(nz)} .
Ainsi, _

u(z) +u'(x — ) + 6u(z + m) =340 + Z {(-n*A, + (-1)"nB, + 6(—1)"A,) cos(nz)

(=n*B, — (-1)"nA, + 6(—1)"B,) sin(nz) }

=6 — 8cos(z) — 6sin(x) + 4 cos(2z),
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en identifiant terme & terme,

(n=0)
(n=1)
(n=2)
(n>3)

c’est-a-dire,

340 =6

—A; — B —64; = -8
—B; +A1 — 6B = —6

—4As + 2By + 645 =4
—4By — 245+ 642 =0

—n?A, + (=1)"nB, +6(-1)"A, =0
-n?B, — (-1)"nA, +6(-1)"B,, =0

u(z) = 1+ cos(z) + sin(z) + cos(2z) + sin(2z).

= Ag=2
:>A1 1
B =
Ay =
7 By=1
:>An=O
B, =0
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Question 19: Cette question est notée sur 6 points.
Lo L[l s [ 1o [ s I

A laide des propriétés de la transformée de Fourier, trouver une solution u: R — R de I’équation

+oo
9u() + 2 / (W (£) — du(t)) e > dt = %H

Solution

Posons f(x) = e 2%l et h(z) = Izlﬁ Alors, par la table des transformées de Fourier ligne 7, on a

fla) =2F [m - "’;II} (a) = \/245042

9u + 2 ((u” — 4u) * f) = h.

De plus, I’équation s’écrit alors

En prenant la transformée des deux cotés, on a

Fl9u+2((u" —4u) = f)] =h

94 + 2F [(u" — 4u) * f] =h

96 4 2V2r Flu" — 4u)f =h

96 4 2v2r (Flu"] — 44) \/5 2

T4+ a2
_ 1
44+ a2
94 — 84 = h

i=h,

9 + 8(—a’a — 44)

et on déduit que u = h, i.e.
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Question 20: Cette question est notée sur 7 points.

[ oLl Js [ J[ Js [ Jo M-

Soit la fonction f: R — R la fonction 27-périodique telle que pour tout = €] — 7, 7],

f(z) = £-° - sinh(z).

Donner la série de Fourier réelle de f.

Solution

Vu que f est impaire, on a ¥n > 0, a,, = 0.

De plus, (T = 27), on a

Variante 1 : ramener le domaine d’intégration a [0, 7]

bn, :—/ sinh(x) sin(nx)dx
71'

_2 / sinh(z) sin(nx)dx
0

=1,

u = sin(nx) v = cosh(x)

2P 1sin(nz) cosh(z)]" —n 7Tcos x) cos(nz)dx
1, "2 [sin(nz) cosh(z)]] / h(z) cos(nz)d

=0

u' =mncos(nz) v =sinh(x)

=— n/ cosh(z) cos(nz)dx
0
T, [cos(nx) sinh(z)]] — n? /7T sinh(z) sin(nx)dz u = cos(na) v = sinh(z)
N 0 0 u' = —ncos(nz) v' = cosh(z)
=I,
= — ncos(nm) sinh(7) + n cos(0) sinh(0) —n?I
——— ——
=(-1)» =0
=(—=1)""nsinh(7) — n?1,,
donc,
inh(r)
I = (e
D"
et
- g[ _ 2sinh(r) (=1)"*ln ™ —e ™ (=1)"tn
R 71' 1+n? T 1+ n?
On conclut
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Variante 2 : laisser le domaine d’intégration sur [—m, ]

by, :l/ sinh(z) sin(nax)dx

L

=1,

1, "= [sin(nz) cosh(z)]" _—n /7T cosh(z) cos(nx)dx

—T

u = sin(nx) v = cosh(x)
u' =ncos(nz) v =sinh(x)

=0

=— n/ cosh(z) cos(nz)dz
0
4 = = si h
7, [cos(nz) sinh(z)]"  — n? [ﬂ sinh(z) sin(nx)dz Z, :Cﬁsn(:fs)(nx) z, :8225}52)
=1,
= — ncos(nm) sinh(r) + n cos(—nn) sinh(—n) —n?T
——— —_——— ———
=(-1)" =(—1)" =-—sinh(m)
=(=1)""2nsinh(r) — n?1,,
donc,
inh()
I, = (_1)Hignsin
( ) 1 +n2
et
b — lI _ 2sinh(7) (—=1)"*'n e —e 7 (=1)"n
oot ™ 1+n2 ™ 1+ n?
On conclut

Ff(z) = i 2silj1(7T) (—llJ)r":;n sin(na).
n=1

Variante 8 : Trouver une primitive
Posons

y
In(y):/ sinh(z) sin(nx)dz
Alors,

u = sin(nx) v = cosh(x)

y
PP .
I, = sin(ny) cosh(y) — n/ cosh(z) cos(nx)dx o = ncos(nz) o = sinh(z)

= sin(ny) cosh(y)

u = cos(nx) v = sinh(x)

/

y
_ . 2 . .
ncos(ny) sinh(y) — n /0 sinh(z) sin(na)dx W = —ncos(nz) ' = cosh(x)

=In(y)

=sin(ny) cosh(y) — n cos(ny) sinh(y) — n*I,,(y),

Donc,
L(y) = sin(ny) cosh(y) — n cos(ny) sinh(y)
n y - 1 + n2
et
. _1 /7T sinh(z) sin (nz)dz = 1 [sin(nz) cosh(z) — ncos(nz) sinh(z) T
T v 1+n? .
1
=-————(sin(nm) cosh(nm) — n cos(nn) sinh(r) — sin(—nm) cosh(—) + n cos(—n) sinh(—))
(1 +n )71' —— —— —— —— — —
=0 =(—-1)" =0 =(—1)» =—sinh(m)

_ 2sinh(m) (=1)"Tn ™ —e T (-1)"Tn
oo 1+n2 v 1+ n?
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On conclut
)nJr 1

Z 2sinh(m sm(nx)
T 1 + n? ’

n=1

Variante 4 : Utiliser les formules d’Fuler

1 [ 1 /™1 ; ;
bn, :7/ sinh(z) sin(nx)dx = 7/ ¥ — (e —e ") (e — e ")dx
T J 4

/ (1+in)1‘ _ e(l—in)w _ e—(l—in)w + e—(l-‘rin)wdx

T
:i (1+zn)a: o 1 : e(lfin):c + 1 : ef(lfin)w . 1 : 67(1+in)z
4im 1—|—m 1—1in 1—1n 1+1in o
1 e zn7r 1 T, —inmT + 1 —T _inm 1 - inm
-— — —)e e —Q€ e — e e
~din 1—1in 1—in 1+in
-7 —inT 1 —m inm 1 T, —inmT 1 T —inmT
—e e — —— € — €€
l—i—m 1—1n 1—1in 14+
1 1" 1" 1" 1"
R | o O ) R |
4 1+in 1—1n 1—in 1+in
1" —1)" 1" 1"
I O O VL c |
14+ 1—1n 1—1in 1+1in

(7 (- 2) o (1)
_ED" i L) = (A i)

i 1+ n?
_2 sinh(m) (=1)"Ttn
™ 1+n?
On conclut
2sinh(r) (=1)"*1n
- 1 e sin(nx).

n=1
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Question 21: Cette question est notée sur 12 points.
(o[ bl Ll LIl el Js Jo[ hol | Il

Soit la surface
E:{(x’y’z)€R3 1 0<z=2 x2+y2—(m2+y2)}

et F: R? — R3, le champ vectoriel défini par
F(.T, Y, Z) = (_ya Z, y2)

Vérifier le théoréme de Stokes pour X et F'.

Solution
On a
el ey e3 2y
) )
rot F = Ers a—y 92 = 0
-y oz oy 2

Pour la paramétrisation de X, on utilise les coordonnées cylindriques : (z,y,2) = (rcosé,rsinf, z), r > 0,
6 € [0,27], z € R. On a alors

0<z=2Vr2cos?0+r2sin®6 — (r? cos? O + r? sin? ) = 2r — 2.
Remarquons que 2r — 72 = z > 0 < 7 € [0,2]. On choisit donc comme paramétrisation

o(r,0) = (Tcose,rsin9,27° - 7"2) , 0 € [0,2x],r € [0,2].

Figure 1: Une coupe de ¥ dans le plan (7, z) et la surface qu’on obtient par rotation autour de 'axe O,

On a alors
e es es (212 — 2r) cos

or Nog=| cosf sinf 2-2r | = (2r%—2r)sind
—rsinf rcosf 0 T



CORRECTION

27 2
// rot F'ds z/ / (rot F(o(r,0)); 0 N og) drdf
b o Jo

27 2
:/ / ((2rsin,0,2); ((2r2 —2r) cos®, (2r2 —2r)sin6,r)) drdd
o Jo

Ainsi,

2 2
:/ / (4r® — 4r%) sin 0 cos 6 4 2rdfdr
o Jo

2 1 2
:/ (4r® — 4r?) | = sin? 0|  +dwrdr
0 2 0
———
=0
= [27rr2](2) = 8.
Passons a la paramétrisation de 9% :
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Figure 2: Le bord du domaine de o



CORRECTION

Fll ’yl(t) = (t, 0),t S [0,2]
o(y1(t)) = (¢,0,2t — t2), (comy) (t) = (1,0,2 — 2t)

I's: Vg(t) = (Q,t),t € [0,27'(]
o(v2(t)) = (2cos(t), 2sin(t), 0), (0 0v2) (t) = (—2sint,2cost,0)

Fg: ’)/3(t) = (t,27T),t S [0,2]
0(73(15)) = (t70, 2t — t2)> (0o ’YS)l (t) =(1,0,2 - 2t)

Méme courbe que I'7, mais parcourue dans ’autre sens.

Ty: y4(t) = (0,t),t € [0, 2]
o(v4(t)) = (0,0,0)

Est un point.

On conclut donc que 9% = T'y. Ainsi,

27
[ oFea- / (Flo(a(t))), (00 72) (1))t
o

/ —2sint, 2 cost, 4sin’t) ; (—2sint, 2 cost,0)) dt
0

27
/ 4sin?t + 4 cos? tdt
0

2
/ 4dt =
0



