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1 Correction

Exercice 1. Immédiat.
Exercice 2. C’est évident, car la multiplication en Fourier additionne et soustrait les fréquences.

Exercice 3. On calcule facilement en orientant dans le sens horaire que chacune des quatre intégrales
vaut —2.

Exercice 4. On ne peut rien conclure, car le domaine n’est pas forcément simplement connexe.
Exercice 5. En effet, c’est une formule algébrique toujours vraie. Aucun calcul n’est nécessaire.

Exercice 6. Erratum : Attention, la bonne réponse est la troisiéme, pas la quatriéme.
11 suffit d’utiliser la parité (f est paire, donc sa transformée de Fourier l'est aussi), ce qui élimine
deux réponses, et le fait que f(O) = — / f(z)dz <0, car f < 0. On a ensuite trivialement S (sans

V2m Jr

avoir & dériver des valeurs absolues...)

% (cos(t\/i)e—“ﬁ — cos (\%) > i < 1+0(t%))(1 - [t]V2) — (1 + O(t?)) (1 — \%))

1
;))T—f<0

ce qui montre que

F (z = log(1 + z*) —log(16 + z)) (t) = 2\|/t% <Cos(t\/§)e_t|‘/5 — cos <\;§> e_\;?>

Voyez-vous d’ailleurs pourquoi z + log(1 + z*) — log(16 + z*) est une fonction intégrable ?
Remarque. La question 10 était un indice.

Exercice 7. Application directe du théoréme de Dirichlet :

S =5 () 4 =5 (<14 5) =1
Exercice 8. On a
i () cost0) —cos (5 ) suo
- s (g) sin(9) + cos (2) cos(6)

Leos(?
2 cos 5

. <0)
—sin | =
2

On obtient donc (les « termes croisés » des deux premiers carrés se compensent)

|0p f|? = isin2 (g) cos?(6) + cos? (Z) sin?(6)

1'2 Q 2 2 Q 2
+481n <2)sm (0) + cos (2>cos @

—l—lCOSQ Q + sin? Q
4 2 2

§. car on voit le signe sans calculs.



Par conséquent, on a

4

A1
g(r):/o 9o f|2d6 = i ;d9:27r\/§.

Exercice 9. Application directe de 'identité de Parseval.

Exercice 10. En effet, I'intégrale vaut

1 ~ 1 1
2><\/27rf(0)_2><\/27r><8\/§><3_?ig.

Exercice 11. La courbe I' est paramétrée par

cos(6) —sin(6)
v(0) = | sin(f) | = +'(0) = | cos()
sin(0) cos(6)

Par conséquent, on a

[7/(6)] = \/sin2(6) + 2 cos2(9) = /I + cos?(9),

/Ffdl _ /()%(1 + cos?(0))do — /:ﬂ (W) d6 = 3.

Exercice 12. Erratum : le domaine correct était @ = RY x R x R=R*N{(z,y,2) : z > 0}.

On a trivialement X = Vf, ou

de telle sorte que

1 1

o) = 5wy

Exercice 13. On a rot X = —0, X1 + 0, X2 = 2, et par le théoreme de Fubini, on a

2 1422 2
1 14
Aire(Q) = / / dy | dz = [x + mg} ==,
0 0 3 g 3
de telle sorte que
2
/ rot X dedy = —8

Q 3

Sur le bord, on a trois intégrales a calculer. En notant 71,2, 73, 74 les paramétrisations correspondantes,
on obtient

7 (t) = (¢,0) pour tout ¢ € [0, 2]
Y (t) = (2,t pour tout ¢ € [0, 5]
v3(t) = (t,14+t*) pour tout t € [0,2] (parcourue négativement)
v4(t) = (0,1 —¢) pour tout t € [0, 1].

En notant I'1,I'5, '3, T'4 les courbes correspondantes, on obtient

X-dl:/2(t7t)-(1,0)dt:2.
0

Iy

g 25
X-dl = (2—t,2+t)-(0,1)dt:10+?.
'y 0



2
X~m::f/i@714¢%1+t+ﬁ)szﬂﬁ
I's 0

2
:—/ (=143t +t* +2t%) dt
0

— 2=l
3

1
X-dl=/ (t—1,1—t)- (0, ~1)dt = — .
Ty 0
Par conséquent,
- 2% 8 1 28
X~dl:2/ X-d=2_--__=2=
a0 = Jr, 2 3 2 3
ce qui conclut la preuve.

Exercice 14. Comme div X =1, on a d’apres le théoreme de la divergence et le théoreme de Fubini

/ (X-I/)dSz/didemdydz:/ dxdydz = 6.
oN Q [0,1]x[0,2]x[0,3]

Exercice 15.
1. On observe qu’'a 0 < z < r fixé, altitude maximale autorisée h(x) est telle que

h(x)

=t
) — tan(a),

ce qui donne ’expression annoncée pour L, car L est un sous-ensemble du cylindre.

2. Par conséquent, on choisit la paramétrisation suivante de L :

r cos(0)
f6,t) = rsin(f) ,
rttan(a) cos(f)
oﬁ—ggﬂgg,etogtgl. On calcule
—rsin(6) 0
Ogf X Ouf = rcos(6) X 0
—rttan(a)sin(f) r tan(a) cos(d)
r cos(6)
= rtan(a) cos(d) | rsin(f)
0
On calcule
1
rot X = |1
0

Par conséquent, on a
/rotX dA = / / 1,1,0) - (r* tan(a) cos?(0), 72 tan(a) cos(8) sin(f), 0) d6 dt

-/

w3 m\:!

(7“2 tan(a) cos®(6) + r? tan(a) cos(6) sin(é’)) do

[ME)



6  sin(20) 1 H
= r? tan(a) 3 + s1n; ) + 3 sin?() = gTZ tan(a).

us
2

On remarque que X = 0 sur le disque inférieur. Par conséquent, il suffit de paramétrer le demi-cercle
supérieur, ce qu’on fait par 'application

r cos(6)
V(0) = rsin(f) :
rtan(«) cos(d)
T T
A
ou 5 < 0 < 5 On a
—rsin(0)
7(0) = rcos(6)

—rtan(«) sin(0)

Par conséquent, comme - est une paramétrisation positive de L, on a

X -dl = : X(v(9))-+'(6)do

oL -z
= /_i (rtan(a) cos(), r tan(a) cos(#), r tan(a) cos(d)) - (—rsin(8), r cos(8), —r tan(«) sin(0))do
= 57”2 tan(a),

[NE]

cos“(0) df =

s
2

[NE]

2(9
cos(f)sin(6) do = 0

/
/

[NE]

par les calculs ci-dessus.

Exercice 16. 1. Comme f est paire, on a b,(f) =0, et

1 1
an(f) :/ sin |z| cos(mnx)dx = 2/0 sin(z) cos(m n x)dz.

—1
On a

) —ia b —ib
Sin(a) Cos(b) _ eta _2-e wa ot -|-2@ g _ 4l (ez‘(a+b) o e—i(a+b) + ei(a—b) _ e—i(a—b))
1 2

1 1
=3 sin(a + b) + 5 sin(a — b).
Par conséquent, on a
. 1 1 .
sin(x) cos(mnx) = 3 sin((1 4+ mn)z) + 3 sin((1 — wn)x),

ce qui donne
cos((1+mn)z) cos((1 —mn)x)]*
14+7n 1—7mn

an(f) = /0 (sin((1 + 7 n)x) +sin((1 — mn)x)) dx =

_1—cos(l+mn) 1—cos(l—mn)

0

1+7mn mn—1



En utilisant la formule ci-dessus, on obtient

cos(1+ mn) = cos(1) cos(mn) — sin(1) sin(rn) = (—1)" cos(1)
cos(l —mn) =(—1)"cos(1).

Par conséquent, on obtient

an(f)(l(l)"COS(l))< ! ! )2<1<1>”cos<1>> !

l+7n 7wn-—1 w2n2 -1
On remarque que la formule est valable pour n = 0, et donne
ao(f) = 2(1 - cos(1))
Par conséquent, la série de Fourier de f est donnée par

S(f)=1-cos(1) - Qi WCOSMWJ).

n=1

. En prenant x = 0 et x = 1, on obtient par continuité de f

i 1_ - cos(1) i W(—l)" B i 1—(=1)"cos(1) cos(mnz) = 1 — cos(1)

272 2m2 _ 1 212 _
= mn?-1 4~ w1 2
") e 1 1 —cos(1) —sin(1)
D B D D s 3 '
n=1 n=1
. - 1 o (=" :
Sizg = ; T et Ty = ngl —5 o0 obtient
1= cos(l)
( 1 —cos(l)) <x1> _ 2
—cos(1) 1 Z2 1 —cos(1) —sin(1)
2
Comme
1 —cos(1)\ S 1 cos(1)
—cos(1) 1 ~ 1 —rcos?(1) \cos(1) 1 ’
on obtient finalement
1= cos(l)
<:c1) 1 < 1 COS(].)) 2
Ta sin?(1) cos(1) 1 1 —cos(1) — sin(1)
2

B 1 (1 — cos(1) + cos(1) — cos?(1) — cos(1) sin(l))

~ 2sin?(1) cos(1) — cos?(1) + 1 — cos(1) — sin(1)
_ 1 sin?(1) — cos(1)sin(1)
~ 2sin?(1) ( sin?(1) — sin(1) )
1 1 1
2 2tan(l)
HEREET
2 2sin(1)

ce qui conclut la preuve.



Exercice 17. 1. On a par changement de variable linéaire pour tout ¢t € R

~ 1 , 1 ,
h(t) = ’ De 'Ttdy = = / 1 7z(y71)td
v m/R““ o= A T LT y

) 1 )
— ezyt / / e—zytd .
Var Jo W
En intégrant par parties et a ’aide de la premiére question, on obtient
[ 1wy = [we =+t [ e riay
R R

Finalement, on en déduit que

2. L’équation montre qu’on a

ce qui montre que (ite’ = it(cos(t) + isin(t)) = —tsin(t) + it cos(t))
( — (1 + tsin(t)) + z‘tcos(t))f(t) =0.

On remarque que la fonction ¢ : R — C,t — —(1 + tsin(t)) + ¢t cos(f) ne s’annule jamais. En
effet, Im (¢(t)) = 0 si et seulement si t = 0 ou ¢t = g + k7 pour un entier k € Z, auquel cas

(0) = Re (12(0)) = —1 # 0, ou
Re(p(t)) =-1— (g + kw) sin (g + /m) =1+ (=1)k*! (g + kﬂ) # 0.

Finalement, on en déduit que ]? = 0, ce qui montre par unicité de la transformée de Fourier que

f=0.

Remarque. Il n’était pas nécessaire de donner une preuve si détaillée pour avoir tous les points, mais
c’est a cela que devrait ressembler une preuve complete.
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