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Analyse III - SECTION

DATE

Durée : 120 minutes

1
Nom Prénom

SCIPER : 111111

Attendez le début de l'épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,

il contient 10 pages, les dernières pouvant être vides. Ne pas dégrafer.

� Posez votre carte d'étudiant sur la table.

� Aucun document n'est autorisé excepté les feuilles colorées fournies servant de brouillon.

� Les feuilles de brouillon ne sont pas corrigées.

� L'utilisation d'une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant l'épreuve.

� Pour les questions à choix multiple, on comptera :
+2 points si la réponse est correcte,

0 point si il n'y a aucune ou plus d'une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

� Pour les questions de type ouvert, le barème peut varier d'une question à l'autre. Les points
associés à chaque question sont donnés préliminairement à leur énoncé.

� Utilisez un stylo à encre noire ou bleu foncé et e�acez proprement avec du correcteur blanc

si nécessaire.

� Si une question est erronée, l'enseignant se réserve le droit de l'annuler.
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Première partie, questions à choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante à la réponse correcte sans faire de ratures. Il n'y a
qu'une seule réponse correcte par question.

Question 1 Soit F le champ vectoriel dé�ni par

F : R2 → R2; (x, y) 7→ (y, x),

et soient R ∈ R, R > 0 et A le domaine donné par

A =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < R2
}
.

On dé�nit par ∂A la frontière de A, et par ν : ∂A→ R2 la normale unitaire sortante de ∂A.

L'intégrale
∫
∂A

F · ν dl est égale à :

3

5
π2R

3

4
πR

0

πR2

Question 2 Soit f le champ scalaire dé�ni par

f : R2 → R; (x, y) 7→ xy + x+ 1,

et soient R ∈ R, R > 0 et Γ la courbe donnée par

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = R2
}
.

L'intégrale
∫

Γ

f dl est égale à :

2πR

2πR2 + πR+ 1

2πR3 + πR2 +R

0

Question 3 Soit F le champ vectoriel dé�ni par

F : Ω ⊂ R2 → R2; (x, y) 7→
(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
.

Le champ F est conservatif, c'est-à-dire qu'il dérive d'un potentiel,

sur le domaine Ω = {(x, y) : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

indépendamment du domaine considéré.

sur le domaine Ω = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 3, 2 ≤ y ≤ 10}.

sur le domaine Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 10}.
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Question 4 Les coe�cients de Fourier réels non-nuls de la fonction f dé�nie par

f(x) = 5 +
1

2
(5− iπ)33ix +

1

2
(5 + iπ)e−3ix − 3

2
e7ix − 3

2
e−7ix

sont

a3, a7, b3

a0, a3, a7

a0, a3, b3, a7

a0, a3, a7, b7
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Deuxième partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit être soigneusement justi�ée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent �gurer dans votre réponse. Laisser libres les cases à cocher : elles sont réservées au
correcteur.

Question 5: Cette question est notée sur 9 points.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1. Soit la courbe

Γ =

{(
1

3
t3, 3t,

√
6t2

2

) ∣∣∣∣ t ∈ [−1, 1]

}
Calculer la longueur de Γ.

2. Soit F : R2 → R2 dé�ni par
F (x, y) =

(
x2, y cos(x2)

)
et Ω, le triangle de sommets (0, 0), (

√
π/2, 0) et (

√
π/2,

√
π/2). Calculer∫

∂Ω

〈F, ν〉 dl

où ν est le champ de normale extérieure unité à Ω.
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Question 6: Cette question est notée sur 6 points.

0 1 2 3 4 5 6

Soit Ω = R2\{(0, 0)} et F : R2 → R2 dé�ni par

F (x, y) =

(
x− y
x2 + y2

,
x+ y

x2 + y2

)
.

1. Calculer le rotationnel de F .

2. Déterminer si F dérive d'un potentiel sur Ω. Si oui, donner un potentiel de F , si non, justi�er.
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Question 7: Cette question est notée sur 3 points.

0 1 2 3

Soit F : R2 → R2, F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)), F ∈ C1(R2,R2) tel que divF = 0. Dé�nissons G : R2 → R2

par

G(x, y) =
(
F2(−x, y), F1(−x, y)

)
.

Montrer que G dérive d'un potentiel sur R2.
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Question 8: Cette question est notée sur 14 points.

0 1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

Soit le champ vectoriel F : R3 → R3 dé�ni par F (x, y, z) = (0, x, 0) et la surface

Σ =
{

(x, y, z) ∈ R3 | z =
(√

x2 + y2 + 1
)(

3−
√
x2 + y2

)
, y ≥ 0, z ≥ 0

}
Véri�er le théorème de Stokes pour F et Σ.
Indication : On pourra si nécessaire, utiliser les formules suivantes

cos2(x) =
1

2
+

1

2
cos(2x)

sin2(x) =
1

2
− 1

2
cos(2x)
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Question 9: Cette question est notée sur 9 points.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Soit f : [0, π]→ R dé�ni par
f(x) = −x2 + 2πx.

1. Calculer Fsf , la série de Fourier en sinus de f .

2. En utilisant des résultats du cours, comparer Fsf et f sur [0, π].
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Question 10: Cette question est notée sur 4 points.

0 1 2 3 4

Soit g : R→ R dé�ni par

g(x) =

{
−x si − π ≤ x ≤ 0

π si 0 < x < π
étendue par 2π-périodicité.

Les coe�cients de Fourier réels de g sont donnés par

a0 =
3π

2
;

an =


− 2

n2π
si n est impair

0 si n est pair

pour tout n ≥ 1 ;

bn =
1

n
pour tout n ≥ 1.

À l'aide de ceci et d'un résultat vu au cours, calculer

+∞∑
k=1

1(
k − 1

2

)2 .
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Question 11: Cette question est notée sur 8 points.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1. Donner la dé�nition de la transformée de Fourier d'une fonction, en précisant les hypothèses.

2. À l'aide des propriétés des transformées de Fourier (transformée de la dérivée et convolution) trouver
u : R→ R solution de

−10u(x) +

∫ +∞

−∞
(9u(t)− 4u′′(t))e−

3
2 |x−t|dt =

4x2

(2π + x2)2

Si besoin, on pourra s'aider de la table des transformées de Fourier donnée en page 10.

f(y) F(f)(α) = f̂(α)

1 f(y) =

{
1, si |y| < |b|
0, sinon

f̂(α) =

√
2

π

sin (|b|α)

α

2 f(y) =

{
1, si b < y < c

0, sinon
f̂(α) =

1√
2π

e−ibα − e−icα

iα

3 f(y) =

{
e−wy, si y > 0

0, sinon
(w > 0) f̂(α) =

1√
2π

1

w + iα

4 f(y) =

{
e−wy, si b < y < c

0, sinon
f̂(α) =

1√
2π

e−(w+iα)b − e−(w+iα)c

w + iα

5 f(y) =

{
e−iwy, si b < y < c

0, sinon
f̂(α) =

1

i
√

2π

e−i(w+α)b − e−i(w+α)c

w + α

6 f(y) =
1

y2 + w2
(w 6= 0) f̂(α) =

√
π

2

e−|wα|

|w|

7 f(y) =
e−|wy|

|w|
(w 6= 0) f̂(α) =

√
2

π

1

α2 + w2

8 f(y) = e−w
2y2 (w 6= 0) f̂(α) =

1√
2|w|

e−
α2

4w2

9 f(y) = ye−w
2y2 (w 6= 0) f̂(α) =

−iα
2
√

2|w|3
e−

α2

4w2

10 f(y) =
4y2

(y2 + w2)2
(w 6= 0) f̂(α) =

√
2π
(

1
|w| − |α|

)
e−|wα|
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