Corrigé Examen Analyse III

David Striitt

MATH-203(c), hiver 2020-2021

Exercice 1.
() long(T") = i 1dl.

1
~t°,3t, Véﬁ) () = (£2,3,V61), |7/ (t)] = t*+3.

v: [-1,1] = T, ~(t) = <3 5

1 2
long(T") = /_1 t* + 3dt = EO

(7) Par le théoreme de la divergence,
/ (F;v) :/ div F.
oN Q

div F' =2 + cos(z?).

Qz{(ac,y)éRﬂOSyﬁxSW}

/ (Fiv)dl :/ div F(z,y)dxdy
o0 Q

V72 rx 9
:/ / 2z + cos(z”)dydx
0 0
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Exercice 2.
(1)
F? F!
rot I’ _aax(x7y) - %y(xay)

_y2—2xy—x2 y? — 2xy — a2

(22 + y2)2 (22 + 2)2 =0




(7) F ne dérive pas d’'un potentiel. Si I" est le cercle centré en 0 de rayon
1, on a

2
/ Fodl= / (F(cos(t), sin(t)), (— sin(t), cos(t))) dt
T 0
27
:/0 — cos(t) sin(t) 4 sin®(t) + cos?(t) + cos(t) sin(t)dt = 27 # 0

d’otu, F' ne dérive pas d’un potentiel.

Exercice 3.

On a
OG> oGt
rot G(x,y) —%(:U,y) - Ty(%y)
OF! OF?
=L (o) - S (—z,y) = —divF(—z,y) = 0.
5 ¢ z,y) 8y( z,y) div F(—z,y) =0

G est donc un champ vectoriel & rotationnel nul sur R? qui est convexe.
Ainsi, par un résultat du cours, G dérive d’un potentiel.

Exercice 4.

er ey e3 0
0 o) 0

rot F' = o 5@ 9z | — 0
0 x O 1

Pour ¥, on repére la symmétrie cylindrique. (x,y, z) = (r cos(f), rsin(0), z),
r>0,0<860 <27, r €R. Les conditions deviennent

z=(r+1)3—r), rsin(@) >0, 2>0

Une étude de signe de r — (r + 1)(3 — r) nous donne que z > 0 implique
—1 < r < 3 ce qui mis ensemble avec le fait que r > 0 nous donne r € [0, 3].
De plus, 6 € [0,27] et sin(d) > 0 nous donne # € [0,7]. On a donc comme
paramétrisation

o:[0,3] x [0,7] — R?
(r,0) — o (r,0) = (rcos(), rsin(f), —r* + 2r + 3).

el e es (2r2 — 2r) cos(f)
or Nog = cos(d) sin(0) 2—2r | = (2r%—2r)sin(f)
—rsin(f) rcos(f) 0 r



Ainsi,

3 3 7 o
// rot Fds = / / ((0,0,1), 0, A og) dOdr = / / rdfdr = —
b 0 Jo o Jo 2
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a(Ty1) : (£,0), t € [0,3], m(t) = a(t,0) = (£,0,—t* 4+ 2t + 3) et 7 (t) =
(1,0, -2t + 2).

a(T2) : (3,t), t € [0,7], y2(t) = o(3,t) = (3cos(t),3sin(t),0) et ¥5(t) =
(—2sin(t), 3cos(t),0).

o(l3) : 3—t,m), t €[0,3], 13(t) = (3 —t,7) = (t —3,0,4t — t?) et
’Yé(t) = (1,0,4 —2t)

o(ly) : (0,7 —t), t € [0,7], va(t) = (0,7 —t) = (0,0,3) qui est réduit

a un point, on ignore.

3
/ Fd :/ ((0,£,0), (1,0, —2t +2)) dt = 0
o(T'1) 0

/ F-di :/ ((0,3cost,0); (—3sint,3cost,0)) dt :/ 9 cos?(t)dt
(I'2) 0 0

™1 1 97
= -+ = 2t)dt = —
9/0 2+2cos( ) 5

3
/ F-dl:/ (0, = 3,0), (1,0,4 — 20)) dt = 0
o(T'3) 0

d’oty,

Fdl—()—i—gf—i—()—— //roths
ox

3



Exercice 5.

by, :% /OL f(x)sin <an> dz

2 ™
=— / (2 — x?) sin(nz)dzx
™Jo
12P2 fgry - o?) (2] COS(”I)]HZW 2 / (o — 20y —C2) g,
n n=0 ™Jo n
2 — cos(nm)

=— {(27r2 — %)

— (270 — 02>_COS(O)}

n

T
+ 2/ (2m — Qx)icos(nx) dx
7 Jo n

:Z—W(—l)"Jrl + 4/ (m—x) cos(mc)dx
n 0 n

s

H;P%(_l)n—l-l 4 i {(ﬂ. _ .’L‘) Sin(nx)]m_w
n ™ n =0
=0
4 ™
- — —1)si d
i A (—1) sin(nx)dz
L7 )
n ™ =0
2T
=" (1 n+1
(1)

n ™
2

n

B 2r _ 8. sin est pair
si n est impair

Ainsi,

o0 202
Fif(z) = z:{(—l)"‘”'l2 4 43}sin(nx).

™3 ™
n=1
Par le résultat du cours qui nous donne la convergence des séries de
Fourier en sinus, on a
-0 0 .
[@=0)+/(@+0) );rf(ﬁ ) sig €)0, 7|

0 siz=0oulL.

o]

Vu que f est continue sur |0, 7], on a

2

2rx —x®  sur |0, 7|

- |

0 sixz=0o0ulL.

De plus, vu que f(0) = 0 = Ff(0) et f(n) = 72 # 0 = Fyf(n), on a que
Fsf et f coincident sur [0, 7] mais sont différentes en 7.

4



Exercice 6.
On évalue la série de Fourier de g en 0. Pour tout n € N, on a sin(n0) = 0
et cos(n0) =1, d’ou

3 > 2
Fg(0) ="+ o5
4 = (2k—1)%n
3r 28 1
4 ”z::l (2k —1)2
3t 2.1 1
4 w;4(k—1/2)2

De plus, vu que ¢ est C'! par morceaux, on a par le théoréme de Dirichlet :

_g9g(0+0)+g(0—-0) 740

F = .

Combinant les deux on trouve

> 1 2
)P

=RV

Exercice 7.
(7) Soit f: R — R continue par morceaux et telle que

+oo
/_ | (2)|dz < +oc.

La transformée de Fourier de f est définie par
1 oo 7iaazd
F a) = —— x)e x
(@) == [ 1@

() Soit f(z) = e 3l et h(z) = %. On a alors que notre équation
s’écrit
—10u + (9u — 4u") * f = h.

On a par les tables que

f() 3\/5 1 \/5 6
)=/ —5—— =4/ ———.
2 W%—I—QZ T 9+ 4a?



Ainsi, prenant la transformée de Fourier de notre équation, on obtient

104 4 F [(9u — 4u") % f] =h
104 + V27 F (9u — 4u”) f =h
—104 4 V27 (96 — AF (u")) f =h
2 6 -
N N 2 _
—10a + V27 (90 + 4o u)\/;9 P =h
104 4 124 =h
1x
i ==h.
"7
D’ou, par linéarité de la transformée de Fourier, on a
1 272

1 A
—F Y y=~FYh)=-h= —"



