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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé

recto-verso, il contient XX pages,

les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

— Posez votre carte d’étudiant sur la table.

— Aucun document n’est autorisé.

— L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.

— Pour les questions a choix multiple, on comptera :

+3 points si la réponse est correcte,

0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses inscrites,

—1 point si la réponse est incorrecte.

— Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:

+1 point si la réponse est correcte,

0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses inscrites,

—1 point si la réponse est incorrecte.

— Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc

si nécessaire.

— Si une question est erronée, l’enseignant se réserve le droit de I’annuler.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a

I’aide de auto-multiple-choice.
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Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il

n’y a qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 1  Soit le champ vectoriel E : R® — R3 défini par
E(l’,y,Z) = ( 2 - ey,sinz,y2 + Z)a

et soit
S(z,y,2) = div E(z,y, 2),

Alors, pour tout (z,y, z) € R3, S vérifie

L] S(z,y,2) =22+1
[ ] S(z,y,2) =2z +cosz+1
[ S(,y,2)

(.9, 2)

(] S(@,y,2) =2(z+1)

T,Y,2) = 2x + 2y

Solution. On a
divE =22z +0+1=22+1.

Question 2 Soit la fonction u : R%\ {(0,0)} — R définie par u(z,y) = In(z? + y?) et soit
S(z,y) = Au(x,y). Alors, pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}, S vérifie

[]S@,y) =0

[ S(z,y) = W
[ S(z,y) = 352%1?;2

[ S(,y) = ;izz

Solution. On a

Vu(z,y) = (2z,2y)

x? + y?
Alors, pour (z,y) # (0,0),

Au(z,y) = div(Vu)(z,y) = 5 (27,2y) - (22,2y) + ﬁ@ +2)=0

-t
(@ +9?)
Question 3 Soit T' la frontiére du triangle de sommets (0,0,0), (1,1,0), et (0,1,1) et soit la
fonction f:R® — R définie par f(z,y,z) = 1. Alors lintégrale [ fds vaut

[1v2

[J4v2

[13v2

[J2v2

Solution. On aI' =T'; UT3 UT'3 qui sont paramétrisé par
v = (0,0,0) +¢(1,1,0) = (¢,¢,0),t € [0, 1],

T2 = (17 170) +t(_17071) = (1 —1, 17t)7t € [07 1]3

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ®
I’aide de auto-multiple-choice.
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v3=(0,1,1) + (0, —1,—1) = (0,1 —t,1 —t),t € [0, 1].

On a
v = (1,1,0),t € [0,1],
vy = (=1,0,1),t € [0,1],
v, =(0,-1,-1),t € [0,1].
Donc,

/Ffdsz/olx/i+\[2+\f2:3\/§.

Question 4  Soit S = {(z,y, 2) € R3 : 22 + % + 22 < 1} et soit n le vecteur normal a S, unitaire

et dirigé vers l'exterieur. On rappelle que volume(S) = 4{ et aire(9S) = 4w. On considére le champ

vectoriel F: R® — R3 défini par F(z,y,z) = (21,y,1). Alors

/ F -nds
as

vaut

D 4m
[ ]2n/3
[ ] 4r/3
D 2m

Solution. En utilisant le théoréme de Divergence, on a

/ F-nds:/disz/3:3><V01ume(5):47r.
s s s

Question 5  L’intégrale

2m
S:/ |1+ 2cosx — sin(2z)|? de,
0

vaut

[]S=12r
[]s=38
[]S=6r
DS=77T

Solution. On a L
apg = 1 a; = 1 b2 = 7

En utilisant 'identité de Parseval, on obtient

27
/ |1+ 2cosx — sin(2x)|? do = 27[a2 + 2(a? + b3)] = 2x[1 4+ 2(1 + 1/4)] = Tr.
0

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Question 6  Soit u une solution de ’équation aux dérivées partielles
Oyu(t, ) — 402, u(t, z) = cos(2x) pour t > 0,z € [0, 7],
Ug (£,0) = uy(t, m) = 0 pour ¢t > 0,
u(0,2) = 0 pour z € [0, 7],

et soit S : [0, 7] — R la fonction définie par

S(z) = lim wu(t,x).

t——+oo

Alors pour tout z € [0, 7],

Solution. On a

¢ 0
1
u(t,r) = / 422 (=0 gg cos(2r) = / e'%ds cos(2x) = E(l — e 10%) cos(2).
0

—t

Donc,
lim w(?, z) = cos(2x)/16.

t—+o00

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si laffirmation est toujours

vraie ou dans la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire, si elle est parfois fausse).

Question 7 Soit u € C3(R3,R?) et soit le champ vectoriel F : R3 — R3 défini par
F(z,y,2) = u(z,y,2) + (z,y, 2).
Alors F dérive d’un potentiel sur R3.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Faux. Par exemple, on prend u(z,y,z) = (y,0,0). On a rot F(z,y,z) = (0,0,0) +
(0,0,—1) # 0. Donc, F ne dérive par de potentiel.

Question 8  Soit I' la courbe définie par I' = {(cost,sint, g) € R¥:t €[0,1]}. La longueur de
cette courbe est 3/2.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Faux. On a
~'(t) = (—sint, cost, t),t.€ (0,1).

Donc,

1 1 1
ongeur(t) = [ @l = [ VizEai< [a+oa-.
0 0 0

Question 9 Soient Q = {(z,y,2) € R? 2? +y? +22 < 1} et u,v € C?*(R* R). Alors

Au~v=/Av~u.
Q Q

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Faux. Prendre u(x,y,2) = 22, v(z,y, z) = 1. Alors, u et v ne satisfont pas I'indentité

/Au~v:/Av~u.
Q Q

Question 10  Soit le champ vectoriel f : R? — R? défini par f(z,y) = (2¢ — 2y, —2z + 1) pour
(x,y) € R?. Alors f dérive d’'un potentiel sur R

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Vrai. On a
rotf(z,y) = =2+ 2 = 0 pour (z,y) € R?.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ®
I’aide de auto-multiple-choice.
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Donc, f dérive d’un potentiel dans R2.
Question 11 Soit f : R — R une fonction paire, 27-périodique satisfaisant f(z) = = + 1 pour

x € [0, 7]. Alors les coefficients de Fourier ¢, (f) satisfont

oo

Z |C'rb(f)‘2 :7T2/3+7T+1

n=—oo

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Vrai. En utilisant 'indentité de Parseval, on a

o0 T 2

1 1 [ 1
> lalhP=gr [ @Rz =1 [ ler1Pde= 2t = T b
it g - T Jo s 3

Question 12  L’intégrale
27
S = / | cos(2x) — sin z|? da
0

vaut S = 4m.
[ ] VRAI [ ] pAUX
Solution. Faux. On a
b= L, L
1 2 s W2 — 2

En utilisant 'identité de Parseval, on a
2
S = / | cos(2z) — sinz|* dx = 27m(2b7 + 2a3) = 47w (1/4 + 1/4) = 2.
0
Question 13 Soient u,v € C%([0, +00) x [0, 1]) telles que
Opu(t,x) — 82, u(t, ) = dv(t,z) — 2, v(t,z) pour z € [0,1],t > 0,
u(t,0) —v(£,0) = u(t, ) — v(t,7) = 0 pour ¢ > 0,
(0, z) = v(0,z) = 0 pour z € [0,1].
Alors u = v.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Vrai. En posant w = u — v sur (0,00) x [0,1], on a
Oyw(t,z) — 02, w(t,z) =0 pour x € [0,1],t >0,
w(t,0) =0 pour t > 0,

w(0,z) = 0 pour z € [0,1].

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Donc, w = 0 par 'unicité du systéme. On obtient u = v.
Question 14  Soit la fonction u : Ry x R — R définie par

3
x) = Ze_(kz"’l)t[sin(km) + cos(kx)] +1
k=1

pour tout ¢t > 0 et x € R. Alors u est une solution de I’équation aux dérivées partielles
Opu(t,z) — 2, u(t,z) + u(t,z) = 0 pour t > 0,z € [0,27],
u(t,0) = u(t, 2m) pour t > 0.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Solution. Faux.En calculant dyu(t, z) et 92, u(t, z), on a

3
Opu(t, ) Z (k% + 1)e~# TV gin(kx) + cos(kx)],

k=1
3 2
Ozgu(t, z) = Z —k2e= D sin(kx) + cos(kx)].
k=1
Alors,
3 2
Owu(t,z) — 02 u(t,r) = — Z e~ F T Dsin(kx) + cos(kx)] = —u(t, z) + 1.
k=1

Donc, u n’est pas une solution du systéme.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Troiséme partie, question de type ouvert

Répondre dans 'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de
votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases a cocher: elles sont

réservées au correcteur.

Question 15: Cette question est notée sur 3 points.

oo oot oLt

Soit f la fonction paire définie sur (—m,7) qui satisfait f(z) = sinx pour tout = € [0,7]. On définit

o (FDF
S_Zéllc?fl'

=1

En calculant les coefficients de Fourier a,,(f), b, (f), déduire la valeur de'S.

Solution. On a b, = 0 car f est paire.

On a
1 /™ 1 2
ao:f/ sinzdr = —(—cosx)|j = —
7 Jo 7r 7r
1 [
ap = — sin x cos(nz) dx
T Jo

_ % /Oﬂ %[sin((n 1)) — sin((n — 1))] da

Donc agp+1 =0 pour k > 0 et

_ -1 |:COS((2]€ + 1)z) - cos((2k — 1):5)]
27 2k +1 2k -1

77 2

o w4k —1)

an(f)

Alors,
Z —4cos(2kx)

2 .
—W(4k2 my —= sin(x).

k>1
En utilisant = 7/2, on obtient

—4(-1)k 2
Y oo+ =1
m(4k?—1) 7
E>1

Donc,

S=1/2—-n/4.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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/V

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Question 16: Cette question est notée sur 8 points.

Ot oo
Soit f : [0,27] — C. Est-ce que les coefficients de Fourier a, (f), b,(f), ¢, (f) satisfont
len (N = lan () + ba(£)I

pour tout n € Z \ {0}? Justifiez votre réponse.

Solution.
Réponse "NON.

Exemple: on pose f(z) = €. on a,
1 27
= — 1d — 1.
c(f) 27T/o z

1 27 . 1 27 1

ap = 5 ; e’ cosxdr = %/0 (cosz)? do = s
1 2 ) . 27 1 -
bl—% ; e”sinxdx:i/o (sinx)gdx:i(1—§)=%

Alors,
le1[2(f) # lar (F)* +or ()%

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.



N N BEEEN +0/13/48+

/V

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Question 17: Cette question est notée sur 6 points.
oLl [ ls [ J s [s

On considére I'équation aux dérivées partielles suivante:
%—%:O pour t > 0,z € [0, 7],
u(t,0) = u(t,7) =0 pour t > 0, (1)
u(0,x) = sin(2x); Opu(0,z) =0  pour z € [0, 7).

a. (2 points) On cherche des solutions de la forme u(t, z) = a(t)sin(2z). Ecrire I'’équation satisfait

par a.
b. (2 points) Trouver a puis donner une solution u € C?([0, 7] x [0, +00)) de (1).
c. (2 points) Montrer que (1) a au plus une solution dans C?([0, 7] x [0, +00)).

Solution. a. On trouve que a doit satifier les equations suivants

a’(t) +4a =0,t > 0,

b. On a la forme générale de a:
a(t) = asin(2t) + B cos(2t),t > 0.
Utilisant les conditions a(0) = Let a’(0) = 0, on trouve que o = 0 et S = 1, d’du on obtient
a(t) =cos(2t), t>0.
On donc propose une solution
u(t, ) = cos(2t) sin(2x), pour z € [0,7],¢ > 0.

c. Supposons que u; et uy soient deux solutions. Posons u = u; — ugp. Alors, u € C?([0,7] x [0, +00)

et
OZu(t,x) — 0%, u(t,x) =0 pour (t,x) € [0,+0) x [0, 7],

u(t,0) =u(t,7) =0 pour t > 0,
u(0,2) = 9¢(0,2) =0 pour z € [0, 7].
On a

d

0:/ [Duu(t, ) — 82, ult, 2)]|dult, z) dz = 7(/ |6tu(t,x)|2dm+/ \8m(t,x)|2dx) t>0
0 2dt \ J, 0

Cela implique, pour t > 0,

/ |0pu(t, z)|* d dt+/ |04 (t, z)|? dz = 0.
0 0
On en déduit u(t,x) = u.(t,z) = 0. Cela implique que u est constante, et donc, u = 0 par le fait

u(0,x) = 0 sur [0, 7].

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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/V

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.
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/V

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a
I’aide de auto-multiple-choice.




