Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne Analyse III
Feuille d’exercices DATE

Révision

Exercice 1. Calculer Af ou
1. f:R?\{(0,0)} — R définie par
f(@,y) =In(z* +y%).
2. f:R3*\ {(0,0,0)} — R définie par

1
(I’2+y2+22>1/2

f(:C, y? Z) =
Solution. On utilise I'identité
Af = divgrad f.
1. On a, pour (z,y) € R*\ {(0,0)}

arod f(a.0) = (51 o). G )

B 2z 2y
- :1:2+y2’x2—|—y2 ’

et donc pour (z,y) € R*\ {(0,0)}, on a

Af(%y):divgradf(x,y)_8< 2z >+8< 2y )

Oz \ 22 4 2 Oy \ x2 +y?
_ 202" +y?) —20(22) | 2(2” +y7) — 2y(2y)
(22 +y?)? (22 +y?)?

2. On a, pour (z,y,z) € R*\ {(0,0,0)},
grad f(z,y,2) = _21(332 + 2+ 2273221, 2y, 22)
= —(2* + 9y +2°) (2,9, 2),
et donc
Af(z,y,2) = div(—(2? + 3> + 22) 7% (z,y, 2)).
Pour calculer facilement, on utilise I'identité

div(0F) = (grad @) - F' + 0 div F,



pour 6 une fonction scalaire de C' et F' un champ de vecteurs de C*. Alors pour tout
(z,y,2) € R*\ {(0,0,0)},

Af(x,y,2) = div[=(a® +y* +2%) "2 (z,y, 2)]

3
= §<x2 + y2 + 22)75/2(21’723%22) . (x7y7z> _ ($2 + y2 4+ 22)73/2'3
= 3(1;2 + y2 + 22)—5/2(1,2 + y2 + 22) . 3(ZE2 + y2 + 22)_3/2
= 3<$2 + y2 + Z2>—3/2 - 3(1,2 + y2 + 22)_3/2
=0.

Exercice 2. Soit
flz,y,2) =2 +y* +2°, (3,y,2) € R®.

/ fds
A(ABC)

ot A(ABC) est le triangle dans R? avec les sommets

Calculer

A=(1,0,0), B=(0,2,0), etC=(0,1,1).

Solution.[C’est conseillé de faire un dessin.]Vu que le triangle ne passe pas 'orgine
(0,0,0), on cherche d’abord le plan ¥ passant A, B, C de la form

ar +by+cz=1

En remplacant (x,y, z) par les coordonées de A, B, C' un par un, on obtient.

a=1,
2b=1,
b+c=1,

ce qui donne (a,b,c) = (1,1/2,1/2) et donc l'equation du plan peut etre écrit par
2z +y + z = 2 (C'est equivalent d’érire = + y/2 + 2/2 = 1)

On pose D C R? le domaine de projection de A(ABC') sur le plan Ozy. On paramétrise
A(ABC) comme suivante

A(ABC) = {o(r,y) = (v,y,2 — 2 — y), (v,y) € D}

Comme D est le triangle passant les points (1,0), (0,2), (0,1) sur le plan Oxy, on a (
par faisant le dessin de D),

D={(z,y):x€[0,1,)1 —z <y <2—2zx}.

O-z(xay) = (1707 _2) et O'y(CC,y) = (07 17 _1)7 (1',3/) € D
d’ou
ox X oy(z,y) =(2,1,1)



et donc

lox X oy(z,y)|=vV4d+1+1= V6, pour tout (z,y) € D.
On a

Jronney F 5= [ T )l x oy (o) dwdy
_/ /12 T2 4+ (2— 2 — y)) VG dyda
VB [ (= a)de+VBL (1= e+ VG [y - (2 - 20)) d:c
_\/'/ (1—z)de + V6~ / (1—2)*dz + f/ 1 — )
:\/6(1/3—1/4+31/4+31/4)

:x/é(lg+182)
_3/6
-

Exercice 3. Calculer

/zds
S

S={(z,y,2) ER*:2® + 9> + 22 =4 et z > 0}

ou

Solution. On paramétrise S par

S ={0(0,¢) =2(sinpcosh,sin psin b, cos ¢) pour 8 € [0,27),¢ € [0,7/2)}

On a
Opo (0, ¢) = 2(—sin ¢ sin b, sin ¢ cos 0, 0)
et
0p0 (0, ¢) = 2(cos ¢ cos B, cos psin b, —sin ¢).
Donc

Dy x D40 (0, ¢) = (—4sin? ¢ cos ), —4sin® ¢ sin §, —4 sin ¢ cos ¢ sin® § — 4 sin ¢ cos ¢ cos® 0)
— (—4sin? ¢ cos 0, —4 sin® $psin 6, —4 sin ¢ cos ¢)

ce qui donne

|0p0 x Dgo (0, P)| = \/16 sin? ¢ cos? 6 + 16 sin? ¢ sin? @ + 16 sin? ¢ cos? ¢
= \/16 sin ¢ + 16 sin? ¢ cos? ¢

= /16sin% ¢
= 4|sin ¢|
= 4sin ¢,




pour 0 € [0,27], ¢ € [0,7/2].
Alors

/Szds:/O%/OWﬂQcosgbélsingbdgbd@
-/ u / "2 tsin(20) do db
0 0
w/2
_ 8 /0 ™ Gin(20) do

8

w/2
= —g cos(2¢)

0
= 87.

Exercice 4. Calculer

/yds,
S

S={(r,y,2) eER*: 2 +y* =3, et 0 < 2 < 6}

ou

Solution. On paramétrise S comme suivant
S ={0(0,2) = (vV/3cosh,v/3sinb,z),0 € [0,27],z € [0,6].}

On a
Dy (0, 2) = (—V/3sinh,v3cos0,0) et D,0(6,2) = (0,0,1),

ce qui donne

Dpo x 0.0(0,2) = (V3 cosh,/3sinbh,0).

Alors, on a

|0go x 0,0(0,2)| = \/3 cos? 0 + 3sin® 0 = /3.
Donc,

/Sde:/OG/OQW(\/gsiHQ)(\/g)dez

21

- 3.6/ sin 0 do
0

—0.

Exercice 5. Calculer

27 . .
min / |z — a — be'™ — ce ™| du.
a,b,ceC Jo

Solution. On pose
f(z) = 2%z €[0,27].

On applique Proposition 2.2 pour m = 1. On a

a,b,ceC

27 . . 2T 1 .
min / |2? — a — be™ — ce ™ |* dx = / If = calf)e™ P d
0 0 —1



ol ¢, sont les coefficients de Fourier de f, définie par

1 2 .
=5 | flz)e ™ dx

On calcule ¢,

1 /27r 2d
Ccp = — z°dx
07 o 0
1 (2m)?

- 27 3
472

Pour n # 0, on a

1 21 B
Cp = %/0 flz)e ™™ dx
1 2T
= 2—/ z?e™ " dy
wJo
1 2€—in1‘ 27 2 e—inx
= — [ 2 d
o (« Zin o /0 p— )
1 1 e—inz 2 2 e—in:v
= — (4n? -2 2 d
27r( T —in x—nZ 0 + 0 —n? x)
1 5 1 1
2w 2
_= Z? 5

ce qui implique
c_1=2—2mi, et ¢ =2+ 2m

Alors
2m 1 ) 2m 472 . .
/O (@) = 3 (e 2 do = /0 27 = - = (2= 2mi)e™™ - (2 + 2mi)e™ | da.
-1
On a
2% — (2 — 2mi)e™ ™ — (2 4 2mi)e™|?
472 ‘ ‘ , .
_ |l’2 . % . 2(6’LJ} + e—w) . 27TZ~<€Z;E _ e—zx)|2
4 2
= |2? — % —4cosx + drsinz|?
1674
=zt + T + 16 cos® z + 1672 sin® z
82 3272
— %ﬁ — 8coszx? + 8rsinxa® + T cosx
3273

sinx — 327 cos x sin x.




On a

27 2 5
/ 2t dr = 7< ™) ,
0 5

/2” 1674 d 3270
xTr =
0 9 9 ’

2w

2T
16 cos® z + 167 sin® x dw = 327 + (167% — 16) / sin? x dx
0 0

= 327 + (167% — 16)/ 2sin? x dw
0

— 327 + (1672 — 16) /ﬂ(1 ~ cos(22)) dx
0
= 327 + (167° — 16)7,

/27r _877r2x2 dx = —64#5,
0 9

27
/ “8cosaa? dr = —16ma; = —16m2 = —32r,
0

2
8msin o dr = 1677b; = 167%(—27) = —327°,
0

/27r 3272 3273
0

3 COS & — sinx — 327 cosxsinx dx = 0.

Et donc

6475
T _ 327 — 32748

(2m)5 N 3275

- g +32m+ (1672 — 16)7 —

21 1 .
[ 15@) = S el fren e =
—1
~ 302t 1600 _ 16n
45

On conclut

2 . . 4
min / 2% — a — be'™ — ce " |* dx = 327°— — 167> — 167
a,b,ceC Jo 45

Exercice 6. Supposon que

Oyu(t,x) — Ogpu(t,x) =0, t >0,z € (0,m),

u(t,0) = u(t,m) =0,

u(0, ) = 2sin(2z), xz € (0,m).
Montrer que

. 4 .
tlgrnoo u(t, z)e™ = 2sin(2z)



Solution. La solution de I’équation est donée par
=> a, sin(na)e ™"t

ou a,,n > 1 sont déterminés uniquement tels que

u(0,z) =Y a,sin(nz),z € (0,7).
1
Comme
u(0, ) = 2sin(2z),

on trouve que

as = 2,a, = 0sin #2.
Ainsi, on obtient

u(t, r) = 2sin(2z)e™*,
et donc

u(t, v)e* = 2sin(2z) pour tout ¢t > 0 et tout x € (0, 7).

On conclut que
lim wu(t,z)e* = 2sin(2z).

t—+o0

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction 27- périodique définie par

f(x):{1 si—7m<a<0,

3 si0<z<m.

Calculer le série de Fourier de f et étudier sa convergence a x = 0.
Solution. Pour n # 0,

a, = 217r /Tr f(z)cos (nx) dx

0
{/ 3cos (nz)dr + 1 cos (nz) dz}

0

1
= 2— sin (nx) —|— o sin (nx)

nmw
=0.

0

—T

b, = 217r /7; f(z)sin (nx) dz

= 17T [/OKSSin(nx) dx—i—/_ilsin (nx) dm]

™ 1
= =g, —cos (nx) o opn €08 (nx) .
3 w1 n
_%[1—(—1) }—%[1_(_1) ]
= i[l —(=1)"]



e =y — by = ——— [1— (~1)"] ,n £ 0

™
Pour n =0, on a

1 3
COZCLOZ%/ *7/ ?)dll‘i‘i/ 1d1’—§ 5*2, b():O

On a donc
n

Syf(z)=2+2 Z sm(nx)

En x =0, on a, par Théoreme de Dlrlchlet,

fOY)+ f(07) L+3
2 2

lim Sy(/)(0) =

Exercice 8. Soit f une fonction 27— périodique définie par
f(z) =2* sixz € (0,2m).
Calculer le série de Fourier de f.

Solution. On a

27 2
—/ :de—i 2)° :4i.
2T 3 3

Pour n # 0, on a

1 2m 1 1 2m
anZE/O xzcos(nx)dw:%x sin(nz)|2" ~ 5 Jo 2z sin(nx) dx
04 2 |:1 ( )271' 1/27r ( )d:|
= — |-z cos(nx)| — — cos(nz) dx
2mn Ln 0 n Jo
1 /1
:<27T—O)
™m \n
2
T2
= [ sin(ne)dz = — oL a? cos(na)liT + o [ 2w cos(ne) d
n=g5- ) @ sin(nz)dr = —o—acos(nz 5 x cos(nx) dx
or)2 2 [l ox 1 por
_<277:7)1 —l—% Exsin(mr)o _ﬁ/o sin(nz) dx
2
——Z 4 0+0
n
_
=

La série de Fourier de f est donc

472 21

Sn(f)(x) = 5 +2 Z Lj cos(nzx) — — sm(mc) :




