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Ens. : Marco Picasso

Analyse II1 - PH

17.01.2024. (SG 1138)

Durée : 180 minutes (15:15-18:15)

SCIPER:

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-
verso, il contient 28 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

Il y a 11 points pour des questions a4 choix multiples.
Il y a 19 points pour des questions ouvertes.

e Posez votre carte d’étudiant swr la table.
e Aucun document n’est autorisé.
o L'utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant ’épreuve.
e Pour les questions & choix multiples, on comptera:
+1/N points si vous cochez une réponse correcte, oit N est le nombre de réponses correctes,
0 point si vous ne cochez rien,

—1/M points si vous cochez une réponse incorrecte, oft M est le nombre de réponses incorrectes.
¢ Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc

si nécessaire.
¢ Si une question est erronée, l'enseignant se réserve le droit de 'annuler.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer f ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse ' Carrect an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X vV B [] [

ce qu'il ne faut PAS faire ' what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Premiére partie, questions a choix multiples

Question 1 Soit u : R? — R telle que

0
—u(ml,xz,ws) =1 VY(x1,z2,23) € R®

Au(z, 22, CL‘3) + B,

et soit Q C R® un ouvert borné quelconque, de frontiére 89 et de normale extérieure unité v = (v1,v2,v3).

Ona:
// (0111/1 + agro + OL3V3) ds = /// ldzidxedzs,
[2/9] Q .

avec aq, ag, a3 donnés par:

Dag, —+u
T3

ou
Da2_3—x2+u

' du

Da2_a—m2

[Jaz=u

Da1=ﬂ+u

83:1
Dalzu

ou
Da3:8_z;3

du
‘:]01:3—901

Dagzu

Question 2 Soit u = (uj,u2) : RZ - R2 et p: R? = R telles que

— 4+ 2 -0
o2 oz, T or,
81'.&3 8'!1,2 8p
1() +U28w2 8%2 0
ow  Oup o0
8.’121 61‘2 o

Soit © € R? un ouvert borné quelconque, de frontiére Q et de normale extérieure unité v = (v1,v2). Cochez
les affirmations correctes :

D / (ur1vy + ugvn)ds =0
a0 :
L] / (w(u v)+pr))ds=0
I:‘ / (uru1n +U1U2V2 Yds = // (m% + 2gu )dmldwz
)
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Soit Q = {(z1,22,23) € R® : 22+ 22 +x2 <4, 27 >0, 2 >0, a3 > 0} et soit F(zy1,z2,23) =
(23 + 23 + 23)? (z1, 20, 23).

Question 3 On a
// divF dmldftzdxg = Cﬂ',
Q

avec C =

[(Jo

[[] 128
[]16
[]e64
[[]32

Soit 902 = X1 U X, avec
21 = {(CEl,IBz,.'E,g) €R3 : :L‘% +11»‘§ +$§ =4, T > 0, Ty > 0, T3 2 0}

Soit vy, v, les normales extérieures unité & ¥; et Xp respectivement.

Question 4 .On a

’ / F - vids = D,
p
avec D =

[] 128
[]16
[]64
[]32
[Jo

Question 5 On a

/ F - vyds = Em,
P
avec B =

[]32
[]64
[]16
[Jo

[] 128
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Question 6  Soient r > 1 et Cp:={2€C :2z=re® 0<0 <7} et soit

Z2
i

£ = 1o

Ona:

Y >
—dx = 2ms Res = k")(f)
/_oo 1424 k=0 S

22 T pd
—dz| < —df
L /C'r 14247 _/0 [1 4 rdeid0]

+o0 22 .
] /_  Tyade=om (Rese‘-%(f)-l-Resei;}(f))

T wz 22 3
[] /_T Wd‘x + /CT l—Jr?dz = 27rzkz=%Roselc%+kg)(f)

|:| |1+r4ei49| >rt—1,V0<0<n
[ ] les zéros de 1+ 2% sont e(3+5%), k =0,1,2,3
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Soit F(x1, 2, z3) = (21, %2,0) et @ = {(z1,x2,23) € R? : % <zitzx

Question 7 On a:

/// divF dzidzqodzs =
Q

0
[]
L] —n
[Jo
K

N =

Question 8 On a:
ON=,UXUY3UL,

avec
[] %2 ={(z1,22,23) €R® : 2?+a2}=10<2<1}
D23={(.’L‘1,$2,w3)€R3 - .Z'%—{—-:L‘%Sl, Z=0}
[] 24 = {(z1,22,25) €R® : 242 <1, 2.=1}
Dzlz{(wl,xz,m3)eR3 H m§+x§=1,0§z§1}

Question 9  Soit v la normale extérieure unité & . On a:

fozzF-uds=—7r
[:]ff24F-yds:41r
foESF-ydszw

fole-yds=21r

2
2
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Soit D un domaine simplement connexe. Soit f : D — C une fonction holomorphe. Soit ¥ C I) une courbe

simple, fermée et réguliére. Soit zg € int~y.

Question 10  Si ~y, est le cercle de centre zg et de rayon e, avec e suffisamment petit de sorte que v, C inty,

on a:

. &) 40— s
Dhm/%z_zod = f(20)

=0

]:l _f(z) dz = _f(z) dz

2 — 20 4 2T 20

) = 2mi f(2
Dlmdz—2 f(20)

+1/10/51+

Question 11  Soit h € C suffisamment petit de sorte que zy + h €inty. On a:

f(z) _ oy
] [y mdz = 2mif'(zo)
u J(z0 +h) — f(20) =/ f(2)

¥ (z=20)(z — 20— h)

h
. £(2) _ [ fE
O | oot —me = [ oo ap®
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Questions a rédiger

Répondre dans l’espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justiﬁée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases 4 cocher: elles sont réservées au

correcteur.

Question 12: Cette question est notée sur 4 points.

DD D.aD) D.on D.bD'&-D._ﬁ.Dd

Soit f : R? 5 R € C'. Soient g,k : [a,b] & R € C et Q@ := {(z1,22) € R? : g(xz) < 21 < h(z2),a < 23 < b},
ou g et h sont comme dans le dessin ci-dessous :

12

Xllzg(;:) Xy =hxz)  x;

(En particulier, g(a) = h(a), g(b) = h(b) et g(z2) < h(z2) pour tout a < z5 < b.)
Soit encore v = (11, v2) la normale extérieure unité & .

// (whwz dxidze = / furdl.

Montrer que
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Question 13: Cette question est notée sur 4 points.

I:'o D..‘b‘:ll D.alj:! D.s DS D.a[l4

1
(a) Montrer que I'application z — = transforme
z

e une droite passant par 'origine en une droite passant par I'origine;
e une droite ne passant pas par lorigine en un cercle passant par I'origine.

az +b
cz+d

e Trouver a,b, ¢, d tels que f(—1) = -1, f(i) =0et f(1) = 1.
o Vérifier que 8i z = a4, a € R, |a| > 1, alors f(z) = Bi, avec B € R, A > 0.

(b) On cherche f(z) =

qui envoie {z € C : |z]| > 1} dans {z € C : Im(z) > 0}.
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Question 14: Cette question est notée sur 8 points.

I:in D..-.Elt ‘:I.u,l:\z D.a':l_a D._a D4
LIsL Jn L]l Jo[ Jal J-[_Js[ s

Soit F' le champ vectoriel défini par F(z,y,z) = (22,0,0) et soit ¥ := {(z,y,2) €R® : 22+ 42 =1, z >
0, y>0, y <z, 0 <z <1} Montrer pour ce champ et cette surface le théoréme de Stokes, c’est-a-dire

//rotF-ds: F.dl.
5 %

En particulier, faire un dessin pour représenter ¥ et orienter son bord A%.
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Question 15: Cette question est notée sur 3 points.

Do I:I;n[ll I:I.;I:’: D.aDs

Soit v le cercle de centre 0 et de rayon 1 et soit

2% 4 5inz

f(z) = — Z # 0.
(a) Appliquer la formule intégrale de Cauchy pour calculer / f(z) d=.
¥

(b) Expliciter les termes singuliers de la série de Laurent de f en z = 0.

(c) Appliquer le théoréme des résidus pour calculer / f(z) dz.
: ¥
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