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1Ens. : Marco Picasso
Analyse III - PH
17.o1.2o24. (sG 1138)
Durée : 180 minutes (15:15-18:15)

SCIPER

Attendez le début de ltépreuve avant de tourner la page. Ce document est imprirné recto-
verso, il contient 28 pages, les dernières pouvant être vides. Ne pas dégrafer.
Il y a 11 points pour des questions à choix rnultiples.
Il y a 19 points pour des questions ouvertes.

r Posez votre carte cl'étudiant sur la table.

o Aucun document ntest autorisé.

r L'utilisation d'Lrne calculatrice et cie tout outil électronique est interdite pendant l'épreuve.

o Pour les questions à choix multiples, on comptera:

*1/t/ points si \.ons cochez nne réponse corr:ecte, otr ly' est Ie nombre de réponses correctes,

0 point si vous ne cochez rien,

-IlM points si vous cochez une réponse incorrecte, oir M est le nombre de réponses incorrectes.
o Ûtilisèz un stylo à encre noire ôu bleu foncé et effacez proprement avec clu correcteur blanc

sl necessarre.

r Si une question est erronée, l'enseignant se réserve le droit cle l'annuler.

o

Respectez les consignes suivantes Observe this guidelines Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse select an answer I ne PAS choisir une réponse I NoT select an answer
Antwort auswâhlen NICHT Antwort auswâhlen

Corriger une réponse ' Correct an answer
Antwort korrigieren

u
ce qu'il ne faut PAS faire what should NQI be done i was man NICHT tun sollte
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Première partie, questions à choix multiples

Question I Soit u : lR3 -+ IR. telle que

. ôtt,
Lu(æ1,æ2,"ù + 

ffi@1,r2,æs) 
: L V(n1,t2,rs) e IR3

et soit f, c lR3 un ouvert borné quelconque, cle fiontière ôO et de normale extérieure unité ru : (u1,u2,us).
On a:

llun@,', r a2u2 * as4) o' : 
IIlrtd'æ1d'r2d,r3,

a,vec a1ra2,a3 donnés par:

ôu.lloa:^ +u
ofrg

0u
Llaz: U-*u

8uI laz: 
ôfrz

Jor:u
ôu

a1:;-!Y
dtr

(ll:U
ôu

@3:;-
dfrs

0u
uI--- drr
a2: u

Question 2 Soit u: (ut,u2) : IR2 -+ IR2 et p : lR2 -r IR. telles que

ïut ôut Eput-;-- + u2-x- _|..;- : UOrt Otz dfr1

ôuz }uz ôpur;i*uz^:**:0, OQr OtZ Orz
ôu, ôu, Ï

aq+ a-:o'
Soit O c IRz un ouvert borné quelconque, de frontière àO 

"t 
d. normale extérieure unitê u : (4,uz).Cochez

les affirmations correctes :

fun{ur'r*u2u2)ds: 
o

1,,

t,,

(u(u.u) + pu)) ds :0

o

(u1u1u1 * u1'u2u2) o' : II.Q,#. -#) d,r1d,r2

o
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Soit O : {(zr,r2,u3) € JR3

(nl + r| + "'")' 
(æy,æ2,r3).

Question 3 On a

rl + r/ * ,3 < 4, æ1 ) 0, n2 ) 0, 13 ) 0] et soit F(r1,r,2,ns) :

divF dn1dr2d,æ3 : gn,

avec C:

0

! rza

ftc
foa
Isz

Soit ôQ: fr ! X2 avec

X1 :{(ri,.tz,x)z)€lR3 : rl+r}+*3:4, l;1}0, æ2}0, us >0}

Soit z1 , ru2 les normales extérieures unité à X1 et X2 respectivement.

Question 4 ,On a rr,tl F.v1ds_Dn,
J J,,

avec D:

1il"

Question 5 On a

avec -D:
11,,,'u2d,s: 

Er,

32

64

Ito
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Question 6 Soient r > 1et Cr:: {z€.C : z:r€iq,0<0 < zr} et soit

't2

f Q): T-V
Ona:

f #"d* : 2tri,f R"r",,i**61 (/)

ll."#'"1= 1," ri* ,*
r*æ -2

J * iæd;r :2ri (R.t",i 17; + nes",g (/))

I-, ,. -i -^* . |",#d'z : h.if no"'1i**i;171

ll + rt"inol ) ra -1. V o < g < zrI t-

I ter zéros de 1 * za sont ei(i+kï) 1 lc :0,I,2,5

o o
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Soit,F(r1, nz,r,z) : (rr,nz,0) et A : {(n1,r2,rr) € Rt t T < 
"7 

+ *Z <1,0 < n3 < 1}

Question 7 On a:

o

lll,ar,, dx1dn2d,r3:

r
u
Tr
n

Question 8 On a:

avec

ôf,):ErUX2UX3UEa

2
1f

,
-7t
0

1f

I ::, : {(rr,22, æ3) € JR3

I fr : {(q,r2,23) € IR3

Ea: {(q,æ2, 13) e lR3

Xr : {("r,12,æ3) € lR3

rl+æl:|,032<LI
rl+n//-r, z:o\
æl+rl<r, z.:L\
rl+æ|:1,0<"31\

Question 9 Soit z la normale extérieure unité à O. On a:

Z ilr,F.u d,s: -r
llr^F .u d,s -- -r
ll""F.uds:r
llr,F.ud,s:2r
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Soit D un domainesimplement connexe. Soit /; D-+C unefonctionholomorphe. Soit.y cDune courbe
simple, fermée et régulière. Soit z6 € int7.

Question 10 Si 7" est le cercle de centre z6 et de ravon €, avec e suffisamment petit cle sorte que ?e c int7,
on a:

r?)
2-zo dz: f(zo)

rQ)
1,.

lim
€-+0

I,

I,

o

z-zo
rQ) o,z-zo

T@) o"z-zo

: zri,f Qo)

Question 11 Soit h e C sufrsamment petit de sorte euê zs * h eint"y. On a:

1.,ffi*:ztri'r'Qo)
7-1 lQo+ù-f?ù - [ IQ)
'----t h :l-,ç-^1ç-ro-qd"

Iy,l, o,: l,é3æ0"
rQ

(z-zs)(z-zo-h)

o o
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Questions à rédiger

Répondre dans I'espace dédié. Votre réponse doit être soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent Êgurer dans votre réponse. Laisser libres les cases à cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 12l. Cette question est notée sur .l po'ints.

Soit/:lR2-+lR e Cl. Soient g,h:la,ô] -+R çCL et,Q,: {(rr,z2) e lR2 : g(nz) 1111h(æ2),a<n2Z-b},
où g et â sont comme dans le dessin ci-dessous :

X2

o

= (vtv)

x1 = h(x2l rl-t1 = g(x1)

(En particulier, s(a) : h(a), s(b) : h(b) et s@2) < h(r2) pott tout a < *" < b.)
Soit encore u : (4,ru2) la normale extérieure unité à f,l.
Nlontrer que

I l,#n', r2)d'r fi'æ2 : lunr',at'

o o
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Question 13: Cette question est noté,e sur I poi,nts

(a) Montrer que I'application z r+ 1 t.urrrfo.*"
z

r une droite passant par I'origine en une clroite passant par I'originel

o une droite ne passant pas pax l'origine en un cercle passant par I'origine.

(b) On cherche TQ)::+qui envoie {z e C. t lzl> 1} dans {z eC.: Im(z) > 0}.cz+d
o Trouver a,b,c,d tels que /(-1): -1, T(i,):0 et /(1):1.
r Vérifierqucsiz:ai,ae lR, lal )1,alors TQ)=pi,aveclie lR., []>A.

o o
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Question l4t Cette quest,ion est notée sur I poi,nts.

SoitFlecharnpvectorieldéfinipar F(*,A,2):(22,0,0)etsoitX:: {(*,A,à €lR3 : n2+y2:I, r}
0,A)0,y1r,0( 2<Ij.MontrerpourcechampetcettesurfacelethéorèmedeStokes,c'est-à-dire

II,totF 
.d.s: l,,r at

En particulier, faire un dessin pour représenter X et orienter son bord âX.

o
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Question l* Cette question est notée sur I points.

Soit 7 le cercle de centre 0 et de rayon 1 et soit

re):ty z+0.

(a) Appliquer la formule intégrale de Cauchy pour calculer [ 1ç4 ar.
J .,1

(b) Expliciter les termes singuliers de la série de Laurent de / en zo : O

(c) Appliquer le théorème cles résidus pour calcule, [ 7çr7 ar.
J1

o o
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