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Longueur d͛arc
On considère une courbe ܥ

Nous allons calculer la longueur d'une portion de cette courbe entre les 
deux points ܲሺݔǡ ሻݕ et ܴሺݔ ൅ ȟݔǡ ݕ ൅ ȟݕሻ. 

La longueur dȂarc entre ܲ et ܴ est approximée par ȟݏ où

ሺȟݏሻଶ ൌ ሺȟݔሻଶ ൅ ሺȟݕሻଶ

Si on fait tendre le point R vers le point P on obtient lȂélément différentiel 
(infiniment petit) : 

ݏ� ൌ ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀

En intégrant lȂélément différentiel ds sur un segment de ܥ on obtient la 
longueur totale du segment

ܮ ൌ න݀ݏ ൌ න ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀



Longueur d͛arc (forme paramétrique)

Si la courbe est donnée sous forme paramétrique cሺݐሻ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻሻݐሺݕ avec ሻݐሺݔ et ݕሺݐሻ des fonctions
continues et dérivables. 

La longueur de la courbe entre deux points ܲሺݔሺܽሻǡ ሺܽሻሻݕ et ܴሺݔሺܾሻǡ ሺܾሻሻ, obtenusݕ en fixant la valeur du 
paramètre ݐ ൌ ܽ et ݐ ൌ ܾ respectivement (avec ܾ ൐ ܽ), est donnée par 

ܮ ൌ න
௔

௕
ሻଶݐᇱሺݔ ൅ ሻଶݐᇱሺݕ ǯݐ݀

En effet ݔ ൌ ሻݐሺݔ donne par définition de la dérivée ݔᇱ ݐ ൌ ௗ௫
ௗ௧

et donc ݔ݀ ൌ ᇱݔ ݐ ݐ݀

De même ݕ ൌ ሻݐሺݕ donne ᇱݕ ݐ ൌ ௗ௬
ௗ௧

et donc ݕ݀ ൌ ᇱݕ ݐ ݐ݀

Alors lȂélément différentiel de longueur dȂarc ݀ݏ de la courbe ܿ vaut

ݏ݀ ൌ ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀ ൌ ᇱݔ ݐ ଶ ଶݐ݀ ൅ ᇱݕ ݐ ଶ ଶݐ݀ ൌ ሻଶݐᇱሺݔ ൅ ሻଶݐᇱሺݕ ݐ݀

ݏ� ൌ ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀
<(t) = (ii) = (w)

I
= Vy(t/dx
= Vy(t/dy



Formes cartésienne

Si la courbe est donnée sous forme cartésienne explicite ݕ ൌ ݂ሺݔሻ alors on peut utiliser la paramétrisation
canonique

ce qui donne ݔǯሺݐሻ ൌ ͳ et ݕǯሺݐሻ ൌ ݂ǯሺݐሻ.  La longueur dȂun segment de la courbe vaut alors

ܮ ൌ න
௔

௕
ͳ ൅ ݂Ԣሺݐሻଶ ݐ݀ ൌ න

௔

௕
ͳ ൅ ݂Ԣሺݔሻଶ ݔ݀

xሺݐሻ ൌ ǡݐ ሻݐሺݕ ൌ ݂ሺݐሻ

ܮ ൌ න
௔

௕
ሻଶݐᇱሺݔ ൅ ሻଶݐᇱሺݕ ݐ݀



Exercice
Une parabole dȂéquation ݕ ൌ  ଶ intersecte un cercle dȂéquationݔ

ଶݔ ൅ ሺݕ െ ͳሻଶ ൌ ͳ. 

Est-il possible que la longueur de lȂarc de parabole inscrit dans le cercle soit supérieure ou égale à 4 ? 

y = X2 ds= P dxS 2 +(y- 12= 1X

Xi+ (x2-1) = 1 =+ax

x + xY- 2x+ 1 = 1 MrSXY=X= 0
x(x- 1) = 0

-I 1

X = 0X = 11
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- -() ei
e
= X E) C

Y - J - 2x

(=) - 1 = 2xy u = e
Y
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2 y = (n(k)
u - 2xu - 1 = 0

(=T

*+T = X+= =

t- y = en(x+ ) = arcsinh(x)
7(X)



B) Coshx-sinhx = 1
cosh = e

=> cosh(121 + Sinh"(/
l

=> cosh(x) = tetsint coshyzo
- VX

2) Sinh(2x) = 2 cosh (1- Sinh()

CBI
- 2 sinh(1 . Usint
-m

T

D) sinh (2arcsinhz) = 2z zu
-

& (C)
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L = ) 1 dx = 2 . vidy
- 1

v !
z = 2x

dz = 2dX
2 2

v= 2 . ) 1= Lutte da
O

z = sich (4)
dz = cosh (4) du
-(Vdz = )&sinkiel cosh(ul du =1t
-

= cosh(41 par (B)

(cosh(aldu = E)1 + cosh(24) de

Cosh(22) = 2cosh" (x) - 1



= E(1 + cosh (2) du = E(u + sinh (24)
+ C

- E (arcsink (2) + Esink (oresichz))-

u = ausich (2) + C

= lu(z +ve + 4 . 2 . zwi
+ C

(A) + (P)
-

-
1 (n(z + ven1 + Ezvi+ z + c2

2

L =1 de = Elulen +z !v



-
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ٳ Rappel : la cycloïde est une courbe plane, trajectoire d'un point fixé à un cercle (de rayon 1) qui roule
sans glisser sur une droite.

ٳ La courbe peut être définie paramétriquement par les équations suivantes :

ቊݔሺݐሻ ൌ ݐ െ ���ሺݐሻ
ሻݐሺݕ ൌ ͳ െ ���ሺݐሻ où ݐ א Թ.

Quelle est la longueur dȂarc dȂun cycle de la cycloïde, cȂest-à-dire entre les points ܲሺͲǡͲሻ et ܴሺʹߨǡ Ͳሻ ? 

Longueur de la cycloïde



ቊݔሺݐሻ ൌ ݐ െ ���ሺݐሻ
ሻݐሺݕ ൌ ͳ െ ���ሺݐሻ

Quelle est la longueur dȂarc dȂun cycle de la cycloïde,
cȂest-à-dire entre les points ܲሺͲǡͲሻ et ܴሺʹߨǡ Ͳሻ ?

Longueur de la cycloïde
X= 1 -Cost

y'= sint

ds =ve+ y'(t2dt
- #sint et = Vest+Costsint
--(1 - cst) dt

-= 2-2tdt =E t'dt

cos(2x1 = 1 - 2sin(

Just dt = 2siu(x) = 1 - Cos(24)
t = 24 (E)= 1 - cos(t)
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Ve et de
L = (v2 Votdt = I
-

O
ds
25

O
0 t[25

=2 . 1 (sin (*) (dt = 042 = T

t
= 25

24

=
2 (sin(Eld = 2 . [ET)

t = 0

= 2(2+ 2) = 2



Exercice
Etablir lȂintégrale qui donne la longueur de lȂellipse

ݔ
ܽ

ଶ
൅

ݕ
ܾ

ଶ
ൌ ͳǡ ܽ ൐ ܾ ൐ ͳ

Montrer que ܮ ൑ ߨ ʹ ܽଶ ൅ ܾଶ .-



Développantes du cercle
Problème (Huygens 1673) : étant donné une courbe ܥ et un point ܲ א ,ܥ on déroule un câble de longueur
constante ܮ א Թ à partir du point ܲ et en direction de la tangente à la courbe. En gardant le câble tendu (tangente
à la courbe), trouver lȂéquation de la courbe décrite par lȂextrémité libre du câble.

Cette courbe sȂappelle développante de ܥ par rapport au point ܲ.

Huygens cherchait à concevoir des horloges sans pendule pour une utilisation sur un bateau en mer. Il utilisa la 
développante du cercle dans une tentative de forcer le pendule à se balancer selon le tracé d'une cycloïde.

Christiaan Huygens
1629 - 1695



Équation de la développante d͛une courbe 
ٳ Pour obtenir lȂéquation de la développante, il est plus pratique de considérer que le fil de longueur 

variable ܮ א Թ se déroule le long de la courbe. 

ٳ Choisissons un point ܣሺܽǡ ݂ሺܽሻሻ, où ܽ א Թ,  sur la courbe ݕ ൌ ݂ሺݔሻ qui sera lȂextrémité du fil enroulé, 
cȂest-à-dire le ȃpoint de départȄȱde la développante.

ٳ Après avoir déroulé une longueur L du fil, celui-ci est tangent à la courbe en un point ܲ.



Équation de la développante d͛une courbe paramétrée. 

Considérons une courbe donnée par des équations paramétriques :  ܿሺݐሻ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻሻݐሺݕ et ݐ א où ,ܫ ሻݐሺݔ et 
ሻݐሺݕ sont des fonctions continues et dérivables. 

La développante de la courbe au point �ሺݔሺݐ଴ሻǡ ଴ሻሻݐሺݕ est donc la courbe dȂéquations paramétriques : 

ܺ ݐ ൌ ݔ ݐ െ
ᇱݔ ݐ ڄ ௧బ׬

௧ ሻଶݏᇱሺݔ ൅ ݏ�ሻଶݏᇱሺݕ

ሻଶݐᇱሺݔ ൅ ሻଶݐᇱሺݕ
ǡ ܻሺݐሻ ൌ ሻݐሺݕ െ

ሻݐᇱሺݕ ڄ ௧బ׬
௧ ሻଶݏᇱሺݔ ൅ ݏ�ሻଶݏᇱሺݕ

ሻଶݐᇱሺݔ ൅ ሻଶݐᇱሺݕ

Démonstration:
� La tangente en P a comme vecteur directeur le

vecteur tangent:

� La longueur ሻݐሺܮ vaut

� Et donc

donne

ܿǯሺݐሻ ൌ ሺݔǯሺݐሻǡ ሻሻݐǯሺݕ

ሻݐሺܮ ൌ න
௧బ

௧
ሻଶݏԢሺݔ ൅ ሻݏԢሺݕ ݏ݀

ܯܱ ൌ ܱܲȂ ሻݐሺܮ ȉ
ܿǯሺݐሻ
ܿǯሺݐሻ

ሺ࢚ሻࢄ
ሺ࢚ሻࢅ ൌ

࢞ሺ࢚ሻ
࢟ሺ࢚ሻ െ

ሺ࢚ሻࡸ
࢞Ԣሺ࢙ሻ૛ ൅ ࢟Ԣሺ࢙ሻ

ȉ
࢞Ԣሺ࢚ሻ
࢟Ԣሺ࢚ሻ

࢞૙ࢄሺ࢚ሻ

ሺ࢚ሻࢅ

࢟ሺ࢚ሻ

࢞ሺ࢚ሻ

࢟૙

࢟ᇱ ࢚

࢞ᇱ ࢚

ᇱࢉ ࢚

ࡹ

tE



1(c'(t) /l = -(t)

-

)vTyle de

~- c'(t) bds
t = b -------

x de = V . dt
L =( V(t) : dt -
- (de = Lds

a
-

t = a



Exemple : développante du cercle

Animation



Exemple : développante du cercle
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Développante de la développée
DȂaprès lȂexemple précédent, la développante de la développée ne redonne pas la courbe dȂorigine. Par contre, 
on peut montrer que la développante de la développée dȂune courbe est ȃparallèleȄȱà la courbe originale, cȂest-à-
dire est une courbe décrite par le centre dȂun cercle de rayon constant qui ȃrouleȃ sur la courbe dȂorigine.

Théorème 

La développée de la développante dȂune courbe redonne la courbe dȂorigine.

Un parallèle peut être fait entre ce théorème et le fait que la dérivée (assimilée à la développée) dȂune 
primitive (assimilée à une développante) dȂune fonction redonne la fonction dȂorigine alors que la primitive 
dȂune dérivée la redonne à une constante près. 



Conception assistée par ordinateur
La conception assistée par ordinateur ou CAO (en anglais, computer aided design ou CAD) comprend 
l'ensemble des logiciels et des techniques de modélisation géométrique permettant de concevoir à l'aide 
d'un ordinateur des produits manufacturés et les outils pour les fabriquer.



Courbes de Bézier
Principe clé : nous remplaçons un objet complexe tel qu'une courbe par un objet plus simple, un ensemble 
de points de contrôle, de sorte qu'il existe une procédure unique et non ambiguë (algorithme) pour 
reconstruire la courbe à partir de l'ensemble de points de contrôle. 

Une courbe de Bézier est définie par un nombre ݊ ൅ ͳ des points ۾଴ǡǥ ǡ ௡۾ , appelés points de 
contrôle, qui engendrent une portion de courbe. Les types de courbes de Bézier les plus utilisées sont :

Ȋ les courbes de Bézier linéaires : deux points de contrôle ሺ݊ ൌ ͳሻ; 

Ȋ les courbes de Bézier quadratiques : trois points de contrôle ሺ݊ ൌ ʹሻ;

Ȋ les courbes de Bézier cubiques : quatre points de contrôle ሺ݊ ൌ ͵ሻ.



Théorie générale
La courbe de Bézier pour les ݊ ൅ ͳ points de contrôle ۾଴ǡǥ ǡ ௡۾ , est l'ensemble des points définis par la 
représentation paramétrique :

ܲሺݐሻ ൌ σ௜ୀ଴
௡ ሻݐ௜௡ሺܤ ڄ  ௜۾

où ݐ א ሾͲǢ ͳሿ et les ܤ௜௡ sont les polynômes de Bernstein : 

ሻݐ௜௡ሺܤ ൌ
௡
௜ ௜ሺͳݐ െ  ሻ௡ି௜ݐ

Exemples :

ٳ Pour ݊ ൌ ʹ on a la courbe de Bézier de degré 2 (quadratique) :

ܲሺݐሻ ൌ ሺͳ െ ଴۾ሻଶݐ ൅ ʹሺͳ െ ଵ۾ݐሻݐ ൅  ଶ۾ଶݐ

où ݐ א ሾͲǢ ͳሿ.

ٳ Pour ݊ ൌ ͵ on a la courbe de Bézier de degré 3 (cubique) :

ܲሺݐሻ ൌ ሺͳ െ ଴۾ሻଷݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଵ۾ݐሻଶݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଶ۾ଶݐሻݐ ൅  ଷ۾ଷݐ

où ݐ א ሾͲǢ ͳሿ.

P(d) = Po

P(1) = P2

P(o) = Po

P(1) = Py



Polynômes de Bernstein de degré 3



Exemple
Po (1, 1) ↑ (2 , 3) P2(5

,
4) (7

,
%

((t) = (1 - ()3Po + 3(-Et P + 34 -H/ER + EP

= x - +(3)+ 3( -+(3) + 3p -H)E() + + (5)
= p - 3t + 3-@)() + 3- 27 +14(3)
= =

-
33 +s
-+ (3+ 3 (3)() + +(0) = (

+3t +1
-

- 413 - 38 + 67 + 1



Recollements de courbes de Bézier
ٳ Les courbes de Béziers sont conçues pour être collées les unes aux autres.

ٳ Si on veut recoller ݊ courbes de Bézier cubiques, on aura ͵݊ ൅ ͳ points de contrôle : ଴ǡ۾ ǥ ǡ ଷ௡۾ .

ٳ Les points ଴ǡ۾ ଷǡ۾ ଺۾ ǥ ǡ ଷ௡۾ par lesquels passe effectivement la courbe sont aussi appelés les points
dȂancrage de la courbe, les autres points ଵǡ۾ ଶǡ۾ ସǡ۾ ହǡ۾ ǥ ǡ ଷ௡ିଶǡ۾ ଷ௡ିଵ۾ seront alors les points de
direction.

Exemple avec n=3

� La courbe de Bézier cubique ߛଵ a les points dȂancrage 
଴݌ et ݌ଷ et les points de direction ݌ଵ et ݌ଶ.

� La courbe de Bézier cubique ߛଶ a les points dȂancrage  
ଷ݌ et ݌଺ et les points de direction ݌ସ et ݌ହ.

� La courbe de Bézier cubique ߛଷ a les points dȂancrage  
଺݌ et ݌ଽ et les points de direction ݌଻ et ଼݌.

T

= 82

Vi
⑧ Ve
-
-
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PS

-↑
· in

O~
.

p.

U I
. Py

Ps- &



Courbes de Bézier cubiques
La courbe de Bézier cubique pour les Ͷ points de contrôles ଴ǡ۾ ଵ۾ ǡ ଶǡ۾ ଷ۾ est donnée par

ሻݐሺߛ ൌ ሺͳ െ ଴۾ሻଷݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଵ۾ݐሻଶݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଶ۾ଶݐሻݐ ൅ ଷ۾ଷݐ
Le vecteur tangent devient

ᇱߛ ݐ ൌ െ͵ ͳ െ ݐ ଶ۾଴ ൅ ͵ ͳ െ ݐ ଶ െ ݐʹ ͳ െ ݐ ଵ۾ ൅ ͵ ݐʹ ͳ െ ݐ െ ଶݐ ଶ۾ ൅ ଷ۾ଶݐ͵ ݐ א ሾͲǡͳሿ

et au début et à la fin de la courbe on a

ᇱߛ Ͳ ൌ െ͵۾଴ ൅ ଵ۾͵ ൌ ͵ሺ۾ଵ െ ଴ሻ۾ et ᇱߛ ͳ ൌ െ͵۾ଶ ൅ ଷ۾͵ ൌ ͵ሺ۾ଷ െ ଶሻ۾

Si on veut recoller 2 courbes de Bézier cubiques ଵߛ et ଶߛ déterminées par 7 points de contrôles:
଴ǡ۾ ଵ۾ ǡ ଶǡ۾ ଷ۾ pour ଵߛ ଵߛ) passe par ଴۾ et ଷ۾ mais pas nécessairement par ଵ۾ et ଶ۾ !!)
ଷǡ۾ ସ۾ ǡ ହǡ۾ ଺۾ pour ଶߛ ଶߛ) passe par ଷ۾ et ଺۾ mais pas nécessairement par ସ۾ et ହ۾ !!)

Alors pour que le recollement soit lisse, on impose que le vecteur tangent ଵԢሺͳሻߛ soit égal au vecteur tangent ଶᇱߛ Ͳ Ǥ
Ceci impose que ଷ۾ െ ଶ۾ ൌ ସ۾ െ ଷ۾

Autrement dit, pour que la courbe totale (réunion des courbes ଵߛ et ଶሻߛ soit lisse, il faut choisir ଶ۾ et ସ۾ de telle sorte
que ଷ۾ soit le milieu du segment ସ۾ଶ۾ donc

Continuité des vecteurs tangents (I) : ସ۾ ൌ ଷ۾ʹ െ ଶ۾
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Courbes de Bézier cubiques
La courbe de Bézier cubique pour les Ͷ points de contrôles ଴ǡ۾ ଵ۾ ǡ ଶǡ۾ ଷ۾ est donnée par

ሻݐሺߛ ൌ ሺͳ െ ଴۾ሻଷݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଵ۾ݐሻଶݐ ൅ ͵ሺͳ െ ଶ۾ଶݐሻݐ ൅ ଷ۾ଷݐ
En dérivant deux fois ሻݐሺߛ on peut montrer que

On veut recoller 2 courbes de Bézier cubiques ଵߛ et ଶߛ déterminées par 7 points de contrôles:
଴ǡ۾ ଵ۾ ǡ ଶǡ۾ ଷ۾ pour ଵߛ
ଷǡ۾ ସ۾ ǡ ହǡ۾ ଺۾ pour ଶߛ

Pour que le recollement est la même courbure au point ,૜ࡼ on impose que le vecteur ଵᇱᇱሺͳሻߛ soit égal au vecteur ଶᇱᇱߛ Ͳ Ǥ

Ceci impose que ଵ۾ െ ଶ۾ʹ ൅ ଷ۾ ൌ ଷ۾ െ ସ۾ʹ ൅ ହ۾ et donc

Continuité de la courbure (II):

ǯǯሺͳሻߛ ൌ ͸۾ଵ െ ͳʹ۾ଶ ൅ ͸۾ଷߛǯǯሺͲሻ ൌ ͸۾଴ െ ͳʹ۾ଵ ൅ ͸۾ଶ

ହ۾ ൌ ସ۾ʹ െ ଶ۾ʹ ൅ ଵ۾

En mettant ensemble les conditions (I) et (II), on constate que, pour des points donnés ࡼ૙, ࡼ૜, ࡼ૟, ૢࡼ, ǳȱ,dès que les 
points de directions ࡼ૚ et ࡼ૛ sont fixés les autres points de directions sont imposés par

(I) ۾ସ ൌ ଷ۾ʹ െ ଶ۾ et (II)  ۾ହ ൌ ସ۾ʹ െ ଶ۾ʹ ൅ ଵ۾
puis (I) ۾଻ ൌ ଺۾ʹ െ ହ۾ et (II) ଼۾ ൌ ଻۾ʹ െ ହ۾ʹ ൅ ସ۾
On obtient les formules suivantes ۾ଷ௞ାଵ ൌ ଷ௞۾ʹ െ ଷ௞ିଵ۾ et ۾ଷ௞ାଶ ൌ ଷ௞ାଵ۾ʹ െ ଷ௞ିଵ۾ʹ ൅ ଷ௞ିଶ۾

⑧ 8 libres



Généralisation
Les courbes de Bézier possèdent un certain nombre de défauts :

ٳ Si on déplace un point de contrôle, toute la courbe en sera modifiée.

ٳ La courbe ne passe pas nécessairement par tous les points de contrôle, ce qui peut rendre son 
contrôle délicat.

ٳ Le cercle ne peut pas être reproduit exactement en recollant des morceaux de courbes de 
Bézier. 

Pour toutes ces raisons, ces courbes ont subi de nombreuses généralisations : courbes de Bézier 
rationnelles, B-splines, Nurbs, etcǳ

⑳ O

⑳



Exemple
On veut faire passer une courbe de Bézier cubique par les points dȂancrage  ଴ܲ Ͳǡ Ͳ ǡ

ଷܲ ͵ǡ Ͷ ଺ܲ ͹ǡ ͳ et 
ଽܲ ͳͲǡ ͵ Choisir les points de direction ଵܲ ଶܲ ସܲ ହܲ ଻ܲ et ଼ܲ de façon à que le recollement des 3 courbes 

soit le plus lisse possible (dérivées secondes continues)

Puis calculer les 2 courbes de Béziers ߛଵ et ߛଶ pour les points ଴ܲ à ଺ܲ (on ne calculera pas la 3ème courbe) et 
vérifier que lȂon a bien en ଷܲ

ଵᇱݕ ͳ ൌ ଶᇱݕ Ͳ et ଵᇱᇱݕ ͳ ൌ ଶᇱᇱݕ Ͳ

courbure continue

(1) Py = 2 P3 - P2 (I)ij = 2Py - 202 + 4,
P(1 , 1)P2(2,2/ choix libre

(1) = Py = 293 - 2
= 2(3y) - (2) = (*)

(1) => p = 2( * ) - 2(2) + (2) = (5)



(1) P7 = 2 PC - Ps

= 2(p) - (5) = 1-3)
(#) Po = 247 - 295 + P4

= 2(-+) - 2() + (5) =( s)
U , (t) = 2 - + 19 + 3( -tit 4 + 3/-HEP

+ E
= (i)



Vecteur tangent à p , en by

rice = (s) u = H = (3)
= 3 PP ? pis = (2)

Vi(e) = (8) Vill = Vicis = (8)
-

U2 is Py P5 46 /
33 + 35 +3 &Uz(s) = (- 125 + 352 + 63 + 481 = (4) = 36



Vis=3ess) =(3)= vi()I
-

réco-vicis) = (8)=(s)Vill
On a bien

( (1) = J2(o) etDW( = ULO

La recollement en 13 est ("(les
dérivées secondes (sout continues
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S
dA = f(x)dxA = (f(xdx



t = 1

dt = St

L = ldt - 1 sec
-I

dl

-

t =0 Puiss
E

= -

1 L

E I ( P(t) - dE
~u

t = 0 Et


