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Chapitre 1

Codes couleurs

On utilise les couleurs différentes dans ces notes, ce qui indique la suivante :

Partie mathématiquement non 100% précisément écrite

Partie descriptive du texte, ol les mathématiques ne sont pas 100% précise. Autre-
ment dit, une partie ce qui ne contient pas les définitions, théorémes, propositions,
lemmes et exemples numérotés.

Partie ce qui n’est pas demandé dans I’examen

Partie optionnelle, qui n’est pas donc demandée a I’examen. Cependant, il y a une
vidéo sur Moodle sur cette partie de la matiére, et c’est fortement conseillé de la
regarder et de comprendre la matiére.




CHAPITRE 1. CODES COULEURS



Chapitre 2

Preuves et ensembles

2.1 LOGIQUE FORMELLE

Partie mathématiquement non 100% précisément écrite

Ce qui est vrai ou faux en mathématiques est dirigé par la logique formelle. Pour
cette raison, on apprend quelque faits basiques de la logique formelle, ce qui est
indispensable pour étre capable de :

(1) lire des preuves,

(2) décider quand une preuve est correcte, et
(3) construire de nouvelles preuves.

Cependant, ce cours-ci n’est pas un cours de logique formelle, donc cette partie de la
matiére sera courte, et loin de la profondeur d’un cours ce qui se focalise dessus.

La logique formelle concerne des expressions logiques qui contient des wvariables
logiques, des connecteurs logiques, des quantificateurs et quelques parenthéses. Pour
simplifier, dans la Section 2.1, on regarde juste des expressions logiques qui ne contiennent
pas de quantificateurs. Par exemple une expression logique de tel type est :

(A= B)AN(B = 0)) = (A = O) (2.1.a)
On note aussi que les connecteurs logiques sont modelés sur les expressions quoti-
diennes :
(1) et : A,
(2) ou:V,
(3) non : —,
(4) "cela implique", ou "si ..., alors" : =

(5) si et seulement si : <.

Une expression logique est une recette pour construire de nouvelles expressions ma-
thématiques, & partir de celles que 1'on connait déja. On fait cette construction en
mettant une expression mathématique dans chaque variable logique. On peut méme
faire ce processus aussi avec des affirmations du monde réel. Si dans I'expression
(2.1.a) on met :

A = on dort beaucoup
B = on est reposé
C = on est heureux
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on obtient que

((on dort beaucoup == on est reposé)
A (on est reposé = on est heureux))

— (on dort beaucoup = on est heureux) (2.1.b)

On peut méme traduire (2.1.b) dans la langue quotidienne. Puisque (2.1.b) contient
beaucoup de parenthéses, cela n’est pas facile, mais c¢’est possible, au moins de maniére
un peu encombrante :

Si les deux affirmations suivantes sont vraies :

(1) Si on dort beaucoup, alors on est reposé. (@210
dle
(2) Si on est reposeé, alors on est heureux.

alors il est vrai aussi que si on dort beaucoup, alors on est heureux.

Le point de 'expression (2.1.a) est qu’elle est toujours vraie, et par conséquent (2.1.h)
et (2.1.c) sont aussi vraies. Cela veut dire que (2.1.a) et une tautologie. On peut tout
d’abord comprendre la raison intuitivement. L’expression (2.1.a) formule 'idée que
si quelque si A implique B et B implique C, alors A implique C' aussi. En effet, on
utilise ce petit pas de logique méme dans notre vie quotidienne, et surtout on 'utilise
partout dans les arguments en mathématiques.

Cependant, on peut aussi comprendre pourquoi (2.1.a) est une tautologie formel-
lement, autrement dit mathématiquement. Pour cela, il faut comprendre comment on
évalue les expressions logiques.

2.1.1 Evaluation des expressions logiques

artie mathématiquement non % précisément écrite
Part t1 t t 100% t t

Toute variable logique a deux valeurs éventuelles : vras ce que 'on dénote par V,
ou faux de que I’on dénote par F'. Les autres signes dans nos expressions logiques sont
soit des parenthéses soit des connecteurs logiques (on ne considére pas des quantifi-
cateurs dans la Section 2.1). Les parenthéses déterminent, comme d’habitude, 'ordre
de I’évaluation pour toute opération mathématique. Cependant le comportement des
connecteurs est donné par des tables de vérité.

Par exemple, A a deux arguments, disons A et B, et le signe A se traduit "et"
dans la langue quotidienne. Autrement dit, A A B est vrai si et seulement si A et B
sont vrais. Par conséquent la table de vérité pour A est

B
A vV F
A% vV F
=AANB
F F F

De maniére similaire, puisque V et le signe pour "ou", sa table de vérité est
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B
N
\Y% vV Vv
=AVBEB
F vV F

Le signe = signifie "implique", donc A = B est faux si et seulement si A est
vrai et B est faux. En particulier la table de vérité est

B
A% V F
=A — B
F vV V

Notons que le fauzr implique tout. Autrement dit A = B est vrai si A est faux, peu
importe B. Par exemple la phrase suivante et toujours vraie :

Si tous éléphants sont roses, alors ils sont tous capables de voler.

En utilisant les tables de vérité ci-dessus on peut évaluer les expressions logiques. Par
exemple on a (2.1.a) :

A V|V|V|V|F|F|F|F
B VIV|F|F|V]|V|F|F
C VIF|V|F|V|F|V|F
A — B VIVIF|F [V [V |[V]V
B = C VIF|V|V|V|[F V]V
(A = B)A(B = O) VIF|F|F|V|F|V]|V
A— C VIF|V|F |V |V|V]|V

VIVIVIV|V|V|[V]V

—

(A= B)A(B = C)) = (A = C)
2.

—
—_
oW

<=

Par conséquent, expression (2.1.a) est toujours vraie.
Les autres signes sont —, qui est le symbole de négation (il se lit "non"), et <=
qui veut dire "si et seulement si", avec comme tables de vérité :

B
Al -A A vV F
t
VI F © s V F , B
=A =
Fv F F Vv
Finalement, on note que 'on peut écrire toute table de vérité de la maniére de la
table de — :
A|B|AANB|AVB|-A|A = B|A <<= B
VIV A% A% F v A%
V| F F V F F F
F |V F V \Y \Y F
F|F F F \Y% A% A%
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2.1.2 Tautologies

Partie mathématiquement non 100% précisément écrite

Une tautologie est une expression logique ce qui est vraie peu importe la valeur
des variables. Par exemple, I'expression (2.1.a) est une tautologie par le calcul de
(2.1.d). Une autre tautologie est (A = B) <= ((~B) = (—A4)) par le calcul
suivant. Cette tautologie nous de que "A implique B" et "l'opposé de B implique
lopposé de A" sont les mémes affirmations d’un point de vue mathématique. On dit
que la deuxiéme affirmation et la contraposée de la premiére.

A VIV I|F |F
B VIF |V |F
A= B VIF|V]|V
-B F|V|F|V (2.1.¢)
-A F|F|V]|V
(-B) = (-4) VIF|V]|V
(A= B) <= ((+B) = (m4)) |V |V |V]YV
Une autre tautologie est =(AV B) < ((=A4) A (=B)) :
A V| VI|F |F
B V|IF |V |F
AV B V|V|V]|F
~(AV B) F|F|F|V
-B F|V|F |V (2.1)
—-A F|F |V |V
(—B) A (-4) F|F|F |V
“(AVB)& (FA)ANE=B) | V|V IV |V

On donne aussi un exemple d’une expression logique qui N’EST PAS une tautologie :
(A = B) <= (B = A). Cela se voit par le fait que la derniére ligne de la
table suivante n’est pas remplie seulement de V :

A VIV I|F |F
B V|IF|V]|F
A — B VIF|V]V (2.1.g)
B = A VIV|IF |V
(A= B) <= (B= A) |V |F |F |V

2.2 PREUVES

Partie mathématiquement non 100% précisément écrite

Une preuve est un argumentaire ot chaque ligne est une conséquence logique
des lignes précédentes. Grace au langage de la logique mathématique, il existe une
définition stricte de preuve mathématique. D’aprés cette définition, on ne peut utiliser
que des signes mathématiques, comme :

(1) connecteurs logiques mentionné ci-dessus : A, V, =, =, <=,
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(2) les quantificateurs, comme
(i) il existe : 3,
(ii) il existe un unique : 3!,
(iii) pour tout : V,
(3) les autres signes que 'on définira (par exemple € qui veut dire "appartenir a un
ensemble"),

(4) etc...

Selon la logique mathématique, il faut démontrer toutes nos propositions en partant
d’axiomes, et chaque ligne d’une preuve doit étre I'une des suivantes :

1) un axiome,

) une proposition déja démontrée,
3) une tautologie,
)

modus ponens : §’il y a une ligne précédente de la forme A = B, et une autre
de la forme A, alors on peut écrire B.

(5) etc...

PREUVES FORMELLES ET LEUR APPROXIMATION : On appelle les preuves écrites de
la maniére ci-dessus des preuves formelles. Ecrire une preuve formelle est utile pour
la vérifier avec un ordinateur. Mais il est quasiment impossible de la lire pour un
humain. En pratique, on essaie d’approximer les preuves formelles par un mélange de
texte et de symboles mathématique. Quand on écrit une preuve, il faut trouver un
compromis qui est lisible, et qui contient tous les pas importants de 'argumentaire. Il
faut étre strict : tous les pas importants doivent figurer dans la preuve. Quand on écrit
une preuve, il faut se demander aprés chaque ligne : est-ce logiquement correct 7 Il
n’est pas possible de donner un algorithme pour I’écriture de preuves, seule la pratique
permet de I’apprendre. On pourrait dire que c’est le but principal pour lequel vous
étes ici, et nous verrons beaucoup d’exemples pendant le semestre. Dans tous les cas,
si vous n’étes pas certain de la maniére d’écrire une preuve, je suggére que vous vous
exerciez beaucoup et que vous discutiez souvent avec les assistants.

IMPORTANCE DE LA LOGIQUE FORMELLE ET DES TAUTOLOGIES : Malgré le fait
que les preuves formelles doivent étre approximées en pratique, il faut se souvenir
dans que chaque preuve, ce que ’on écrit doit étre traduisible en une preuve formelle.
En particulier, il faut se souvenir ce que 1’on a appris sur la logique formelle, et en
particulier des tautologies. Typiquement, la tautologie (A = B) <= ((~B) =
(—\A)) de (2.1.e) nous dit que "chaque implication est équivalente & sa contraposée".
Pour cette raison, dans les preuves, on remplace souvent la démonstration de A =
B par celle de (wB) = (—A). Par exemple, au lieu de démontrer que "cet animal
n’est pas un rongeur — cet animal n’est pas un hamster" il est mieux de démontrer
la proposition équivalente, mais plus naturelle "cet animal est un hamster = cet
animal est un rongeur”. Notons que l'ordre a changé. Autrement dit, 'affirmation
sur les "hamsters" était & droite dans la premiére implication, mais & gauche dans la
deuxieme.

De la méme maniére, il faut se souvenir de ce qui n’est pas une tautologie. Par
example dans (2.1.g) on a montré que (A = B) <= (B = A) n’est pas une
tautologie. Autrement dit, A = B n’est pas la méme affirmation que B — A.
Meélanger ces deux affirmations est le plus grand péché mathématique imaginable.
Ceux qui le font seront tous brulés dans I’enfer mathématique (pour l’éternité).

11
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TYPE DE PREUVES : En pratique, il y deux types fondamentaux de preuves :
les preuves rédigées, et les preuves écrites pour accompagner une explication (quand
vous expliquez une preuve a un autre étudiant, ou quand l'enseignant vous explique
une preuve). La premiére est soigneusement rédigée, avec tout les détails présentés,
comme tout ce que vous trouverez ici dans ces notes a partir de la Section 2.3.2, et
aussi dans la Section 2.2.1. Au méme temps, la deuxiéme est juste une aide pour
I’explication verbale, comme les notes manuscrites par le professeur pendant le cours.

2.2.1 Un exemple d’une preuve

Considérons ensemble un exemple de preuve. Elle suit un schéma logique fréquent : 'induc-
tion. L’idée de l'induction est que pour montrer une proposition pour chaque entier n, il suffit
de le montrer pour n = 0, puis pour chaque n > 0 en supposant que la proposition est établie
pour n — 1. Avant de donner cet exemple, nous avons besoin de définitions.

Définition 2.2.1. Un nombre entier a est positif si a > 0, et non-négatif si a > 0. En particulier
0 n’est ni positif ni négatif. (Nous suivons ici la terminologie usuelle aujourd’hui dans la pratique
internationale de la mathématique.)

Définition 2.2.2. Soient a et ¢ deux entiers. On dit que ¢ # 0 divise a, ce que 1’on dénote ¢|a,
g'll existe un entier r tel que a = rq.

Proposition 2.2.3. (DIVISON AVEC RESTE) Soient q un entier positif, et a un entier non-
négatif. Alors il existe deux uniques entiers non-négatifs b et r tels que r < q et

a="bq+r. (2.2.a)

Démonstration. Supposons d’abord que b et r existent. On démontre qu’ils sont unique.

Supposons que b, r, b’ and 7’ soient des entiers non-négatifs tels que 7’ < ¢, a = bq + r et
a="bq+71". Alors,

bg+r=Vqg+r = r—r’:q(b'—b) = r—r"=0 = r=7 = bg=Vq¢g = b=V

/]\
- - T qg>0
0<rr<q = —q<r—r<gq ‘ les  possibilités  sont

---7—21]»—(]707(172’]»~~~;
parce que b’ —b est entier

Ceci démontre que b et r sont uniques, s’ils existent.
Pour conclure la preuve, il faut encore démontrer que b et r existent. On le démontre

par induction sur a.

Le plus petit entier non-négatif est 0. Commencons alors avec le cas a = 0. Dans ce cas, on
peut choisir b = r = 0.

Il nous reste donc & démontrer le pas d’induction. Supposons démontrée ’existence si ’on
remplace a par a — 1. On a ainsi a — 1 = cq+ s, ou c et s sont des entiers non-négatifs, et s < ¢.
Il y a alors deux cas :

(1) Si s<q—1,on peut choisir b=cet r=s+ 1< ¢, et dans ce cas on a
a=1+(a—1)=14cqg+s=0bg+r.
(2) Sis=¢q—1, on peut choisir b=c+ 1 et r =0 < g, et dans ce cas on a

a=14+(a—1)=14cg+s=14+cq+(q—1)=q+cqg=q(c+1)=qgb+0=qb+r.
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Ceci conclut notre preuve.

Exemple 2.2.4. Sia=13,¢g=3,alorsb=4et r =1, parce que 13 =4-3+ 1.

2.3 ENSEMBLES

2.3.1 Axiomes de théorie des ensembles

Partie mathématiquement non 100% précisément écrite

La situation avec les ensembles est similaire & celle des preuves. Il y a une défi-
nition et une maniére extrémement précises de les manipuler, qui est lisible pour un
ordinateur. Mais pour que nous soyons capables de travailler avec les ensembles, il
faut I'assouplir un peu. La raison est que tout ce que vous allez rencontrer durant
cette année, et qui semble étre un ensemble, est presque stirement un ensemble. Mais
il est bien de se rappeler que notre intuition peut étre trompeuse dans quelques cas
délicats.

Intuitivement, un ensemble est une collection des "choses", et une sous-collection
de "choses" est un sous-ensemble. Le probléme avec cette définition est qu’elle nous
meéne au paradoxe de Russell.

Paradoxe de Russel. La collection :

B = { A est un ensemble ‘ A n’est pas un élément de A }

ne peut pas étre pas un ensemble.

Démonstration. La définition de B dit que B est contenu dans B si est seulement si
B n’est pas contenu dans B. Avec les symboles :

BeB < B¢B.
C’est un paradoxe. O

Remarque 2.3.1.

On peut voir que 'origine de cette paradoxe est qu’on a considéré une collection
de "choses" trés spéciale. Donc il ne faut pas s’inquiéter, il n’y a pas de problémes
quand on travaille avec des ensembles raisonnables. Dans ce cours, on va travailler
la plupart de temps avec des ensembles construits a partir de I’ensemble des entiers,
et dans cette situation aucun probléme ne peut survenir. Mentionnons quand méme
comment le paradoxe de Russel fiit résolu vers la fin de la XIXe siécle.

Un systéme d’axiomes fit établi, appelé le systéme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel.
Ce systéme définit ce qui est un ensemble de maniére précise; en particulier la col-
lection considérée dans le paradoxe de Russell n’est pas un ensemble. On donne
en-dessous une approximation de ce systéme d’axiomes. (Il s’agit de culture générale,
vous n’avez pas besoin de le retenir) :

(0) A est égal & B si et seulement si ils ont les mémes éléments.
(1) 11 existe un ensemble.

(2) (Axiome du sous-ensemble) Si A est un ensemble, est E(x) est une expression
logique applicable aux éléments = de A, alors

{z€ A| E(z) est vrai }

est aussi un ensemble.
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(3) (Axiome de l'union) L’'union d’ensembles, indicé par un ensemble, est aussi un
ensemble. Avec des symboles : si A; sont des ensembles pour chaque ¢ € I, ou [
est lui-méme un ensemble, alors

U4

el
est aussi un ensemble.
(4) (Axiome de la paire) Si A est B sont des ensembles, { A, B} est aussi un ensemble.

(5) (Axiome de I’ensemble puissance) Si A est un ensemble, 'ensemble 24 des tous
les sous-ensembles de A est aussi un ensemble.

(6) (Axiome du choix) Intuitivement : si A; # () sont ensembles (pour i € I), alors
on peut choisir a; € A; pour chaque i € 1.

(7) etc.

Il n’est pas nécessaire de mémoriser les axiomes au-dessus, mais il est utile de les
comprendre, afin de

— connaitre les opérations les plus basiques permettant de définir un ensemble (en
commengant avec les autres ensembles), et pour

— savoir qu’il y a un systéme d’axiomes.

Par exemple, en utilisant le systéme des axiomes de Zermelo-Fraenkel, on peut déduire
(mais on ne va pas le faire pas dans ce cours) que les collections suivantes sont des
ensembles :

(1) les ensembles finis :
(i) I’ensemble vide : ()
(ii) l'ensemble & un élément : {1}
(iii) lensemble & deux éléments : {1,2}
(iv) etc.

(2) ’ensemble des entiers naturels :
N:={0,1,2,...}
(3) l'ensemble des entiers :
Z:=1{.,-2,-1,012,...}

(4) etc.

Condition (2) du systéme de Zermelo-Fraenke dit que l'on peut couper des sous-
ensembles avec des conditions logiques. Par exemple :

(5) les entiers positifs forment un ensemble :
77°:={z€Z|z>0}.
(6) les entiers naturels pairs forment un ensemble :

{xeN}xestpair}.
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(7) Plus généralement, on peut former des compléments : soit A C B un sous-
ensemble (ce qui signifie que chaque élément de A est aussi un élément de B,
ou avec formules « € A = a € B). Dans ce cas on peut prendre la différence
des deux ensembles, aussi appelée le complément de A dans B, définie par

B\A:{beB\$@eA)}:{beB]bQA}
T

‘notation en logique mathématique ‘ ‘ notation plus commune en mathématique

(8) Une application similaire consiste a former des intersections. Plus précisément,
si A et B sont des sous-ensembles de C, alors I'intersection AN B est définie par
I’équation suivante, qui nous montre qu’il s’agit aussi un sous-ensemble de C' :

AnNB={ceC|(c 6A)$(CGB)}:{CEC‘C €A etceB}
T

‘ notation en logique mathématique ‘ ‘ notation plus commune en mathématique ‘

Contrairement aux unions, on ne peut pas prendre 'intersection d’ensembles
pris au hasard, mais seulement de sous-ensembles d'un ensemble ambiant fixé.

(9) etc.

2.3.2 Applications enires ensembles

On peut également déduire du systéme de Zermelo-Fraenkel (mais on ne va pas le faire pas
dans ce cours) que pratiquement toutes les opérations mathématiques produisent des ensembles,
entendu que 'on commence avec des ensembles. Un exemple est le produit d’ensembles :

Définition 2.3.2. Soient A et B des ensembles, 'ensemble produit A x B est 'ensemble des
paires (a,b) aveca € Aetbe B :

AxB:{(a,b) ‘aeA,bEB}.

Etant donnée une paire (a,b), on appelle a la premiére cordonnée et b la seconde.
Exemple 2.3.3. Soient A = {1,2} et B = {5,6}. Dans ce cas on a

Ax B={(1,5), (1,6), (2,5), (2,6) }.
Remarque 2.3.4. Soient A, B et C des ensembles. On a un isomorphisme naturel

(AxB)xC=Ax (BxCQC)
((a,b),c) + (a,(b,c))

On identifie les deux ensembles grace & cet isomorphisme, et on les écrira simplement A x B x C.

Définition 2.3.5. Soient A et B des ensembles. Une application ¢ : A — B est un sous-
ensemble (appelé le graphe de ¢)
F¢ - AxB

tel que :

Va € A,3b € B tel que (a,b) €'y
i.e. 'ensemble des paires contenues dans I'y dont la premiére coordonne est a, est réduit a un
seul élément. On note la deuxiéme coordonnée de cette paire ¢(a), et on 'appelle 'image de a

par ¢.
On appelle A le domaine, et B le codomaine de ¢.
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Exemple 2.3.6. Soit A, B des ensembles. Voici quelques exemples d’applications entre A et
B :
(1) idg : A — A est définie par
Vaec A : ida(a) =a
)
Tia, ={ (a,a) EAxAlacA}
(2) pry: Ax B — A est définie par
V(a,b) € Ax B : pry((a,b)) =a
)
o, ={ (a,b,a) e AxBxA|acAbeB}
Définition 2.3.7. Soit ¢ : A — B une application entre ensembles. On dit que
(1) ¢ est injective, si

(2) ¢ est surjective, si
Vbe B,Jdac A : ¢(a) =b
(3) @ est bijective, si elle est injective et surjective.
(4) l'image de ¢ est
¢(A):{q§(a)€B ‘ ac A}
Quelquefois une application injective est appelée une injection, une application surjective
est appelée une surjection, et une application bijective est appelée une bijection.

Définition 2.3.8. Soient ¢ : A — B et £ : B — C les applications entre ensembles. La
composition £ o ¢ est ’application
(§0d)(a) =&(o(a))
)
Teop = { (a,c) | 3b€ B:(a,b) €Ty et (b,c) €T¢ }

Proposition 2.3.9. Soient ¢ : A — B et £ : B — C les applications entre ensembles, et
supposons que £ o ¢ est surjective. Alors,

(1) & est aussi surjective, mais

(2) ¢ n'est pas nécessairement surjective.
Démonstration. (1) Fixons ¢ € C. Il faut montrer qu’il existe au moins un b € B tel que

&(b) = c. On a supposeé que £ o ¢ est surjective : il existe donc un a € A tel que £(¢(a)) = ¢,
et donc on peut choisir b = ¢(a).

(2) Voici un contre-exemple :

A={1}, B={12} C={1},
o(1) =1, &)=1, &2)=1
O
Définition 2.3.10. Soit ¢ : A — B une bijection entre ensembles. L’inverse ¢! de ¢ est

I'application ¢~' : B — A définie par

o~ L(b) =a <= ¢(a) =b.
)
(bya) €Ty1 <= (a,b) € Ty.

Exemple 2.3.11. Soit ¢ : {1,2} — {5,6} la bijection définie par ¢(1) = 6 et ¢(2) = 5. Dans
ce cas ¢~ : {5,6} — {1,2} est 'application pour laquelle on a ¢~ (5) =2 et ¢~ 1(6) = 1.
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2.3.3 Relations d’équivalence et partitions

La question générale a laquelle on réfléchit dans cette section est "comment peut-on construire
de nouveaux ensembles en décrétant quelques éléments équivalents 7". La notion qui formalise
cette idée est appelée une relation d’équivalence.

Définition 2.3.12. Soit A un ensemble. Une relation d’équivalence sur A est un sous-ensemble
R C A x A tel que

(1) (réflexivité) Va € A : (a,a) € R,

(2) (symétrie) (a,b) € R = (b,a) € R,

(3) (transitivité) (a,b) € R, (b,c) € R = (a,c) € R.

Remarque 2.3.13. Souvent, on dénote une relation d’équivalence R C A x A par =. Autrement
dit, avec les notations ci-dessus, on écrit a = b si et seulement si (a,b) € R. De ce fait, on peut
voir une relation d’équivalence comme une notion qui généralise la notion d’égalité.

Dans certains contextes, 1’égalité est une notion trop rigide, et on aimerait dire que certains
éléments sont, d’'un certain point de vue, les "mémes", bien qu’ils ne soient pas égaux. Les rela-
tions d’équivalences permettent de formaliser cette notion, et les quotients (la Définition 2.3.23)
permettent de considérer 'ensemble ou les éléments de A qui étaient équivalents deviennent
égaux.

En effet, par la Proposition 2.3.19, R, = R} si et seulement si a = b. Ainsi, supposons
que on aie a, b tels que a = b. Alors ces éléments, vus comme des éléments du quotient par
I'application g, deviennent égaux.

Proposition 2.3.14. Sia, b et m sont des entiers tel que m > 0, m|a et m|b, alors m|a + b.

Démonstration. Par définition, m|a et m|b signifie qu'il existe des entiers ¢ et d tels que a = cm
et b = dm. Si on somme les deux derniéres égalités, on obtient a + b = cm + dm = (¢ + d)m.
Ainsi m|a + b. O

Exemple 2.3.15. Fixons un entier m > 0. On définit une relation d’équivalence sur Z par le
sous-ensemble R C Z x Z définie par la condition suivante :

(a,b) € R <= mla—1b

On vérifie que R définit une relation d’équivalence :
(1) (réflexivité) Va € Z : mla —a = (a,a) € R,
(2) (symétrie) (a,b) € R = mla—b = m|b—a = (b,a) € R,
(3) (transitivité) (a,b) € R, (b,c) € R = m|a—bet m|b—c¢
= m|(a—b)+(b-c)=a—c = (a,c) € R.

Définition 2.3.16. Soit R C A x A une relation d’équivalence. Pour tout a € A on définit la
classe d’équivalence de a par

Ry:={beA|(ab) ER}.

En francais, la classe d’équivalence de a est ’ensemble des éléments de A qui sont équivalents
aa.

Exemple 2.3.17. Soit m € Z, et R la relation d’équivalence définie dans I’Exemple 2.3.15.
Considérons le sous-ensemble suivant de Z :

mZ={ac€Z|mla}={bmeZ|beZ},
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et de plus pour chaque x € Z le sous-ensemble suivant de Z :

mZ+x:{c—|—:U€Z|c€mZ}?{y€Z’m|y—x}?{y€Z‘m|$—y}?Rz. (2.3.a)

’y:C-I-x > x:y—C‘ puisque z —y = —(y —z), on a| |par définition de R, et
mly —z <= mlz—vy par la Définition 2.3.16

Par la derniére égalité de (2.3.a) on obtient une description précise des classes d’équivalence de
R. Ce sont exactement les sous-ensembles de Z de forme mZ + x.

Remarque 2.3.18. Dans la Définition 2.3.16, R, est un sous-ensemble de A, et en particulier
c’est un élément de 24. Par conséquent, on pourrait considérer l'ensemble des toute classe
d’équivalence de R, ce qui est un sous-ensemble de 24 :

{Roe2*|acA}={R,CAlacA} (2.3.b)

Le sous-ensemble (2.3.b) peut étre regardé de deux maniéres différentes :

(1) Si on se focalise sur le fait que les éléments de (2.3.b) sont des sous-ensembles de A, on
obtient que ces ensembles recouvrent A, de telle sorte que chaque élément de A appartient
a un seul de ces sous-ensembles. Cela nous ammeéne a la notion de partition, formalisé
dans la Définition 2.3.20.

(2) Si on oublie les éléments de l'ensemble (2.3.b), et qu’on se focalise sur le fait que c’est
lui-méme un engsemble, on obtient le quotient par R, formalisé dand la Définition 2.3.23.

Pour comprendre les deux points de vue, il faut mieux comprendre le comportement des classes
d’équivalence, ce qui est fait dans la Proposition 2.3.19.
Proposition 2.3.19. Si R est une relation d’équivalence sur l'ensemble A, alors
(1) (a,b) € R = R, = Ry.
(2) (a,b) ¢ R = R,N Ry, =10.
(8) (a,b) € R <= R, = Ry.
Démonstration. (1) Soit (a,b) € R. On a alors (b,a) € R par symétrie. Ainsi, pour chaque

ceAona
(a,c) € R ? (b,c) € R

’ (b,a) € R et par transitivité ‘

et
(b,c) € R :T> (a,c) €R

’ (a,b) € R et par transitivité ‘

On obtient que (b,c¢) € R si et seulement si (a,c) € R, ce qui, par la Définition 2.3.16,
implique que R, = Rp.

(2) On montre la contraposée. Si R, N Ry, # (), alors prenons ¢ € R, N Ry. Par définition de
R, et Ry on a (a,c) et (b,c) € R. Par symétrie on obtient que (¢,b) € R, et donc par
transitivité (a,b) € R aussi.

(3) C’est une conséquence des points (1) et (2) ci-dessus.

]

Définition 2.3.20. Une partition d’un ensemble A est un sous-ensemble X' C 24 tel que chaque
élément de A est contenu dans un unique élément, de X. On peut écrire cette derniére condition
avec des formules :

Vae A, Y e X:a €Y.
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Remarque 2.3.21. La Proposition 2.3.19 nous dit que pour une relation d’équivalence R sur
A, 'ensemble

{R,e2*|ac A}

et une partition de A. De plus, la Proposition 2.3.22 nous dit que chaque partition nous donne
une relation d’équivalence. On laisse en devoir que ces deux constructions sont inverses 1’ une
de I'autre. On dit que les partitions sont équivalentes aux relations d’équivalences.

Proposition 2.3.22. Si X C 24 est une partition de Uensemble A, alors le sous-ensemble
sutvant de A x A est une relation d’équivalence.

{(a,b)EAXA|EIY€X:{a,b}§Y}

Démonstration. On démontre les trois propriétés de la Définition 2.3.12.

Soit @ € A. Par la Définition 2.3.20, a est contenu dans exactement un Y € X. Il

suit que 'on a {a,a} = {a} CY et ainsi (a,a) € R.

W Soit (a,b) € R, ce qui veut dire par définition que {a,b} C Y pour un Y € X.
Puisque {b,a} = {a,b}, on a {b,a} CY, et par conséquent (b,a) € R.

Soit (a,b) € R et (b,c) € R. Par définition, on a Y, Z € X tels que {a,b} C Y et
{b,c} C Z. Puisque, par la Définition 2.3.20, b est contenu dans exactement un élément de X,
on obtient que Y = Z. Cela implique que {a,c} C Y et par conséquent (a,c) € R. O

Définition 2.3.23. Soit R C A x A une relation d’équivalence. L’ensemble quotient A/R est
I’ensemble des classes d’équivalences, vu comme un sous-ensemble de ’ensemble puissance de
A. En d’autres termes :

A/R={R,CA|lacA}C2?
On appelle 'application £z : A > a — R, € A/R I'application quotient de R.

Exemple 2.3.24. 11 y un exemple d’'une quotient par une relation d’équivalence ce que l’on
connait trés bien, I'ensemble des nombres rationnels Q. En effet, les nombres rationnels par
définition sont des paires (a,b) € Z X (Z \ {0}), dont on pense comme ¢, et o ['on identifie
(a,b) avec (a’,b') si et seulement si ab’ = a’b. En effet, on peut définir une relation d’équivalence
sur Z x (Z\ {0}) en demandant que (a,b) = (a/, ') si et seulement si ab’ = a’b. Cette relation

est réflexive et symétrique par définition.

Pour vérifier transitivité, prenons éléments (a,b), (a/, '), (a”,b") € Zx (Z\{0}),

tels que (a,b) = (d/, V) et (d/,0') = (a”,b”). On obtient que

ab't’ = a'bb" = ba"b'.

’ (a,b) = (a',b') = ab = bd

’ (al,b/) = (a”,b”) . a/b/l — b/a//

En divisant les deux cotés de cet égalité par b’ on obtient ab” = ba”, ou autrement dit que
(a,b) = (a”,V").

On a défini une relation d’équivalence sur Z x (Z\ {0}). En particulier, on peut

prendre Z x (Z \ {0})/ =, et de plus ce quotient est égal a4 Q.
Exemple 2.3.25. Considérons l'ensemble A = {1,2,3,4,5,6} et la partition

x={x={1}, X;= {23}, Xs= {456} } 2
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La construction de la Proposition 2.3.22 donne que la relation d’équivalence correspondant & X
est

R={(11), (22), (23), 3:2), (3,3) (4,4), (4,5), (4,6), (54), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6) |

~——
T T T
’correspondant a X, ‘ ’ correspondant a X» ‘ ’correspondant a Xs ‘

De plus, on peut visualiser ’application quotient £z dans la maniére suivante :

Le probléme habituel avec la compréhension du quotient et que les X; sont 4 la fois des ensembles
et des éléments. Ils sont sous-ensembles de A et éléments de A/R. Il est vraiment important de
s’habituer & penser aux deux points de vue au méme temps, car en algébre les quotients sont
omniprésents.

Le prochain exemple est notre premier exemple de groupe. Nous donnerons la définition de
groupe dans quelques semaines.

Exemple 2.3.26. On définit Z/mZ = Z/R, ou R est la relation d’équivalence définie dans
Exemple 2.3.15. Par I’Exemple 2.3.17, on sait que les classes d’équivalences sont les sous-
ensembles mZ + x C Z. On a par la Définition 2.3.23 :

Llmz,={mZ, mZ+1,..., mZ+(m—1) }.

Par exemple,

Z/QZ:{{ o —4,-2,0,2,4,..0 Y, { .., =5,-3,-1,1,3,5,... }}.

2.3.4 Cardinal d’'un ensemble

Le dernier sujet important & propos des ensembles que 'on aborde dans ce cours est la
définition de la taille d’un ensemble. On donne dans la définition suivante la notion d’"avoir le
meéme cardinal”’, ce qui veut dire que les deux ensemble concernés ont la méme grandeur.
Définition 2.3.27. Soient A et B des ensembles. On dit que

(1) Aet Bont le méme cardinal, ce que l'on écrit |A| = |B|, ¢'il existe une bijection ¢ : A — B,

(2) le cardinal de A et plus petit que celui de B, ce que 'on écrit |A| < |B|, ¢'il existe une
injection ¢ : A — B,

(3) A est infini dénombrable, si A a le méme cardinal que N.

(4) A ale cardinal du continu, si A a le méme cardinal que R.
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La relation "avoir le méme cardinal” semble étre une relation d’équivalence, parce qu’elle
satisfait le trois conditions de la Définition 2.3.12 : identité (par d’existence des applications
d’identité), réflexivité (par d’existence des inverses des bijections), transitivité (par composition
des application). Mais il faut faire attention : le paradoxe de Russell nous dit que ce n’est pas
vraiment une relation d’équivalence, parce que I’ensemble des tous les ensembles n’existe pas,
donc il n’existe pas d’ensemble auquel cette relation s’applique. On peut dire que "avoir le
méme cardinal” est juste une propriété de deux ensembles, qui satisfait les trois propriétés de
Définition 2.3.12, mais qui n’est pas une relation d’équivalence. Une conséquence importante
est que ’on ne peut pas prendre les classes d’équivalences de cette relation.

Théoréme 2.3.28 (Théoréeme de Cantor-Schroder-Bernstein). Soient A et B des ensembles.
Si |A| < |B| et |B| < |A|, alors |A| = |B].

Partie ce qui n’est pas demandé dans I’examen

On doit démontrer un lemme avant de procéder a la preuve du Théoréme 2.3.28.
Dans ce lemme, on utilisera la notation suivante :

Définition 2.3.29. Soient X et Y des sous-ensembles d’un ensemble A. Ils sont
disjoints, st X NY = (), et ils forme une partition de A, §’ils sont disjoints et satisfont

XUY = A. Ces deux notions sont définies d’une maniére similaire pour une collection
de sous-ensembles {X;} de A.

Exemple 2.3.30. Les classes d’équivalences d’une relation d’équivalence R C A x A
forment une partition de A.

Dans la preuve du lemme suivant, on s’autorise un abus de langage courant en
mathématique : on ne change pas la notation d’une application aprés avoir restreint
son codomaine. Par exemple, dans la preuve ci-dessous, g|y est a priori une application
Y — A, mais on la considére vraiment comme une application Y — g(Y). Avec cette
convention, g|ly devient bijective, et on peut prendre son inverse.

Lemme 2.3.31. Soit f : A = B et g: B — A des injections. Sl existe un sous-
ensemble X C A tel que

X =A\g(B\ f(X)), (2.3.c)

alors il existe une bijection A — B.

Démonstration. Définissons

Vass A\X < g(B\J(X)) Y= BAJ) = (o) (V). X = ()

(2.3.¢) g est injective, alors elle induit une bi-
jection Y — Y4 = ¢g(Y) = on dénote
linverse de cette bijection par g~ *

On obtient directement que X et Y, forment une partition de A, et que Xp et Y
forment une partition de B. De plus, f: X — Xp=f(X)et g7 ' :Ya=9g(Y) =Y
sont des bijections. Le diagramme suivant résume la situation :

A B
I - I
X 1jection XB
s
U = U
Y4 g Y

bijection
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Cela implique que 'on peut définir une bijection ¢ : A — B par la formule

o= {19, Beex )

Preuwve du Théoréeme 2.3.28. Pour chaque sous-ensemble X C A définissons

H(X) = A\g(B\ f(X))

Par le Lemme 2.3.31, il suffit de montrer qu’il existe un X pour lequel X = H(X).
Premiérement on démontre que H respecte la relation d’inclusion :

Xcz :T> f(X) C f(2) =T> B\f(X) 2 B\f(Z) =T> 9(B\f(X)) 2 g(B\f(2))

par  définition de prendre le complément renverse 'inclu- || par  définition  de
I'image dans la sion (ce sera un exercice) I'image dans la
Définition 2.3.7 Définition 2.3.7

= HO)=4\g(B\ /(X)) S A\g(B\1(2)) = HZ) (23

prendre le complément renverse I’inclusion ‘

Deuxiémement on définit
W= ) X (2.3.¢)
XCA
H(X)C X

et on observe que la définition fait sens, puisque A lui-méme satisfait H(A) C A.
On finit notre preuve en démontrant que H (W) = W. On commence par démontrer
que HW) C W :

ﬂ X = VXCA:siHX)CX,alosWCX
X

? VX CA: si HX)C X, alors HW) C H(X)

(2.3.d)

— HW)C () HX)C K17
XCA XCcA T
H(X)C X T H(X)S X |(2.3.e)

Pour conclure, il suffit maintenant de montrer que H(W) D W. Notons que H (W) C
W et (2.3.d) implique que H(H(W)) C H(W). Cela veut dire que H (W) fait partie
de la collection que X parcourt dans (2.3.e). Ceci implique que H(W) 2O W, ce qui
conclut notre argument. O
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Un aspect fascinant de la théorie des ensembles, est la suivante : on peut démon-
trer en utilisant les axiomes de Zermelo-Fraenkel qu’il existe un cardinal w; minimal
parmi les cardinaux plus grands que |[N| = wg. Il y aura un exercice aussi sur la
fiche d’exercice qui nous montre que |R| = ‘QN‘ > wp. Ainsi, c’est natural de de-
mander si |R| = w;. Ce qui est surprenant ce que 'on peut démontrer qu’il n’est
pas possible de prouver que |wi| = |R| ni que |wi| # |R| dans le systéme d’axiomes
de Zermelo-Fraenkel. Cette question est longtemps restée ouverte; les mathémati-
ciens ont quelquefois supposé que ’égalité était vraie, ce qu’on appelle 'hypothése
du continu. Cohen a finalement démontré que I’hypothése du continu est indépen-
dante du systéme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel, en construisant un modéle o elle
est vraie, et un autre ou elle est fausse. Cohen a d’ailleurs recu le prix mathématique
le plus prestigieux, la Médaille Fields en 1966, pour ce résultat.

23
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Chapitre 3

Théorie des nombres

3.1 ALGORITHME D’EUCLIDE
Définition 3.1.1. Soit a € Z et b € Z#°. Le plus grand commun diviseur de a et b et
pged(a,b) := max { m € 70 | m|a et m|b }

(On note que I'ensemble ci-dessus est non-vide, parce qu’il contient m = 1, et qu’il est majoré
par |b]. Ainsi le maximum existe.)
On dit que a et b sont premiers entre euz ou a est premier avec b si pged(a,b) = 1.

Lemme 3.1.2. Si, a,b € Z tel que a # 0 et r € Z, alors pged(a, b) = pged(a, b+ ra).
Démonstration. Par Définition 3.1.1, il suffit de montrer que pour chaque entier m € Z>9,
m|a et m|b = mla et m|b+ ra
On montre chaque direction de cette équivalence ci-dessous :
— mla = mlra ? mlb+ ra.
’m|b et Proposition 2.3.14\

— m|a:>m|—ra:T>m\(b—|—ra)—ra:b.

’ m|b+ ra et Proposition 2.3.14 ‘

O

Notation 3.1.3. ALGORITHME D’EUCLIDE. Soient a,b € Z>°. On définit I'algorithme récursif
suivant, en prenant pour valeurs initiales i := 2, ¢; := max{a, b} et g2 := min{a, b}. Le pas de
récursion est :
— 8 qi|gi—1, alors on s’arréte, ¢; est le résultat de Palgorithme, et on pose t := i (¢ encode le
temps d’arrét de l'algorithme) ;

— sinon :
— on définit g; 1 prenant une division avec reste : ¢;—1 = $;q; + ¢;+1 (notons que par le
point précédent ¢; { gi—1, ainsi en utilisant la définition de la division avec reste on a
0 < giv1 < @), et
— on augmente ¢ de 1.

On note que cet algorithme s’arréte toujours. En effet, dans le cas a = b il s’arréte au début;
et quand a # b on a la suite g1 > ¢ > --- > ¢ > 0 de nombres entiers, qui ne peut avoir de
plus g1 pas, autrement dit t < ¢y.

25
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Lemme 3.1.4. RELATION DE BEZOUT. Dans la situation de la Notation 3.1.3, il existe m,n €
Z tel que ma + nb = q;.

Démonstration. On démontre par induction descendante sur ¢ qu’il existe m;,n; € Z tel que
m;q; + niqi+1 = q¢ pour chaque entier 1 <1¢ <t —1.

Pour i =t — 1 on peut choisir m; = 0 et n; = 1. Il faut encore montrer le pas d’induction.
Fixons ¢ <t — 1, et supposons connue la proposition pour les indices supérieurs ou égaux & 1.
Le calcul suivant démontre la proposition pour ¢ — 1 :

gt = Miqi + niGit1 = miqi +ni(gi—1 — $iqi) = Ny gi—1 + (Mi — nisi)gqi
0 )

Lemme 3.1.5. Dans la situation de la Notation 3.1.3, q|q; pour chaque entier 1 < i < t.

Démonstration. On démontre la proposition par induction descendant par rapport & i. Pour
i=1t,on aq = ¢, auquel cas la proposition est vraie trivialement. Pour i =¢ —1 on a ¢—1|¢
par la définition de ’algorithme.

Supposons maintenant que i < t, que ’on sait la proposition pour les indices supérieurs ou
égaux a i, et on démontre la proposition pour ¢ — 1. C’est une conséquence immédiate de la
définition de I'algorithme :

qi—1 = Qi+1 T Siq; :T> qt|qi—1

’ qt|gi+1 et qi|g; par hypothése d’induction‘

O]

Théoréme 3.1.6. Sia,b € Z>°, l'algorithme d’Euclide nous donne q; = pged(a, b).
En particulier, on a une relation de Bézout : il existe m,n € Z tels que ma+nb = pged(a, b).

Démonstration. ‘ qt = pged(a, b) ‘ C’est impliqué par les deux lemmes précédent :

— Lemme 3.1.5 dit que ¢|a et ¢|b, alors ¢; est un diviseur commun de a et b, et

— Lemme 3.1.4 dit que pged(a,b)|q:, et par conséquent ¢ > pged(a,b). On obtient que
ngd(a7 b) = qt-

Existence de m et n ‘ c’est impliqué par ¢ = pged(a, b) et par le Lemme 3.1.4. O

Corollaire 3.1.7. Supposons que q,a,b € Z”°, glab et que (g,a) = 1. Alors q|b.

Démonstration. Par le Théoréme 3.1.6, il existe m,n € Z>0 tel que 1 = ma+nq. En multipliant
cette équation par b on obtient b = mab + ngb. Puisqu’on a supposé que g|ab, on obtient que
qlb. O

3.2 THEOREME FONDAMENTAL DE L’ ARITHMETIQUE

Définition 3.2.1. Soit p > 2 un entier. On dit que :
(1) p est drréductible, si pour chaque a € Z7° : alp=a=10oua=np.
(2) p est premier, si pour chaque a,b € Z>° : plab = p|a ou plb.

Remarque 3.2.2. Notons bien que p > 2 dans cette définition. En particulier, le nombre 1
n’est, par convention, ni premier ni irréductible.
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Proposition 3.2.3. Si p > 2 est un entier, alors p est irréductible si est seulement si p est
premzier.

Démonstration. Soit a € Z>% un diviseur de p. On peut écrire ab = p pour un entier
b € Z”°. En particulier a,b < p. En utilisant que p est premier on obtient pla ou p|b. Cela
implique, en utilisant a,b < p, que p = a ou p = b. Si p = b, on obtient que a = 1. En somme,
on a obtenu que a = p ou a = 1, ce qui est exactement la définition d’étre irréductible.

Prenons a,b € Z>° tels que plab. Il faut montrer que p|a ou p|b. Si pla on a terminé,
donc on peut supposer que p { a, autrement dit que pged(p,a) # p. Mais p est irréductible,
alors il a seulement deux diviseurs (positifs) 1 et p. Cela force pged(p,a) = 1. Finalement dans
ce cas Corollaire 3.1.7 nous donne que p|b. O

Théoréme 3.2.4. Pour chaque n € Z>1 on peut écrire n = [T;_, pi pour un nombre fini de
premiers pi,...,pr. De plus la liste de ces premiers sont uniques modulo leur ordre.

Démonstration. On démontre qu’on peut écrire n = [[;_, p; par induction sur n.
Pour n = 2 c’est clair, parce que 2 est premier.

Supposons que n > 2 et qu’on a déja démontré la proposition pour chaque entier plus grand
que 1 et plus petit que n. Si n est premier on a terminé. Sinon, en utilisant Proposition 3.2.3,
n n’est pas irréductible, et ainsi il existe n > a,b € Z>° tels que n = ab. Par 'hypothése

d’induction on peut écrire a = [[;_; p; et b = [[;_,,, pi pour certains nombres premiers p;.

Ainsi on obtient s , ,
n=ab= <le> . < H pz’) ZHPi
i=1 i=1

i=s+1

Supposons qu’il y ait deux expressions :
T S
n= Hpi = H qj (3.2.a)
i=1 j=1

ou les p; et ¢; sont des nombres premiers. En échangeant si besoin les p; et les g;, on peut
supposer que 7 < s.

On démontre par induction sur s que les listes des p; et des ¢; est la méme modulo leur
ordre. Si s =1, alors r = 1, et il n’y a rien & démontrer.

Supposons que s > 1. Dans ce cas on a

T
qiln = Hpi.
i=1

Utilisant r» — 1 fois la contraposée de la définition d’étre premier on obtient qu’il existe un indice
[ tel que q1|p;. Par la Proposition 3.2.3, p; est irréductible. En utilisant que ¢; > 1, on obtient
q1 = pi- Alors par (3.2.a) on obtient

z>"= I w»=][w (3.2.b)
j=2

P v

En particulier » > 2, parce qu’autrement le premier produit dans (3.2.b) serait vide. Ca veut
dire que 'on peut appliquer 'hypothése d’induction pour les deux produits dans (3.2.b). Ceci
conclut notre démonstration. O
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Chapitre 4

Théorie des groupes

4.1 DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

La notion de groupe donne un cadre abstrait pour comprendre des symétries. Quand on
a 3 symétries, on peut les appliquer dans 2 ordres différents naturels (point (1) de la Défini-
tion 4.1.1). Quand on travaille avec des symeétries, I'identité est d’habitude considérée comme
I'une d’eux (point (2) de la Définition 4.1.1). Finalement, quand on a une symétrie, 'inverse
est aussi considéré d’habitude comme une symétrie (point (3) de la Définition 4.1.1). Ainsi, la
définition suivante de groupe formalise les propriétés des symétries discutées dans ce paragraphe.

Définition 4.1.1. Un groupe est une paire (G,-) constituée d'un ensemble G, et d’une appli-
cation

-t GXG——G
w w
(a,b)——=a-b
tels que
(1) (associativité) pour chaque g,h,f € G: g-(h-f)=1(g9-h)- f.
(2) (élément neutre & gauche) il existe un élément e € G tel que pour chaque g € G on a
e-g=g.
(3) (inverse a gauche) pour chaque g € G il existe g € G tel que (¢7') - g =e.
Quelques remarques et conventions :

— L’application (f, g) + f-g est appelée la multiplication du groupe ; 'application f s f~!
est appelée I'opération d’inversion du groupe.

— Au lieu de a - b on écrit parfois simplement ab.
— Grace a lassociativité et au point au-dessus, on peut écrire g fh pour g-(h-f) = (g-h)- f.

— On prend la convention d’écriture suivante : U'opération d’inversion a la priorité sur la

multiplication. Par exemple ona g-¢g ' =g- (g’l), mais en général g- g~ # (g - g)_l.

— D’habitude on écrit juste G au lieu de (G, ).

— On dit que G est abélien si : Vg,h € G: g-h = h-g. Dans ce cas quelque fois on écrit +,
—etOaulieude- ()7 lete.

— On appelle |G| lordre du groupe G.

Proposition 4.1.2. S5i G est un groupe, alors un inverse G gauche est aussi un inverse a droite.

Autrement dit :

VgeG: glg=e = g-gl=e

29
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Démonstration. On peut écrire

1

g9 =cggli= N glggl=(") " egl=(g) g

= = g = €
T T T T
®) @
ou les chiffres référent aux points correspondants de la Définition 4.1.1. O

Proposition 4.1.3. Si G est un groupe, alors e est aussi un élément neutre & droite. Autrement
dit :
VgeG: g-e=yg

Démonstration. On a :

—1
g-e=g-g g=e-g=g
) T )

] (3) de Définition 4.1.1 ‘ | Proposition 4.1.2 H (2) de Définition 4.1.1 \

O]

Proposition 4.1.4. 5i G est un groupe, alors Uélément neutre est unique. En formules, pour
chaque €' € G :

(VgEG: e’-g:e') = e =e
Démonstration. Si e’ est comme dans 1’énoncé :

8/26,'626

I’hypothese de la proposition ‘ ’ Proposition 4.1.3

Proposition 4.1.5. Si G est un groupe, alors dans les égalités on peut simplifier ¢ droite :
Vf,gheG: f-g=h-g = f=h.

ainsi qu’a gauche :
Vf,g,heG: g-f=g9g-h = f=h.

En particulier Uinverse g~' d’un élément g € G est unique.

Démonstration.

= fe=ge= f=y

/]\

] Proposition 4.1.2 \ ] Proposition 4.1.3 \

g f=g9g-h = glg-f=g'gh :T> e-f=e-g :T> f=g

] (3) de Définition 4.1.1 \ ] (2) de Définition 4.1.1 \

Ceci montre qu’il est possible de simplifier & droite et & gauche. Pour montrer que les inverses
sont uniques, prenons g € G et supposons que g~ ', h sont des inverses de g. Alors

et en simplifiant & gauche on obtient g~ = h. O
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Proposition 4.1.6. Si G est un groupe et g,h € G, alors (gh)~! = h=1g~ L.

Démonstration. En utilisant la Proposition 4.1.5 et le point (3) de Définition 4.1.1 il suffit de
démontrer que h='g~'gh = e. En effet :

htlglgh=h"teh=h"th=e
T T T

](3) de Définition 4.1.1\ (2) de Défini- | | (3) de Définition 4.1.1

tion 4.1.1
O
Notation 4.1.7. Pour un groupe G et un élément g € G on utilise la notation
e sin=20
g-g-... g sin>0
n o__ N——
g = n—fois
gl-gt-....g7t sin<oO
njgois
On a alors les identités suivantes (exercice : démontrez-les soigneusement) :
Vm,n€Z: g"g" =g™" et VmneZ: (g™)" =g™ (4.1.a)

Exemple 4.1.8. On donne deux exemples de (4.1.a). La démonstration précise de (4.1.a) est
laissée en exercice.

9’9 =9999 g =ggeg Tt =999 =ge=g=g'
et
) B B L B
(9%)" = (999) " (999) " T Lg=lglglg=lg=1 — 46
par Proposition 4.1.6 (ggg)™* = (g(gg))*l — (gg9)"lg~ = g g gt

Notation 4.1.9. Si G est abélien et on dénote la multiplication par +, alors on écrit n - g au
lieu de g™. Dans ce cas, exploitant la propriété que G est abélien, on a la relation suivante pour
chaque g, f € G :

n-(g+f)=n-g)+0n-f) (4.1.b)

Ici on démontre la propriété (4.1.b) juste dans le cas de n > 0 (on laisse comme devoir de la
démontrer pour n < 0) :

n-(g+fH=@+fH+..+@+f)=9g+... 49+ f+...+f=n-g+n-f

T — 7 T
’ n copies ‘ ’ n copies ‘

Définition 4.1.10. Soit G un groupe et g € G un élément. L’ordre o(g) de g est le plus petit
entier positif n > 0 que ¢g" = e. Si tel élément n’existe pas, on dit que o(g) = oco.

Exemple 4.1.11. (1) Le groupe trivial : G = {e}.

(2) (Z,+), (Q,+), (R,+). Dans ces trois cas I’élément neutre est 0, et 'ordre de tous les
éléments non nuls est oo.
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(3) (Q\ {0},-), (R\ {0},-). Dans ces deux cas l'élément neutre est 1, est les seuls éléments

d’ordre fini sont —1 et 1. En fait, pour tous les autres éléments x de ces groupes on a
|z| # 1, et alors pour chaque entier n > 0 on obtient |x"| = |z|™ # 1, et par conséquence

™ # 1.

(4) Voici un exemple d’un ensemble avec une opération associative et avec l'identité qui n’est

pas un groupe : (Z\ {0},-). En effet —1 et 1 € Z \ {0} sont les seuls éléments qui ont
des inverses dans (Z \ {0}, -). En particulier on appelle (Z\ {0}, -) un demi-groupe (ce qui
signifie : on a une opération associative) avec identité, ou simplement un monoide.

(5) (Bij(X),0), on

Bij(X) = { f: X=X | f est une bijection }

et o est la composition des applications. L’inverse est donné par 'inverse des applications,
et I’élément neutre est donné par idx.

(6) En particulier si X = {1,...,n}, alors on appelle Bij(X) le groupe symétrique de degré

n, on le dénote par S, et on appelle ses éléments les permutations de {1,...,n}. Une

notation de o € S, est :
1 2 n
o(l) o(2) ... o(n)

Par exemple pour n = 3, les éléments de S3 sont

12 3) (1 2 3\/1 2 3\/1 23\ (1 2 3\(1 2 3
<123> (132)(321)(213) <231><312>
/]\

id
r o{rlélQrg}vaut 1 permutations avec un point fixe; éléments sans points fixes;
Pordre de ces éléments est 2 I’ordre de ces éléments est 3

On peut aussi visualiser les éléments de S, en utilisant les graphes orientés. De maniére
générale, un graphe orienté est un diagramme composé des sommets et des arétes orientées
entres les sommets. Quand on veut visualiser un élément de S, on dessine un sommet
pour chaque élément de ’ensemble {1,...,n}, et on dessine une aréte de i a o(i) pour
chaque i € {1,...,n}. Par exemple :

L:)- @@ @

(i1)- @_® O-°

Finalement, I’exemple suivant nous montre que S3 n’est pas abélien. Soyons prudent parce
que multiplication en S,, est écrit en ordre de la composition des application. Ca veut
dire que un produit 7o € S, correspond & la composition 7 o ¢ des fonctions, et alors
on applique premiérement o aux éléments de {1,...,n} et on applique 7 deuxiémement.
Ainsi, le calcul démontrant que S3 et non-abélien est :

12 3\ /1 23\ (123 123\ (12 3\(1 23
<132><321>_<231>#<312>_<321><132)

En fait, on démontrera plus loin que S5 est le plus petit groupe non-abélien.

ou

Pour notre autres exemples on a besoin de la construction générale suivante :
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Remarque 4.1.12. Soient G un groupe et R C G x G une relation d’équivalence. On se
demande sous quelle(s) conditions(s) la structure de groupe de G descend a ’ensemble quotient
G/R défini dans la Définition 2.3.23. Ecrivons [g] la classe d’équivalence de I’élément g € G,
qui était précédemment notée R, dans la Définition 2.3.16. En d’autres termes

gl={hecG|(gh)eR}

On voudrait définir une structure de groupe sur G/R & partir des opérations de G :

— Pour deux classes z,y € G/R, on peut les écrire comme x = [g| et z = [f] (g et f sont
appelé les représentants des classes d’équivalence), et on voudrait définir le produit de x
avec y par x -y = [g] - [f] = [9f].

— De méme, pour définir I'inverse d’une classe x € G/R on écrit = [g], et on voudrait
poser = [g_l].

— Finalement, on souhaiterait que 1’élément neutre de G/R soit [e].

Le probléme avec ces définitions est qu’en général il y a un grand choix de représentants g € G
pour chaque classe d’équivalence x € G/R, et que nos définitions doivent donner les mémes
résultats pour chaque choix de représentants. Autrement dit les opérations envisagées au-dessus
doivent étre bien définies.

Proposition 4.1.13. Soient G un groupe et R C G X G une relation d’équivalence. Les opéra-
tions sur G/R envisagées dans la Remarque 4.1.12 sont bien définies si et seulement si les deuz
conditions suitvantes sont satisfaites :

(1) (z,Z) € R, (y,9) € R = (vy,29) € R

(2) (v,i) e R = (=7 ',&7!) e R.
Dans ce cas G/R, avec les opérations et I'élément neutre définis dans la Remarque 4.1.12, est
un groupe.

Démonstration. La condition (1) est, tautologiquement, la condition nécessaire et suffisante
pour que 'application
- G/RxG/R— G/R, ([g,[f]) = [9/f]
soit bien définie. De la méme maniére, la condition (2) est vérifiée si et seulement si 'application
()" G/R—G/R, [g]~[g7"]

est bien définie. Ainsi il faut seulement vérifier que dans ce cas G/R avec ces opérations est un
groupe. La raison est simplement que toutes les équations définissant la structure de groupe
de G/R sont vraies au niveau des représentants, puisque G est un groupe. Par exemple pour
Passociativité, si on prend des représentants g, f,h € G des classes z,y,z € G/R, alors en
utilisant plusieurs fois la définition de la multiplication de G/R donnée dans Remarque 4.1.12
on obtient

(zy)z = ([gll/DIA] = [gf1In] = [(¢)N] T lg(fh)] = lgllfh] = [gl([f][n])

’ G est un groupe, donc la multiplication de GG est associative ‘

La vérification des points (2) et (3) de la Définition 4.1.1 est similaire et laissée en exercice. [

Exemple 4.1.14. Pour un entier m > 0, prenons I’ensemble quotient Z/mz construit dans les
Exemple 2.3.15 et Exemple 2.3.26. On rappelle que

Z)mz={mZ, mZ+1,...,mZ+(m-1)}={[0], [1],..., [m=1]} et |Z/pz|=m

En utilisant la Proposition 4.1.13, 'opération de groupe + sur Z nous donne une opération
de groupe sur Z / mZ si et seulement si les conditions (1) et (2) de la Proposition 4.1.13 sont
vérifiées. On les vérifie une par une :
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— (1) de Proposition 4.1.13 : Prenons z,Z,y,5 € Z tel que m|z — T et m|y — g. Alors
m|(x — %) + (y — g). Cependant (x — Z) + (y —g) = (z +y) — (Z + 7), alors on obtient
m|(z +y) — (Z +9).

— (2) de Proposition 4.1.13 : Prenons z,Z € Z tel que m|z — Z. Alors m|Z — x parce que
T—z=—(x—1I).

Ainsi, on a fini de démontrer que Z / mZ, est un groupe. Par exemple, si on prend m = 2, le
groupe Z/QZ a deux éléments, les classes [0] et [1], et les tableaux d’opérations sont :

Dans une facon similaire, le groupe Z/37, a trois éléments, les classes [0], [1] et [2], et les tableaux
d’opérations sont :

+00] 1] [2
o] | (o] [1] [2] 0] [1] [2]
A1) 21 o] — [0 21 [
2] 2] [o] [1]

On a vérifié dans I"’Exemple 4.1.14 que 'addition nous donne une structure de groupe sur
Z/mz. Plus étonnamment, la multiplication sur Z descend aussi au quotient et donne une
structure de groupe a condition de jeter quelques classes d’équivalence. C’est expliqué dans
I’Exemple 4.1.16, pour lequel le lemme suivant sera utile.

Lemme 4.1.15. Soient a € Z et m € Z7V. Si a et m sont premiers entre eu, alors : il existe
des entiers x et y tels que xa +ym = 1.

Démonstration. Choisissons un entier n tel que a + nm > 0. Le Théoréme 3.1.6 nous donne
des entiers x et z tels que x(a + nm) + zm = 1. En développant la parenthése on obtient
za + (z+mn)m = 1, et on peut poser y := z + n. O

Exemple 4.1.16. Considérons Z/mZ pour un entier m > 0 fixé. Comme dans le cas de
I’addition, la multiplication est bien définie sur les classes d’équivalence de Z :

Vo,%,y, g €Z: mlz — I, mly—§ = m|(zx —2)§+2(y — 9) =2y — T7.

Ainsi la version de la Proposition 4.1.13 pour les monoides (plus précisément : c’est la méme
proposition sauf que groupe est remplacé par monoide et que le point (2) est supprimé) nous
donne que la multiplication induit une structure de monoide sur (%/y,7,), avec [1] comme
I’élément neutre. Cependant il ne s’agit presque jamais d’un groupe (si m > 1, alors [0] n’a pas
d’inverse pour la multiplication).

On voudrait trouver un sous-ensemble de Z / m7 qui est un groupe avec la multiplication
comme opération. Un tel sous-ensemble est contenu dans le sous-ensemble d’éléments inversible
de (Z / mZ, ) Alors notre mieux chance est d’essayer d’utiliser cet ensemble espérant que ca
tournera d’étre un groupe.

Pour réaliser ce plan, réfléchissons ce que étre inversible en (Z / mZs ) signifie. La classe
[b] € Z /7 est inversible si et seulement si il existe un [z] € Z /7, tel que [2][b] = [1]. De plus
on a les équivalences suivantes :

[z]b] =[1] & [zb]=[1] & m|l—ab & TJye€Z: ym=1—2b & TJyecZ: 1=zb+ym

(4.1.c)
Un entier z qui satisfait la condition finale de (4.1.c) existe si et seulement si (b,m) = 1.
En fait (b, m)|xb 4+ ym, qui montre une direction de cette proposition, et I’autre direction est
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exactement la proposition de Lemme 4.1.15. En somme, on a démontré que le sous-ensemble
d’éléments inversible de (% /7, ) est exactement le sous-ensemble d’éléments de forme [b] tel
que b est premier avec m.

Premiérement réfléchissons si étre premier avec m est bien défini sur les classes d’équivalence

qu’on considére. Autrement dit il faut montrer que pour a,b € Z tel que [a] = [b] on a
(m,a) =1 = (m,b) =1 (4.1.d)
Puisque, [a] = [b] est équivalent & dire m|a—b, (4.1.d) est une conséquence directe de Lemme 3.1.2.

Par conséquent on peut définir (Z / mZ) * comme le sous-ensemble des classes d’équivalence qui
sont premier avec m. On prétend que la multiplication de Z / mZ donne une structure de groupe
sur (Z/mz)”.

Commencgons par vérifier que (Z/mz)X est stable par multiplication. Si z,y € Z sont
premiers avec m, alors zy est aussi premier avec m. Donc [z], [y] € (Z / mz)X implique que
[xy] € (Z/mz)x. Il est clair que [1] € (Z/mz)x. Il reste a vérifier que (Z/mz)X contient les
inverses de ses éléments,

Pour le faire, prenons [b] € (Z/mz)x. On a déja vu que l'inverse de [b] en (Z/mz, ) est
[x] ou b+ ym = 1 pour un entier adéquat y, et tel x existe par Lemme 4.1.15. Si x n’est
pas premier avec m, alors b 4+ ym = 1 n’est pas premier avec m, ce qui est absurde. Donc
[x] € (Z/mz)X comme souhaité.

Définition 4.1.17. On définit la fonction ¢ : Z>0 — Z>0, appelée fonction phi d’Euler, par
¢(m) = )(Z/mz)xl —{m>bc2”°| (mb)=1}.

En somme, si nous envisageons les groupes de petit ordre, nous avons construit les exemples
suivants :

ordre 1 2 3 4 5 6 7
le
groupes | groupe Z/QZ Z/BZ Z/4Z Z/SZ Z/GZ Z/?Z
trivial
(Z/2z)" | (Z/32)" (Z/5z)" S
(Z/az)" (Z/sz)" (Z/)7z)"
(Z/6z)" (Z/10z)" (Z/9z)"
(Z/142)"

La contemplation de ce tableau souléve les questions suivantes :

Question 4.1.18. (1) Tous ces groupes sont-ils vraiment différents ? Quand peut-on dire que
deux groupes sont les mémes 7

(2) Existent-ils d’autre groupes de petite taille qui ne sont pas dans ce tableau ? En particulier,
existe-t-il d’autres maniéres de construire des groupes ? Par exemple sans utiliser Z 7

(3) Apres avoir trouvé d’autres méthodes de construction et quelques nouveaux groupes, com-
ment s’assurer que 'on a trouvé tous les groupes de petite taille 7

Pour la suite du cours, la Question 4.1.18 servira de guide & nos efforts.

4.2 HOMOMORPHISMES DE GROUPES

Commencons avec le point (1) de la Question 4.1.18 : on veut pouvoir définir lorsque deux
groupes sont les mémes. La notion correspondante pour les ensembles était celle de bijection. On
ferra de méme pour les groupes. On définit d’abord les "applications” entres groupes, puis on
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dira que deux groupes sont les mémes s’il existe une "application" bijective entre eux. Un groupe
étant un ensemble muni d’une opérations respectant certaines propriétés, il est naturel qu’une
"application" entre groupes soit une fonction entre ensembles tenant compte de la structure
additionnelle. La notion précise que 'on obtient est celle d’homomorphisme dont la définition
est la suivante :

Définition 4.2.1. Soient G et H des groupes.

(1) Un homomorphisme ¢ : G — H (ou simplement morphisme, qui n’est pas vraiment utilisé
internationalement) est une application entre ensembles ¢ : G — H telle que

Vg, f€G: ¢(gf) = ¢(g)d(f). (4.2.a)
(2) Un endomorphisme de G est un homomorphisme G — G.
(3) Un isomorphisme G — H est un homomorphisme bijectif.
(4) Un automorphisme de G est un endomorphisme qui est un isomorphisme.
(5) Deux groupes G et H sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entres eux, et 'on note

alors G =2 H.

Lemme 4.2.2. Si ¢ : G — H est un homomorphisme de groupes, alors pour chaque g € G et
nezr:

$(g") = (6(9))".
En particulier, pour n =0 et pour n = —1 on obtient :
_ -1
dlec)=em et VYgelG : ¢(g7") = (s(9) .
ol eq et ey sont les éléments neutres des groupes correspondants.

Démonstration. Pour chaque g € G on a

er - ¢(9) = ¢(9) = dlec - 9) = dlec) - d(9)

en est ’élément | | eq est ’élément | | ¢ est un homo-
neutre neutre morphisme

En utilisant la simplification & droite (Proposition 4.1.5) on obtient le cas n = 0.
Pour n > 0 on démontre la proposition dans le calcul suivant :

¢ (9") = o( o(9) 9) = (o(g)"

g
—— _,_/T

)= o
T T
Notation 4.1.7

Finalement, pour n < 0 le calcul suivante démontra la proposition, en tenant compte que
Vinverse de (¢(g)) " est exactement (¢(g))" comme on I’a démontré dans Notation 4.1.7 :

(6(9) "¢ (g )?¢(97 )¢ (g )?¢>(9* g )?ﬁﬁ(eG)?eH

on a déja démontre le cas n > 0 ‘ ’ ¢ est un homomorphisme ‘ Notation 4.1.7 ’ on a déja démontré le cas n =0

O
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Exemple 4.2.3. (1) Soit (G, +) un groupe abélien, et soit n un entier. On définit une appli-

cation entre ensembles m,, : G — G par
Gor——n-z€qG

On vérifie que m,, est un homomorphisme : pour chaque z,y € G on a vérifié dans la
Notation 4.1.9 que

mn(z+y) =n-(x+y)=(n-z)+(n-y)=mn(r) +muy).

On appelle cet homomorphisme "la multiplication par n". Un exemple particulier : si
G = Z, alors my,(d) = dn.

Soient G un groupe et g € G un élément. Quels sont les homomorphismes ¢ : Z — G tels
que ¢(1) = g? Pour un tel homomorphisme il faut forcement avoir

Y/ z)=¢(x-1)= 1)) = ¢*
> ¢(z) ¢(T)T(¢()> g

Pour les groupes abéliens écrits additivement, la mul- Lemme 4.2.2
tiplication correspond a prendre la puissance adéquate

En somme il y a une seule possibilité de définir un homomorphisme ¢ : Z — G tel que
(1) = g. S’1l existe, alors il est donné par application entre ensembles suivante :

dexp,: Z>z+—>=g" € G

Cette application est en fait un homomorphisme parce qu’on a vérifié dans la Notation 4.1.7
que pour chaque x,y € Z on a ¢g*t¥ = g%g¥. On appelle cet homomorphisme [’ezponentiel
discret donné par g.

Notons que pour m € Z, on a l'égalité dexp,, = m,,. En utilisant la propriété d’unicité de
dexp,, on obtient que les endomorphismes de Z sont :

{m, =dexp, |n€Z}

Considérons dexpyy) : Z — Z / nZ. Cest le premier exemple d’homomorphisme quotient,
qu’on étudiera avec soin dans la section suivante. Cet homomorphisme peut étre décrit de
la maniére suivante : on envoie un entier x sur la classe d’équivalence [z] de z modulo n.
En effet, si on regarde la Remarque 4.1.12, on voit que la structure de groupe sur G/R
était supposé exactement dans la maniére que lapplication quotient G — G/R qui envoie
g a sa classe d’équivalence R, est un homomorphisme de groupe. En particulier, toujours
quand on construit une structure de groupe sur G/R en utilisant la Proposition 4.1.13,
Papplication quotient G — G/R serait un homomorphisme de groupe.

Soient G et H deux groupes formé chacun par un unique élément, et soit ¢ : G — H
I’application qui envoie le seul élément eg de g sur le seul élément ey de H. C’est un
homomorphisme parce que eqg et ey sont forcément les éléments neutres des groupes
correspondants, et donc :

Plegeq) = ¢leq) = em = emen

’ e est I’élément neutre‘ définition ’eH est I’élément neutre
de ¢

En somme, tous les groupes avec un élément sont isomorphes.

Lemme 4.2.4. Si ¢ : G — H et £ : H — F sont homomorphismes de groupes, alors £ o ¢ :
G — F est aussi un homomorphisme.
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Démonstration. Il faut juste vérifier la Définition 4.2.1 : pour chaque g,h € G on a

(€0 d)(gh) T £(o(gh)) T £(o(g)0(h)) T £(6(9))8(6(h)) = ((§ 2 9)(9)) (€ 0 ¢)(h)).

Définition 2.3.8 ’ ¢ est un homorphisme ‘ ’ £ est un homorphisme ‘

O]

Remarque 4.2.5. Sur la série d’exercices de cette semaine il y aura deux exercices montrant,
d’une maniére similaire au point (4) de I'Exemple 4.2.3, que tous les groupes avec deux éléments
sont isomorphes entre eux, et que tous les groupes avec trois éléments sont isomorphes entre
eux.

En utilisant le point (4) de 'Exemple 4.2.3 et la Remarque 4.2.5 on peut mettre a jour le
tableau des groupes de petite taille (le signe v~ signifie que 1’on connait tous les groupes de cet
ordre, modulo les isomorphismes) :

ordre |1v 2V 3v |4 5 6 7
le
groupes | groupe | £/27, Z/37. | Z/47, Z/sz | 2/ Z /77,
trivial
(Zfoz)™ | (Zf3z)" (Z/5z)" Ss
X X
(Zhzy| | (#sn) (2/72)"
(Zfez)™ (Z/10z) (Z/9z) )
(Z/147)

Définition 4.2.6. Le produit G x H des groupes G et H est une structure de groupe sur
I’ensemble produit G x H, ou la multiplication donnée par

(97 h) ’ (gla h/) = (gg/? hh/)
On vérifie dans le Lemme 4.2.7 que cette définition nous donne bien un groupe.

Lemme 4.2.7. Le groupe définit en Définition 4.2.6 est bien un groupe avec :

— [’élément neutre donné par (eq,ep), ot eg et ey sont les éléments neutre des groupes
correspondants, et

— avec linverse donné par (g,h) ™! = (g_l7h_1).
Démonstration. Il faut vérifier les trois condition de la Définition 4.1.1. Premiérement on vérifie
I’associativité :
g.g,, hh/) : (g”, h”)
gg/g//’ hh/h//)
— g’ h) . (g/g//7 hlh//)
g7 h) . ((g/7 h/) . (g//,h//))

Deuxiémement on vérifie que (e, efr) est vraiment ’élément neutre :

Vg.g'g" € GV I W € H < ((9,h)- (¢, 1)) - (¢" 1) =

o~ o~ o~ o~

Vg € G7Vh €H : (GG,GH) ’ (g7h) = (evaeHh) = (g7h)

Finalement on vérifie que I'inverse est donné comme dans I’énoncé :

VgeGYhe H : (g7 h7") - (g.h) = (979, h"'h) = (e, en)
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En utilisant la Définition 4.2.6 on peut ajouter les petits produits au tableau des groupes
de petite taille :

ordre 1V 2V 3V 4 5 6 7
Ie
groupes | groupe Z/2Z Z/?,Z Z/4Z Z/5Z Z/GZ Z/?Z
trivial
(Z/52)" S
(Z/82)" (Z/72)"
(Z/10z)" (Z/92)"
L/97,x L9z, (Z/147)"
L /o7, x L/37,

Maintenant que les trois premiéres colonnes sont complétes, intéressons-nous aux quatriéme
et sixiéme colonnes. Pour trouver leur forme finale, on commence par déterminer si Z / 47, et
Z/QZ X Z/QZ sont isomorphes, et si Z/GZ et Z/QZ X Z/32 sont isomorphes. Vous répondrez
a la premiére de ces questions dans une série d’exercices, et on répond de la deuxiéme ici, dans
le texte.

Une maniére élégante de répondre est d’utiliser la propriété universelle des produits, que
nous expliquons maintenant.

Notation 4.2.8. Soient F' et H des groupes. On définit les homomorphismes des projections
prp: Fx H— Fetpryg: FxH— H par les formules :

Y(f,h) € F x H: er((f,h)):f et er((f,h)):h.

On vérifie que prp et pry sont des homomorphismes. Par symétrie il suffit de le vérifier pour
prp :

v(fv h)7 (f/7 h/) € FxH : Prp ((fv h)(flu hl)) ? Prp ((ff/7 hh/)) ? ff/ = Prp ((f7 h’))'er ((f/7 h/))
’ définition de pry ‘

Proposition 4.2.9. PROPRIETE UNIVERSELLE DES PRODUITS. Soient G, F, H des groupes.
Etant donné des homomorphismes o : G — F et : G — H, il existe un unique homomorphisme
v:G — F x H tel que prpoy =« et prgoy = .

On note aussi que vy est donné par la formule

v(g) = (a(g), 8(9)) (4.2.b)

et la situation peut étre visualisée dans le diagramme commutatif suivant :

F

/ Tprp
G FxH
o

x H

Démonstration. Par la définition de prp et pry, les égalités prpoy = «a et pryoy = [ sont
équivalentes a (4.2.b). 11 suffit donc de démontrer que v avec la définition donné en (4.2.b) est
un homomorphisme :

Vg, f € G: v(gf) T (algf), B(gf)) T (alg)a(f), B(9)B(f)) T (alg), B(9))-(alf), B(f)) T
2. «a et B sont des homomorphismes | | définition de la multiplication pour 2.
M’ tosont des b o ‘ les prf)duits dans Déﬁtnl?tiOIfﬁl.?.ﬁp S
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En appliquant la Proposition 4.2.9 aux homomorphismes « : Z — Z/QZ et v:Z — Z/gz
donnés par le point (3) de 'Exemple 4.2.3, on obtient v : Z — Z/97, x Z/37. D’un autre
coté, le point (3) de 'Exemple 4.2.3 nous donne 4 : Z — Z/(;Z Les homomorphismes v et §
semblent étre trés similaire. Les deux sont surjectifs, et ’ensemble des éléments qui sont envoyé
sur I’élément neutre sont les mémes : il s’agit dans les deux cas de 6Z (nous laissons au lecteur le
soin de prouver ces affirmations). On soupconne ainsi Z / 67 et L / 97, % L / 37, d’étre isomorphes.
La théorie permettant de confirmer ce soupcon est développée dans la section suivante.

4.3 SOUS-GROUPES : INTRODUCTION

Définition 4.3.1. Soit (G, ) un groupe. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe de H si

(1) «(H x H) C H, ou autrement dit Va,b € H : a-b € H, et en particulier on peut prendre
la restriction «|gxg : H x H — H, et

(2) (H,-|pgxm) est un groupe.

Pour signifier qu'un sous-ensemble H C G est un sous-groupe, on utilise la notation H < G.

Proposition 4.3.2. Soit (G,-) un groupe. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe si est
seulement si

(1) H#0,
(2) a,be H=—abe H, et
(3) ac H=a'cH.

De plus Uidentité de H et de G sont les mémes, et linverse d’un élément h € H pris dans H
est le méme que dans G.

Démonstration. Supposons que H C G est un sous-groupe. En utilisant la Défini-
tion 4.3.1, H muni de la restriction de - & H est un groupe. Ainsi H contient un élément neutre
em, et alors on obtient la condition (1). La condition (2) s’obtient encore plus facilement, parce
qu’elle est supposée dans la Définition 4.3.1.

Fixons h € H. 1l a un inverse dans H que 1’on dénote par hl_{l. Pour établir la condition (3) il
suffit de démontrer que c’est aussi l'inverse de h en G. L’unicité de 'inverse (Proposition 4.1.5)
nous donne exactement cela, une fois établi que 1’élément neutre ey de H est aussi un élément
neutre de G. Ainsi il nous reste & démontrer cette derniére affirmation, ce qui est fait dans le
calcul suivant, ol eg est I’élément neutre de G :

EHgEeHg — €€ — ey -eq — € — €eq

simplification & gauche (Proposition 4.1.5 ‘

Pour cette direction on suppose que les conditions (1), (2) et (3) de I’énoncé sont sa-
tisfaites; il faut déemontrer que H est un sous-groupe. Mais la condition (2) est la méme que
la condition (1) de la Définition 4.3.1. Ainsi il suffit de démontrer la condition (2) de la Défi-
nition 4.3.1 pour conclure que (H, |gxm) est un groupe. Pour cela, il suffit de démontrer que
I’élément neutre e de G est contenu dans H, parce que dans ce cas eg nous donne un élément
neutre pour H et lexistence de V'inverse en H est donné par la condition (3) de la présente
proposition.

Pour démontrer que eq € H prenons un élément quelconque h de H, qui existe par la condi-
tion (1) de la présente proposition. Les implications suivantes concluent notre démonstration :

— h'eH = Heh ' h=eq.

/]\
3) (2)



4.3. SOUS-GROUPES : INTRODUCTION 41

Exemple 4.3.3. On peut vérifier que les exemples suivants sont les sous-groupes en utilisant
la Proposition 4.3.2 :

(1)

(2)
(3)

Pour un groupe quelconque G, le sous-ensemble {e} C G est un sous-groupe. Ce sous-
groupe, ainsi que G, sont appelés les sous-groupes triviaur de G. Les autre sous-groupes
sont appelé les sous-groupes propres.

Le sous-ensemble {1, —1} C (Q, ) est un sous-groupe. Puisqu’il a deux éléments, en utili-
sant I’exercice correspondant de la série on obtient que {1, —1} = Z/QZ.

Pour un entier m > 0, le sous-ensemble
mZL={ma|acZ}={beZ|mb}CZ

est un sous-groupe de (Z,+). Pour vérifier cela, comme indiqué au début de l’exemple,
il faut vérifier les conditions de la Proposition 4.3.2. On note que cela ressemble & la vérifica-
tion que "mod m" nous donne une relation d’équivalence, qui est faite dans I’Exemple 2.3.15.
Plus précisément, la vérification de la symétrie ressemble & la vérification que mZ est stable
pour l'inversion, et la vérification de la transitivité ressemble a la vérification que mZ est
stable pour ’addition. Ce n’est en fait pas une coincidence. On verra dans la Section 4.5
que chaque sous-groupe définit une relation d’équivalence, et pour mZ C Z cette relation
d’équivalence est exactement la relation d’équivalence de I’Exemple 2.3.15.

Fixons deux entiers positifs m,n tels que m|n. Etre divisible par m est bien défini sur
les classe d’équivalence qui forment Z/;7. Cela signifie que si [z] = [y] € Z/p7, alors
m|x <= mly, ce qui est démontré dans le calcul suivant :

[z] =[y] < nlz—y ? m|r —y = m|z si et seulement si mly

T T
en Z/nZ Exemple 2.3.15 mln

Ainsi il est sensé de dire qu'un élément de Z / nZ est divisible par m ou qu’il n’est pas
divisible par m. Si m divise [z] € Z/p7, alors on écrit m|[z]. En particulier on peut définir
le sous-ensemble :

H = { [z] € Z/nZ ‘ m|[z] } < Z/nZ

On laisse comme exercice (extrémement facile) de démontrer en utilisant la Proposi-
tion 4.3.2 que H est un sous-groupe (en fait ¢’est pratiquement la méme vérification que
dans le point précédent).
Par exemple pour Z / 67 on obtient deux sous-groupes propres :
— pour m = 3, on a H = {[0], [3]}, qui a deux élément et par conséquent est isomorphe
a Z / 27, (en utilisant ’exercice correspondant sur 'une des séries d’exercices) ;
— pour m = 2, on a H = {[0],[2],[4]}, qui a trois élément et par conséquent est iso-
morphe & Z / 37, (en utilisant I'exercice correspondant sur 1'une des séries d’exercices).
Une question naturelle est sil existe d’autres sous-groupes propres de Z / 67, ; on y répondra
dans les sections suivantes.

Soit 1 < n € N. On prétend que le sous-ensemble
H={oe€S,|o(l)=1}C8S,

est un sous-groupe. En fait id € H et alors H # 0, et il est clair que la composition
et I'inverse des permutations qui fixent ’élément 1, fixent aussi ’élément 1. On peut se
convaincre de cette affirmation en réalisant que la représentation via son graphe d’une
permutation avec cette propriété est

c® ® © O
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Par conséquent on a obtenu en utilisant la Proposition 4.3.2 que H est un sous-groupe de
Sh.
Pour un exemple spécifique, on peut prendre n = 3. Dans ce cas on obtient le sous-groupe

{392 Phes

(6) Similairement au point précédent, si X C {1,...,n} on peut prendre
H:{UESn}VﬁeX: o(z)=x} CS,

et on peut démontrer dans la méme fagon que H un sous-groupe. En jetant les élément
de X et en réétiquetant les éléments qui nous restent on peut identifier H avec S, _ x|
Autrement dit, S,, contient plusieurs copies des S;, pour j < n.

(7) Le centre Z(G) d'un groupe G est défini par
2G) ={geG|VfeG: fg=gf } CC

On démontre que Z(G) est un sous-groupe de G en vérifiant les trois conditions de la
Proposition 4.3.2 :

(i) Par la Définition 4.1.1 et par la Proposition 4.1.3, on a eg = g = ge. Ainsi e inZ(G),
et alors Z(G) # 0.
(ii) Si f,h € Z(G), alors pour chaque g € G on a

hg = fgh = gfh
ngfg Tgf

’heZ(G)‘ ]er(G)\

Par conséquent fh € Z(G).
(iii) Si f € Z(@), alors pour chaque g € G les deux élémentsf~'g et gf ! sont des inverse

de fg~!:
flefg! T flfggt=e et gf 'fgl=gg T =e
fezZG)

En utilisant 'unicité de l'inverse on obtient que f~'¢g = ¢gf~', et par conséquent

f~1ezG).

Définition 4.3.4. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes. Le noyau de ¢ est défini
par

kerqﬁz{gEG’gﬁ(g):e}
et 'image de ¢ est définie par

imp={o(g) eH|geC}
Ce sont des sous-groupes par la Proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.5. Si ¢ : G — H est un homomorphisme de groupes, alors im ¢ et ker ¢ sont
des sous-groupes de H et de G respectivement.

Démonstration. Dans les deux cas il faut vérifier les trois conditions de la Proposition 4.3.2. On
le fait séparément pour ker ¢ et pour im ¢ :

’kergi) est un sous-groupe de G : ‘
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(1) Par le Lemme 4.2.2, ¢(e) = e, alors e € ker ¢.
(2) Sig, f € ker ¢, alors le calcul suivant nous montre que g, f € ker ¢ :
P(g9f) = d(9)o(f) =ee=e
T T 7
Définition 4.2.1 g, f € ker ¢ | | Définition 4.2.1
(3) Si g € ker ¢, alors le calcul suivant nous montre que g~! € ker ¢ :
—_ -1 -1
¢(g7") = (0l9)) =e'=e
T 1
Lemme 4.2.2 g € ker¢ ‘ un exercice d’une série
‘im¢ est un sous-groupe de H : ‘
(1) Par Lemme 4.2.2, ¢(e) = e, alors e € im ¢.
(2) Si¢(g),¢(f) € im ¢, alors
o(9)o(f) T ¢(gf) € im ¢.
(3) Si ¢(g) € im ¢, alors (gé(g))_l =¢(g7') € im¢ par Lemme 4.2.2.
O

Exemple 4.3.6. Calculons les noyaux et les images des homomorphismes de I’'Exemple 4.2.3.
(1) Pour un groupe abélien (G, +), considérons m,, : G — G défini au point (1) de ’Exemple 4.2.3.
Def
kerm, =Gn] = {geG|n-g=0}
/]\

’ élément de G de n-torsion ‘

immn:n'GD:ef{n-g‘geG}

(2) Pour un groupe G et un élément g € G, considérons dexp, : Z — G défini en point (2) de
I’Exemple 4.2.3.

] e} si o(g) = o0
erdexp = { o(g) Z sio(g) # oo
imdexp, = { ¢" | n€Z} = (g)c = ()

/]\

‘le sous-groupe de G engendré par g, le sous-indice G est généralement ommis

On donne aussi plus d’exemples spécifiques de sous-groupes engendrés par un élément g

de 53 :
— sion prend g = (1 2), alors o(g) = 2, qui implique que (g) = {id, g}, et

— si on prend g = (1 2 3), alors o(g) = 3, qui implique que (g) = {id, g, ¢°}.
(3) Considérons dexpyy : Z — Z/n7.

kerdexpy=n-Z

im dexpy;) = Z/nZ
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(4) Pour un homomorphisme quelconque ¢ : G — H, on a

¢ est un isomorphisme < ¢ est injectif et im¢ = H

(5) Considérons ’homomorphisme my : Z/GZ — Z/GZ et mg : Z/GZ — Z/GZ- Les noyaux et
images de ces homomorphismes sont exactement les sous-groupes considérés dans le point
(4) de ’Exemple 4.3.3. Plus précisément :

kerm2:3-Z/62%Z/2Z imm2:2~Z/6Zg Z/3Z

kerms =2-Z/67,~ Z/37, immz =3-Z/¢7,= L/9g,

Lemme 4.3.7. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes. On a ker¢ = {e} si et
seulement st ¢ est injective.

Démonstration. Si ¢ et injective, alors ker ¢ = {e} par définition. En conséquence il suffit de
montrer que si ker ¢ = {e}, alors ¢ est injective. Supposons donc que ker ¢ = {e} et considérons
g,h € G tels que ¢(g) = ¢(h). On a

¢ (gn™")

= 1) = N t=e hl=e =h
ch(g)cb( )ch(g)cb() e = g

’Déﬁnition 421 ‘ ’Lemme 4.2.2 ‘ ’(;S(g) = ¢(h) ‘ ’ ker ¢ = {e} ‘

Proposition 4.3.8. On a Z/67,~ Z /o7, x L/37.

Démonstration. Considérons les homomorphismes @ = mg : Z/GZ — Z/QZ et B = mgy :
Z/GZ — Z/?,Z définis dans le point (4) de 'Exemple 4.3.3. En utilisant la propriété univer-
selle du produit on obtient un homomorphisme ~ : Z/GZ — Z/QZ X Z/gZ tel que vy(x) =
(a(z), B(z)).

En utilisant la formule vy(z) = (a(z), B(x)), on a kery = kera Nker 8. Le calcul suivant
nous démontre que kery = {e} :

keraﬂkerﬁ? (3- Z/GZ) N (2- Z/6Z> ? { [x] € Z/GZ ‘ x €7, 2|z, 3|z }

’ (4) de 'Exemple 4.3.3 ‘ les éléments de Z/GZ peuvent étre répresentés par des entiers
dans la classe d’équivalence correspondante

:{MGZ/GZ’xGZ’ 6\1‘}:{6}.

En utilisant le Lemme 4.3.7 on obtient que v est injective. Puisque les deux groupes entrant en
jeu dans la définition de v ont chacun 6 éléments, on obtient qu’en fait ~ est bijective, et ainsi
~ est un isomorphisme. ]

Proposition 4.3.9. Soient ny,...,n: des entiers positifs qui deuz-a-deuzr premiers entre eux,
et définissons n = H§:1 n;. On a Z/nZ = Hle Z/mZ-

Démonstration. Ce sera un exercice. Comme méthode, on faut généraliser Proposition 4.3.8. [
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En utilisant la Proposition 4.3.8, et 'un des exercices vus en séries, on peut mettre & jour
le tableau des groupes de petite taille :

ordre |1 2V |3v |4 5 6 7
Te
groupes | groupe Z/ZZ Z/?)Z Z/LLZ Z/SZ Z/GZ Z/?Z
trivial y
(Z/5z) Ss
X
(Lfsz)” (Z/72)"
(Z/102) (Z/oz)"
Z /o7, x L/o7, (Z/147)
Z 37

couleur bleue : groupes non-abéliens

Dans la suite (en Section 4.5), on réduira encore les colonnes d’ordre 4 et 6, et on démontrera
que les colonnes d’ordre 5 et 7 sont complétes (plus généralement, nous serons capables de lister
complétement les colonnes correspondants aux nombres premiers).

4.4 LHOMOMORPHISME sgn

Dans cette section on étudie en détail un premier exemple d’homomorphisme d’un groupe
non-abélien. On appelle cet homomorphisme la signature, et on le dénote par sgn. La source
de cet homomorphisme et S,, et la cible est Z/97 = {1,—1} C (Z,-). Autrement dit, c’est un
homomorphisme sgn : S,, — Z/QZ ~{1,—-1}.

On rappelle premiérement quelques définitions et résultats vus en série d’exercice :

Définition 4.4.1. Un cycle est un élément o € S,, de forme suivante :

o(a;) =ajy1 pourl<i<r
(

ola,) =a;
o(i) =i pour i & {ai,...,a,}
ou ay,...,a, € {1,...,n} sont éléments deux-a-deux distincts. On appelle un tel o un r-cycle,

et on dit que r est la longueur de o. On dénote le cycle au-dessus par (ajas...ap).

On appelle ’ensemble {ay,...,a,} le support de o, qui est bien défini par Remarque 4.4.3,
et qui on dénote par Suppo.

On appelle un 2-cycle une transposition.

Exemple 4.4.2. Le cycle suivant est un 4-cycle :
1 2 3 45 6
(4 21 6 5 3> =(1463)

(1) Les a; de Définition 4.4.1 sont unique modulo leurs rotations. Autrement dit, si des a
définissent aussi le méme o € S, alors il existe un entier 0 <1 < r — 1 tel que

Remarque 4.4.3. Notons que

o — 4 i sil<i<r-—lI
Yl Gy siT—14+1<i<r

(2) On dit que deux cycles o et 7 € S, sont disjoints si (Suppo) N (Supp ) = 0.
(3) Si o est un cycle de longueur r, alors ¢” = id.

Proposition 4.4.4. Chaque o € S,, peut étre écrit comme un produit (vide si o = id) de cycles
disjoints de longueur au moins 2. Ce produit est unique modulo permutation des facteurs.
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Démonstration. C’était un exercice de série. On en rappelle seulement l'idée : considérons le
graphe associé 4 une permutation o € S,,. Pour chaque sommet de ce graphe il y a exactement
une aréte qui arrive sur ce sommet, et une aréte qui part de ce sommet. Par conséquent, le
graphe est constitué de cycles disjoints. O

Exemple 4.4.5.

<111 2 i) g g g>=(143)(26):(26)(143)

Proposition 4.4.6. Chaque o € S, est un produit des transpositions.

Démonstration. En utilisant la Proposition 4.4.4 il suffit de démontrer le résultat pour ¢ un
cycle (a; ag...a,). On le démontre par induction sur 7. Si r = 1 alors o est un produit de zéro
transpositions, et si 7 = 2 alors ¢ est une transposition. Ainsi on peut supposer que r > 2 et
que ’on connait la proposition pour les valeurs plus petites de r. Dans ce cas, notons que

(a1 ar)(a1 ag...ay) = (ay...ar-1).
qui nous donne en multipliant par (a; a,) & gauche
(a1 ag...a;) = (a1 ap)(ay...ar—1).

Par induction on peut écrire (aj ...a,—1) comme un produit de transpositions, ce qui conclut
notre démonstration. O

Exemple 4.4.7. La décomposition de la Proposition 4.4.6 n’est pas unique. Par exemple :
(123)=(13)(12)=(23)(13).

Définition 4.4.8. Fixons un entier n. On définit une application sgn : S,, — {—1,1} donnée
par

1, 2 1<j<n o(i1)>o0(g
(1) e sz e T e (ot5) - o)
1<i<j<n T

sgn(o) =

la fonction signe vaut -1 si 'arugment est positif et 1 si 'arugment est négatif; c’est dénoté d’habitude
aussi par sgn, mais ici on veux éviter de la confondre avec ’homomorphisme ce que 'on définit)

Autrement dit : la puissance dénombre les paires d’entiers i < j telles que o inverse 'ordre de
i et 7. Dans ce cas on dit que les nombres ¢ et j sont en inversion pour o.

Exemple 4.4.9. On compte les paires en inversion pour
> <1 2 3 45 6)
4 6 1 3 5 2
La liste de telles paires est
(1,3), (1,4), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (4,6), (5,6).

On compte 9 paires en inversion, ce qui implique que sgn(o) = —1.

Notre prochain but est de démontrer que sgn est en fait un homomorphisme. Pour cela on
a besoin premiérement d’un lemme :

Lemme 4.4.10. Pour des entiers 1 < r < s < n et pour o € S,, considérons T = o - (r s).
Dans ce cas on a [’égalité sgnT = —sgno.
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Démonstration. La définition de 7 nous donne
o(r)=71(s) et o(s) =7(r) (4.4.2)

Passons en revue les paires d’entiers pour trouver celles qui sont en inversion pour 7 :

(1) Sii,j ¢ {r,s}, alorsi el j sont en inversion pour T si et seulement si ils sont en inversion
pour o : la raison est simplement que dans ce cas (i) = 7(i) et o(j) = 7(j)-

(2) Sij<rouj>s, alorsr et j sont en inversion pour T si et seulement si s et j sont en
tnversion pour o. Dans la méme fagon s et j sont en inversion pour T si et seulement si
r et j sont en inversion pour o : par (4.4.a) et parce que j # r, s, on a

signe (7(r) — 7(j)) = signe (o(s) — o(j)) et signe (7(s) — 7(j)) = signe (o(r) — o (j)),
(4.4.b)

et par le choix de j on a
j<r &< j<s et §<j = r<j

Ce cas est représenté par le dessin ci-dessous. Remarquez que les 7-images des éléments
entourés en rouge sont les mémes que les o-images des éléments entourés en vert, et de
plus ordre de la paire rouge ne change pas en appliquant (r s) (opération qui nous donne
la paire verte).

SOION
70 @ e

N

(7 5)

Ce dessin traite le cas j < r, et le cas j > s peut étre visualisé de la méme facon.

(3) Sir < j < s estun entier, alors r et j sont en inversion pour T si et seulement si s et
j ne sont pas en inversion pour o. De la méme facon s et j sont en inversion pour T si
et seulement si r et j ne sont pas en inversion pour o. L’équation (4.4.b) nous le donne
immédiatement.

Ce cas est aussi représenté dans le dessin suivant. Ce qui change en comparaison du cas
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précédent est que l'ordre de la paire rouge change en appliquant (r s) :
-l
‘A

©_ ®

(r s)

N

et 'ordre de 'autre paire considérée ici change aussi en appliquant (r s) :

Q) (@) >
(
@] o) ~e

AV

rs)

N

(4) Les entiers r et s sont en inversion pour T si et seulement sir et s ne sont pas en inversion
pour o : c’est impliqué directement par (4.4.a).

On a fait la liste de tous les cas de paires des deux entiers différents entre 1 et n. Ainsi on peut
compter la différence entre le nombre des paires qui sont en inversion pour 7 et le nombre des
paires qui sont en inversion pour o.

On obtient que les cas (1) et (2) ne contribuent pas a cette différence. Le cas (3) nous donne
un changement de 2, 0 ou —2 pour chaque j. De toute fagon, on obtient une contribution pair
pour ce cas. Finalement, le cas (4) nous donne un changement £1. On obtient donc que la
différence est impair, autrement dit on a sgnT = —sgno.

Si ’explication finale n’était pas claire, on peut la formaliser dans le forme d’un calcul ou
on divise le produit de la Définition 4.4.8 & multiple produits correspondant aux points (1), (2),
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(3) et (4) :

sgn(o) = H signe (a(j) — U(i))

1<i<j<n

= ] signe(c(j) —a(i) - ] signe(a(r) - o(j)) signe (o(s) - o(4))

1<i<j<n, 1<5<r
T T T

0,5 ¢ {r; s}

Corollaire 4.4.11. Si o € S,, est un produit de r transpositions, alors sgn(o) = (—1)".
En particulier, la parité de v est déterminé uniquement par o.

Démonstration. Pour obtenir la premiére proposition du corollaire on applique Lemme 4.4.10
par induction sur 7. Pour la deuxiéme proposition on remarque que sgn est défini d’une maniére
indépendante de la représentation de o sous forme de produit de transpositions. Ainsi la seconde
assertion découle de la premiére. O

Proposition 4.4.12. sgn: S, — {1,-1} = Z/QZ est un homomorphisme.

Démonstration. Prenons o,7 € Sy, et écrivons-les sous forme de produits de r et de s transpo-
sitions, respectivement. Ainsi on peut écrire o7 comme un produit de r + s transpositions. Le
calcul suivant montre que sgn est un homomorphisme

sgn(or) = (=1)"" = (=1)"(—1)® = sgn(o) sgn(7).
g()T() ()()Tg()g()

| Corollaire 4.4.11 | | Corollaire 4.4.11 |

Définition 4.4.13. On définit le groupe alterné A,, := ker (sgn 2 Sy — Z/QZ).
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Exemple 4.4.14. On trouve les éléments de A4 dans cet exemple. Considérons id # o € Sy.
Alors o peut s’écrire comme un produit de cycles disjoints de longueur au moins 2. Il y a 4 cas,
et puisque la démonstration de Proposition 4.4.6 donne que la parité d’un cycle est égale a sa
longueur moins 1, on obtient :

(1) un cycle de longueur 2 ~» sgn = —1,
(2) un cycle de longueur 3 ~» sgn =1,
(3) un cycle de longueur 4 ~» sgn = —1,

(4) deux cycles de longueur 2 ~» sgn =1,

On obtient que les éléments de Ay, écrit comme des produits de cycles disjoints, sont :

id, (123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)

~~ ~~

T T T T

’ 3-cycles fixant 4 ‘ ’ 3-cycles fixant 3 ‘ ’ 3-cycles fixant 2 ‘ ’ 3-cycles fixant 1 ‘

En particulier |A4] = 12. On voit aussi que A4 n’est pas abélien :
(123)(124)=(13)(24)#(14)(23)=(124)(123).

On peut mettre a jour notre tableau des petits groupes, en utilisant les remarques suivantes :

— On garde a Pesprit la Proposition 4.3.9 en remplissant le tableau. Par exemple on ne met
pas Z/QZ X Z/5Z dans le tableau parce que ce groupe est isomorphe & Z/mz.

— On utilise également les identités G x H = H x G et (Gx H) x F =2 G x (H x F), qui
ont été démontrées en exercice. Par exemple on ne met pas (Z/QZ X Z/QZ) X Z/QZ et

Z/QZ X (Z/QZ X Z/QZ) séparément, mais on met seulement (Z/QZ)693 (qui représente
les ceux deux produits, & isomorphisme prés).

— Plus généralement, (Z/nz)ear signifie Z/nZ X ... X Z/nZ-

‘T'

ordre 1V 2V 3V 4 5 6 7 8
Ie
groupes | groupe | Z2/27. | Z/37, | Z/47, L5z | Z/ez, Llvg | Z/sz7,
trivial y "
(Z/52) Ss (Z/167)
Z/oz % )2z, (Z/72)" (Z/22)*
(Z/9z)" L[og, x L/ 47,
(Z/142)" Z/oz, % (Z/57)"
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9 10 11 12 13 14
Z/9g, Z/10z. Z/1z | Z/127 Z/137.| Z/147.
(Z/32)* | (Z/112)" Ay

(Z/222)" Z /o7, % S5

Z/37, % (Z/22)*"
(2/132)"
(Z/267.)"

Z)og x (Z/77)"

(

/o7, % (Z/9z)"
(
(

Z/97, % (Z/147)"
Z/37, % (Z/57)"

couleur bleue : groupes non-abéliens

4.5 THEOREME DE LAGRANGE ET PREMIER THEOREME D’ISOMORPHISME

Le premier but de cette section est la démonstration du Théoréme de Lagrange (Théo-
reme 4.5.7), qui est le premier "grand" théoréme de la théorie des groupes.

Définition 4.5.1. Soit H < G un sous-groupe. Une classe 4 gauche (resp. & droite) de H dans
G est un sous-ensemble de forme

gH ={gh|heH}CG (resp. Hg:={hg|hecH}CG )
ot g est un élément quelconque de G.

Exemple 4.5.2. On calcule les classes & gauche de H := ((12)) = { id, (12) } < 83 =G.
On a déja rencontré ce sous-groupe dans le point (2) de I'Exemple 4.3.6. On obtient juste trois
classes & gauche, chacune étant déterminée par deux choix de g € G :

— Sig=idou (12),alors gH = { id, (12) }.
— Sig=(13)ou(l23),alors gH ={ (13), (123) }.
— Sig=(23)ou(132),alors gH ={(23), (132) }.

Dans I'Exemple 4.5.2, les classes & gauches ont toutes le méme cardinal. Ce n’est pas une
coincidence :

Lemme 4.5.3. Si H < G est un sous-groupe et g € G, alors |gH| = |H]|.

Démonstration. Considérons les applications entre ensembles suivants :

a : H—gH 6 : gH——H
w w w w
h+—gh h+—g 'h

ot la définition de 3 fait sens, car si gh € gH, alors g~!(gh) = h € H. On vérifie aisément que
aoff =idyg = o a, donc a est une bijection et le résultat s’ensuit. ]

Apres 'Exemple 4.5.2 et le Lemme 4.5.3, on soupgonne que les classes & gauche d’un sous-
groupe sont les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence. C’est démontré dans la pro-
position suivante :
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Proposition 4.5.4. Soit H < G un sous-groupe, et considérons le sous-ensemble
Ry:={(9,f/)eGxG|g'feH}CGxG.

Dans ce cas :
(1) Ry est un relation d’équivalence,
(2) les classes d’équivalences de Ry sont exactement les classes a gauche de H.

La proposition reste vrai si on remplace "gauche" par "droite” et g7V f par fg=l.

Démonstration. La démonstration de la version avec les classes a droite est exactement la méme
que la version avec les classes & gauche, il suffit d’inverser 'ordre de toutes les multiplications.
Ainsi on démontre seulement la version avec les classes & gauche.

(1) Tl faut vérifier les trois condition dans la définition des relations d’équivalences (Défini-
tion 2.3.12) :

—pourgEGonag_lg:egeH.
/]\

’ Proposition 4.3.2 ‘

— pour g, f € G, si g~'f € H, alors f_lg? (g_lf)_1 % H

’PTOPOSMOH 4.1.6 ‘ ’gflf € H et Proposition 4.1.6 ‘
— pour g, f,h € G,si g ' f et f~h € H,alors g"th =g ' ff'h % H

’g_lf, f~'h € H et Proposition 4.1.6 ‘

(2) Choisissons un g € G. La classe d’équivalence de g est par définition (voir la Défini-
tion 2.3.16) :

(RH)g:{heG\(g,h)eH}:{heG\g*heH}?{heG\aer: h=gx}=gH

’x:g71h<:>ga::h‘

O]

Exemple 4.5.5. Soit H = mZ C Z = G. Alors, la relation d’équivalence Ry définit en
Proposition 4.5.4 est la méme relation d’équivalence qu’on a utilisé pour construire Z / m7 en
Exemple 2.3.15. En fait dans ce cas

(g,h) €ERy = h—g=g 'he H=mZ < m|lh—g

La remarque suivante est le dernier élément nécessaire pour aboutir au Théoréme de La-
grange.

Remarque 4.5.6. Considérons une relation d’équivalence R sur un ensemble A, et soient R,
et Ry deux classes d’équivalences qui contiennent le méme élément ¢ € A. Par la définition
d’une classe d’équivalence (Définition 2.3.16) cela veut dire que (b,c) € R et (a,c) € R, ce qui
implique en utilisant la Proposition 2.3.19 que R, = R. = Rp.

En somme on a démontré que les classes d’équivalences forme une pariition de A, ce qui
signifie par définition que chaque élément de A est contenu dans exactement une classe d’équi-
valence. En particulier, si A est fini, on a

A= > X
X C A est
une classe
d’équiva-
lence
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Théoréme 4.5.7. THEOREME DE LAGRANGE. 51 H < G est un sous-groupe d’un groupe fini
G, alors |H| divise |G]|.
(€]

Plus précisément, Tl est égal au nombre de classes a gauche de H.

Démonstration. Soient Hi, ..., H, les classes & gauche de H distinctes deux-a-deux. En utilisant
le Lemme 4.5.3 on obtient que |H;| = |H| pour chaque entier 1 < ¢ < r. En utilisant la
Proposition 4.5.4 et la Remarque 4.5.6 on obtient :

Gl =) |Hi| =r|H]|

(2

ce qui conclut. O

Définition 4.5.8. Soit G un groupe est H < G un sous-groupe. La cardinilaté du quotient

G /Ry est appelée lindice de H dans G. En particulier, si le groupe G est fini, par le Théo-
G|

réme 4.5.7 cette cardinalité est finie et est égale a 1H[" On note l'indice d'un sous-groupe H par
G : H].
Lemme 4.5.9. Si g € G est un élément d’un groupe, alors |(g)| = o(g).

Démonstration. Premiérement, prenons des entiers 0 < i < j < o(g). On a :
j-i<olg) = g #Fe = g =4g " #4 (4.5.a)

Dans le cas o(g) = oo, (4.5.a) implique déja que |(g)| = oco. Par conséquent on peut supposer
que o(g) < co. Dans ce cas :

|<g>|?{g"‘n62}?{gn‘nez, 0§n<o(g)}

’ point (2) de ’'Exemple 4.3.6 ‘

si n = so(g) + r est une division avec reste, alors g" = (g"(g)) g =g

En utilisant (4.5.a) on voit que e = ¢°,...,¢" ! sont tous différents deux a deux, alors on

obtient que |(g)| = o(g) dans le cas o(g) < co. O
Corollaire 4.5.10. Si g € G est un élément d’un groupe fini, alors o(g)HG].

Démonstration. On applique le Théoréme 4.5.7 & H = (g) et on utilise le Lemme 4.5.9. O
Définition 4.5.11. Un groupe G est cyclique 81l existe un élément g € G tel que (g) = G.

Exemple 4.5.12. On donne les exemples des groupes cycliques :
(1) G =Z est cyclique parce que Z = (1), et
(2) G = 2/p7 est cyclique parce que Z /7 = ([1]),
Corollaire 4.5.13. Si G est un groupe d’ordre premier, alors G est cyclique.
Démonstration. Choisissons g € G'\{e}. Parce que g # e on a o(g) > 1. D’un autre coté o(g)||G]

par le Corollaire 4.5.10. Parce que |G| est premier on obtient que o(g) = |G|. En utilisant le
Lemme 4.5.9 on obtient que (g) = G. O

La relation d’équivalence "modulo m" utilisée dans la construction de Z /4,7, (dans 'Exemple 2.3.26)
est souvent notée par ? =7 (m). Cela veut dire que a = b (m) est équivalent a dire m|a —b. En
utilisant cette notation :

Théoréme 4.5.14. PETIT THEOREME DE FERMAT. Si a est un entier premier avec un entier

positif m > 0, alors
a®™ =1 (m)
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Démonstration. C’est une conséquence directe du Corollaire 4.5.10 et de la définition de ¢(m)
(voir la Définition 4.1.17). O

Apreés avoir récolté les fruits de notre travail sous la forme du Théoréme 4.5.7, du Corol-
laire 4.5.10 et du Théoréme 4.5.14, on essaie de mettre une structure de groupe sur G/R ou
R est une relation d’équivalence obtenue & partir d’un sous-groupe H, comme dans la Propo-
sition 4.5.4. Voyons d’abord si une condition spécifique sur le sous-groupe H est nécessaire.
Supposons que G/ R est un groupe avec les opérations définies dans la Remarque 4.1.12. Notons
que la structure du groupe sur G/R est définie de telle maniére que I’application quotient

G——G/R
W w
g——= R,

est un homomorphisme. Le noyau de cet homomorphisme est exactement R, = H. Ainsi une
condition nécessaire sur H pour que G/R soit un groupe, est que H soit le noyau d’un homo-
morphisme. Comme on va le voir, cela implique que H posséde une propriété particuliére.

Définition 4.5.15. Un sous-groupe H C G est normal, si pour chaque g € Get h € H on a
ghg~! € H. On utilise la notation H < G pour les sous-groupes normaux.
Un groupe G est simple si tous les sous-groupes non-triviaux de G ne sont pas normaux.

Notation 4.5.16. L’élément ghg~! dans la Définition 4.5.15 est appelé le conjugué de h par g.
Remarque 4.5.17. Par définition un sous-groupe H < G est normal si et seulement si
Vge G: gHg ' C H, (4.5.b)

ol on utilise la notation
gHg_lz{ghg_leG ‘ heH}.

On prétend que la condition (4.5.b) est équivalente & la condition
VgeG: gHg ' =H. (4.5.c)

Clairement (4.5.c) implique (4.5.b), alors il suffit de démontrer que 'inverse est aussi vrai. Pour
¢a supposons qu’on connait (4.5.b). Ca implique que (4.5.b) est satisfait aussi quand on remplace
g par g—'. Autrement dit, pour chaque g € G on a

g 'HgCH ? HC gHg ! (4.5.d)

’en multipliant & gauche par g et & droit par g—* ‘

En mettant ensemble le coté droit de (4.5.d) avec (4.5.b) on obtient (4.5.c).
Finalement on note que (4.5.c) est équivalent a dire que pour chaque g € G on a gH = Hg,
ou autrement dit que les classes a gauche et a droite de H sont les mémes.

Remarque 4.5.18. Si G est abélien, alors il découle immédiatement de la définition que tous
les sous-groupes H < G sont normaux.

Exemple 4.5.19. Le sous-groupe H = ((1 2)) < S3 n’est pas normal. En fait si on prend
g=(13)et h=(12),alors

ghg™' = (13)(12)(13)=(23) ¢ H.

Proposition 4.5.20. Si ¢ : G — H est un homomorphisme de groupes, alors ker ¢ < G est un
sous-groupe normal.
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Démonstration. Par la Proposition 4.3.5, on sait que ker ¢ est un sous-groupe. Fixons g € G et
h € ker ¢. On démontre que ghg™' € ker ¢ :

¢ (ghg™") T o(9)p(h)¢ (97") = d(9)o (97") = en

T T
’ ¢ est un homomorphisme ‘ ’ h € ker ¢ ‘ Lemme 4.2.2
et ker ¢ est bien un sous-groupe normal. O

Exemple 4.5.21. En utilisant la Proposition 4.4.12, la Proposition 4.5.20 et la définition A,, =
ker (sgn: So — Z/QZ), on obtient que A, est un sous-groupe normal de S,.

En reprenant la discussion précédente sur le quotient G/ R obtenu a partir d'un sous-groupe
H < G, on voit que G/R est un groupe seulement si H < G est normal. Le théoréme suivant
dit que la normalité de H < G n’est pas seulement une condition nécessaire, mais aussi une
condition suffisante.

Théoréme 4.5.22. Soit H I G un sous-groupe normal, et soit Ry la relation d’équivalence
définie & partir de H comme dans la Proposition 4.5.4. Dans ce cas G/Ry est un groupe
en utilisant les opérations définies dans la Remarque 4.1.12, et Uapplication suivante est un
homomorphisme
w = G G/Ru
w w
g— (Ru), = gH

Démonstration. On note premiérement que par la Remarque 4.5.17 on a gH = Hg pour chaque
g € G. On a déja mentionné que la structure de groupe donnée dans la Remarque 4.1.12 est
définie de telle maniére que g est un homomorphisme dés le moment ou G/Rp est un groupe.
Par conséquent il suffit de montrer que G/Rpy est un groupe. Par la Proposition 4.1.13, il suffit
de vérifier que la multiplication et I'inverse sont bien définis.

— | La multiplication est bien définie ‘ pour g,¢',h,h € G tels que g~'¢’ € H et h™'h' € H
on a

(gh)_l(g/h/) — h—lg—lglh/c _ h—lh/(h/)*l g—lglh/ /T\ H
—_— ————

’ € H, parce que g *g' € H et H C G est un sous-groupe normal ‘

— ‘L’im;erse est bien défini ‘ pour ¢, € G tels que g~ '¢g' € H

(G () =g(e)  =ag(g) tagt

€ H, parce que (¢') ' g = (g_lg,)71 € H et H C G est un sous-groupe normal

O

Définition 4.5.23. Pour H < G on appelle le groupe G/ Ry de Théoreme 4.5.22 le quotient
de G par H et on le dénote par G/H. On appelle 'homomorphisme {1 G — G/H I’homo-
morphisme quotient.

Exemple 4.5.24. (1) Par la Remarque 4.5.18, le sous-groupe nZ < Z est normal, et le quo-
tient Z/nz est exactement le Z/nZ qu’on a déja introduit.
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(2) Par le Théoréeme 4.5.7 on a ‘G/H| = “f,'r

Par exemple, si on prend

H=12%/o7,=2.-2/47,C L]y7 =G,
alors ‘G / H ‘ = 2, et parce que les groupes d’ordre 2 sont unique modulo isomorphisme,
on en déduit que G/H =~ Z/QZ.

(3) De la méme facon, si on prend

H={((1,0)) € Z/oz. x Z/27.= G,
on obtient G/H = Z/QZ. On sait déja que Z/42 2 Z/QZX Z/QZ, alors on voit que méme
si pour des sous-groupes normaux H <G et H < G' ona H = H' et G/H = G//H/, il
peut arriver que G % G’.
Théoréme 4.5.25. Soit H < G un sous-groupe normal, £ : G — G/H I’homomorphisme
quotient et soit ¢ : G — F un homomorphisme tel que H C ker ¢.

(1) I existe un unique homomorphisme 1 : G/H — F' tel que le diagramme suivant commute
(ce qui signifieno& = ¢) :

\W]
* N p

(2) PREMIER THEOREME D’ISOMORPHISME. Si H = ker ¢, alors n est une injection. En
particulier dans ce cas 1 induit un isomorphisme G/H — im ¢.

Démonstration. Premiérement on rappelle que £ est défini par {(g) = ¢gH. Deuxiémement,
notons que la condition 7 o £ = ¢ nous force a écrire

n(gH) = n(&(g)) = ¢(9)- (4.5.e)

Autrement dit il y a juste un choix pour définir n, méme comme une application d’ensembles.
Pour démontrer le point (1) il faut vérifier que le 1 définit en (4.5.e) est bien définit est que il
est un homomorphisme. Pour montrer que 7 est bien définit sur G/H il suffit de démontrer que
n(gH) = n(¢'H) quand g~'¢’ € H, ou autrement dit que (n(gH))_ln(g’H) = ep. C’est montré
dans le calcul suivant :

H_l "I — =10 -1 n_ A
(n(gH)) "nlg )T(sﬁ(g)) ¢(9)T¢(g )¢(9)T¢(9 g)T F

(4.5.e) Lemme 4.2.2 ’ ¢ est un homorphisme ‘ ’ g '¢ € HCkerg

Deuxiémement on vérifie que n est un homomorphisme :

H-¢H) = 'H) = ") = ) =
n(gH -g )Tn(gg )ch(gg)Tezﬁ(g)cb(g)T

n(gH)n(g'H).

gH - g'H est la class & gauche qui (4.5.¢) ¢ est un homo- (4.5.e)
contient gg’ par définition de quotient morphisme
d’un groupe en Remarque 4.1.12

Ce calcul conclut le point (1).
Il nous reste a démontrer le point (2), donc on suppose a partir de maintenant que H = ker ¢.
Pour démontrer que 7n est injective, par le Lemme 4.3.7 il suffit de démontrer que kern =

{ecu} -

gH € kern <= n(gH) =er < ¢(g) =er < gekerp < g€ H <= gH =eq/y
’]\ —_——

(45 f

comme élément de G/H
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On a démontré que n est injective. Par conséquent 7 induit un isomorphisme G / H = im 7.
Pour conclure la preuve on montre que imn =im¢ :

o (06 = { n(e(@) |2 € G} ={ nw) [ve &/nr } =imn

O]

Exemple 4.5.26. En appliquant le Théoréme 4.5.25 & I’homomorphisme quotient £ : Z —
Z / nZ et & un groupe quelconque G, on obtient la bijection suivante :

{ homorphismes 1 : Z/nZ -G } <~ { homorphismes ¢ : Z — G | nZ C ker ¢ } (4.5.1)
%

w
L (GRS
n du Théoreme 4.5.25 X0

De plus, en utilisant point le (2) de 'Exemple 4.2.3 en combinaison avec le point (2) de
I'Exemple 4.3.6, on obtient ainsi

{ homorphismes ¢ : Z — G | nZ C ker ¢ } ~ { ge G ‘ o(g)|n } (4.5.g)
w w
¢ ¢(1)
dexp,, g

En combinant (4.5.f) et (4.5.g) on obtient

{ homorphismes 1 : Z/p7, — G } { ged ’ o(g)n }
w w

o »([1])

n du Théoreme 4.5.25 donné par ¢ = dexp, <—g

Exemple 4.5.27. On peut utiliser I’Exemple 4.5.26 pour compter les homomorphismes Z / nZz, —
G pour un groupe GG et pour un entier n € Z fixés. Prenons par exemple n = 4 et G = 94.
L'Exemple 4.5.26 nous dit que le nombre des homomorphismes Z / 47, — Sy est le méme que
le nombre d’éléments g de S4 dont I'ordre divise 4. Par le Théoréme 4.5.7, cela veut dire qu’on
peut avoir o(g) = 1,2 ou 4. On considére ces trois cas un par un :

(1) 11 existe un seul élément d’ordre 1 : id € Sy.

(2) En seréferant a la décomposition en cycles disjoints, il existe deux types d’éléments d’ordre
2:

(i) g est un 2-cycle : on a (;L) = 6 choix.
(ii) g est le produit de deux 2-cycles disjoints. Les éléments de ce type sont déterminés
par I’élément qui est dans le méme 2-cycle que 1. Il y a donc 3 choix possibles.

(3) Selon la décomposition en cycles disjoints, il existe un seul type d’éléments d’ordre 4 : les
4-cycles. Un 4-cycle est uniquement déterminé par I’élément ¢ € {2,3,4} qui est I'image
de 1, et par 'élément j € {2,3,4}\ {i} qui est I'image de i. On trouve 3-2 = 6 possibilités.

On obtient 14+6+3-+6 = 16 éléments, ce qui implique qu’il existe au total 16 homomorphismes
Z /g7, — Sa.
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Corollaire 4.5.28. Si ¢ : G — H est un homomorphisme entre groupes finis, alors |G| =
| ker | - | im ¢|.

Démonstration. Par le point (2) du Théoréme 4.5.25 on a G/kenb >~ im ¢. Alors le Théo-
reme 4.5.7 conclut notre argument. O

Exemple 4.5.29. En utilisant le Théoréme 4.5.25, on va faire la liste des homomorphismes
¢ : S5 — G ou G est tel que (3,|G|) =1 (par exemple, on peut prendre G = Z/QZ X Z/QZ).
Premiérement, par le Corollaire 4.5.28 on a |im ¢]|6. Parce qu’on a supposé que (3,|G|) = 1,
cela implique que |im ¢| € {1,2} par le Théoreme 4.5.7.

On a démontré dans un exercice en série qu’il existe un unique sous-groupe normal non-
trivial de Ss3, & savoir le sous-groupe H = ((1 2 3)). Ecrivons £ 'homomorphisme obtenu par la
composition suivante :

Ihomomorphisme quotient S 5 o — o{(1 2 3)) € 53/<(1 2 3)), comme défini dans la Définition 4.5.23 et dans le Théoréme 4.5.22

]
§: 8 S3/((1 2 3)) ? Z/27. (4.5.h)

en utilisant le seul isomorphisme possible : S3/<(1 23)) 2 (12)((123))«—[1] € Z/QZ

En utilisant les descriptions spécifiques de (4.5.h), on voit que pour g € S :

£(g) = 0] sig=id, (123)ou(l32)
D= 1) sig=(12),(13)ou(23)

Par conséquent, en utilisant 'isomorphisme Z/97 2 {1,—1} C (Q)\ {0}, ) I'homomorphisme &
peut étre identifié avec la signature sgn : S3 — {1, —1}. Nous n’utiliserons pas cette identifica-
tion dans la suite.

Revenons maintenant aux homomorphismes ¢ : S3 — G; on a déja montré que |im¢| €
{1,2}. Comme ((1 2 3)) est le seul sous-groupe normal de S, on obtient que ((1 2 3)) C ker ¢.
Par conséquent on peut appliquer le point (1) du Théoréme 4.5.25 avec H = ((1 2 3)). Dans ce
cas on peut identifier £ avec &gy, parce que les deux différent seulement par la post-composition
avec un isomorphisme. En utilisant I’Exemple 4.5.26 on obtient les bijections suivantes

{homom.@D:Sg%G }<—>{ homom. n : Z/97,— G }<—>{g€G ‘ 0(g)\2}
w w W
oY n du Théoreme 4.5.25 ————n([1]) = ¢((1 2))

Exemple 4.5.30. Appliquons I’'Exemple 4.5.29 4 G = Z/QZ X Z/QZ; il s’agit de compter les
éléments de G dont 'ordre divise 2. C’est vrai pour tous les éléments de G, alors on obtient
qu’il y a au total 4 homomorphismes S3 — Z/QZ X Z/QZ.
Exemple 4.5.31. En appliquant le Corollaire 4.5.28 & sgn : S, — Z/QZ On obtient que
Sn !

| = 5 = 5
Corollaire 4.5.32. Si ¢ € G — G est un homomorphisme pour un groupe fini G, alors les
conditions suitvantes sont équivalentes :

(1) ¢ est un isomorphisme,

(2) & est injectif, et

(8) ¢ est surjectif.
Démonstration. Par Corollaire 4.5.28 on a |G| = | ker ¢|| im ¢|. Ainsi on voit que

lkergp| =1 <= |im¢| = |G| et |kergp| =1 <= |im¢| = |G|,

lesquelles conditions sont équivalents & ¢ étre injectif, bijectif ou surjectif. O
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Exemple 4.5.33. On utilise aussi le Corollaire 4.5.32 pour démontrer qu'on a l'isomorphisme
des groupes suivant, ot multiplication dans Aut (Z / nZ) est donné par composition :

Aut (Z/pz) < (Z/nz)" (4.5.0)
w w
pr—--—0([1])

mg<——m—- [d]

La construction de Uapplication o ‘ On a démontré dans un exercice que

(Z/nz) ={ 2 e Zing ( o) =n } (4.5.)
Puisque les automorphismes préserve l'ordre, on obtient que pour ¢ € Aut (Z / nZ) on a

o(¢([1])) = o([1]) = n.

Cela nous donne une application

Aut (2 /nz) = (%/nz)"
¢r———¢([1])

‘ a est un homomorphisme ‘ On vérifie que a est un homomorphisme dans le calcul suivant oi

6.0 € At (Znz)

a(yog) = oo([l]) =y (a([1])) T P((d]) = v(d-[1]) T d-y([1]) = (1) ([1]) T ([ ([1])-

’d € Z tel que [d] = ¢([1]) ‘ Lemme 4.2.2 (Z/nZ) " est abélien

‘ « est injectif : ‘ Pour voir que « est une injection, il faut démontrer en utilisant Lemme 4.3.7 que

kera = {idZ
n

Alors, c’est démontré dans le calcul suivant que ¢ =idy / 7 :
n

Z}' Pour cela, prenons ¢ € ker .. Par définition, cela veut dire que ¢([1]) = [1].

¢([d]) = ¢(d - [1]) T d-¢([1]) = d-[1] = [d].

Lemme 4.2.2

‘a est surjectif ‘ Pour voir que « est aussi surjectif il faut juste donner pour chaque [d] €

(Z/nz)X un ¢ € Aut (Z/p7) tel que ¢([1]) = [d]. On prétend que my est exactement un tel
isomorphisme. Pour cela il faut démontrer que my lui-méme est bijectif. Par Corollaire 4.5.32
il suffit de démontrer que myg est injectif. Par définition de (Z/nz) “ on a (d,n) = 1. Ainsi

ker 1y :{ [r] € Z/nZ ‘ [dr] = [0] } :{ [r] € Z/nZ ‘ n|dr } ? { [r] € Z/nZ ‘ nlr } = {[O]}

(d,n) =1

En somme, on a démontré I'isomorphisme de (4.5.1).

Corollaire 4.5.34. Soit n et m deuz nombres entiers positifs premiers entre eux. Si ¢ : G — H
est un homomorphisme tel que |G| = n et |[H| = m, alors ¢ = e (ce qui veut dire que ¢ est
Uapplication constante de valeur e).
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Démonstration. En utilisant le Théoréme 4.5.7 on obtient que |ker ¢||n et |im ¢||m. En parti-

culier ‘kle%'d)' divise aussi n. C’est en contradiction avec Corollaire 4.5.28, & moins que % =1
et que |im ¢| = 1. Ces égalités impliquent que ker¢p = G et que im¢ = {eg}, ce qui implique
que ¢ = e. O

Exemple 4.5.35. Un exemple particulier du Corollaire 4.5.34 est qu’il n’existe que I’lhomomor-
phisme constant entre Z/lGZ et Z/25z.

Corollaire 4.5.36. Si g € G est un élément d’ordre fini, alors (g) = Z/o(g)Z-

Démonstration. Il suffit d’utiliser le point (2) du Théoreme 4.5.25 et le point (2) de 'Exemple 4.2.3.
O

Corollaire 4.5.37. Si G est un groupe d’ordre p pour un nombre premier p > 0, alors G =2

Z/pt.
Démonstration. Par le Corollaire 4.5.13 on sait que G est cyclique. Le Corollaire 4.5.36 conclut
donc notre argument. O

Remarque 4.5.38. On peut mettre a jour notre tableau des petits groupes. On fait les modi-
fications suivantes dans le tableau :

(1) Par le Corollaire 4.5.37 on sait que, modulo isomorphisme, il n’existe qu'un groupe d’ordre
premier. Cela veut dire qu’on peut mettre une coche aux colonnes d’ordre premier.

2) On peut aussi démontrer que beaucoup des groupes de forme (Z/,7, " sont cycliques, ot
p q p des group P yeliques,
p est un entier premier. A cette fin, en utilisant le Corollaire 4.5.36, il suffit de trouver un

élément d’ordre

(Z / pZ)X‘ dans ces groupes. Pour les groupes cycliques de tel type on
donne au-dessous ces éléments. C’est une bonne idée de vérifier par vous-mémes que les

ordre de ces éléments sont effectivement ’(Z / pz) X

— [21 € (Z/52)"
— Ble (Z/7z)
— [21 € (Z/oz)"
— [2 € (Z/112)
— [21€ (Z/132)

(3) On démontre en série d’exercices que si n est un entier impair, alors (Z/an) = (Z/nZ) .
Cela nous permet aussi d’éliminer plusieurs entrées.

(4) On démontre en série d’exercices que (Z/167,) = L /g7, x L /o7,

ordre 1V 2V 3V 4 5V 6 TV 8
le

groupes | groupe | Z/27, | Z/37, | Z/47, L5z | Z/ez, LZlvg | Z/sz7,
trivial

(fsz)” S (Zhez)”

Z)oz x )2z (Zf7z)* (Z/2z)"
(Zf9z)™ Z/2z,x L4z
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9 10 11v |12 13v |14
Z /g7, Z /107 Z/1z | /127 Z/137, | Z/147
(Z/32)** | (Z}11z) ™ Ay

(Z/997) Z /97, x Ss

Z /37, % (Z/22)™

(Zf137)"

7

7Z

9Z
Z 147
Z 5Z

couleur bleue : groupes non-abéliens

4.6 GROUPES DIEDRAUX

Notre tableau des petits groupes est dominé jusqu’ici par des groupes abéliens. 11 s’avére
qu’en général, le nombre de groupes non-abéliens d’ordre n est typiquement plus grand que le
nombre de groupes abéliens du méme ordre lorsque, dans la décomposition de n en produit de
nombres premiers, apparaissent des premiers & de grandes puissances. Nous ne préciserons pas
cette assertion, mais nous construirons dans cette section de nouveaux groupes non-abéliens :
les groupes diédraux.

Définition 4.6.1. Pour un entier n > 3 considérons l'ensemble V := Z /7. On dit que [i] et
[j] € Z/p7, sont adjacents, si [i — j] = [1] ou [—1]. Le groupe diédral D, est le sous-groupe
du groupe symétrique Sy sur 'ensemble V' contenant les éléments qui envoient chaque paire
d’éléments adjacents de V' sur des éléments adjacents.

Remarque 4.6.2. Pour voir que le sous-ensemble de Sy considéré dans la Définition 4.6.1
est en effet un sous-groupe, il faut vérifier les conditions de la Proposition 4.3.2. Cela est une
conséquence des faits suivants :

(1) T'identité préserve I'adjacence,

(2) une composition de permutations préservant ’adjacence préserve 'adjacence, et
inverse d’une permutation préservant ’adjacence préserve ’adjacence.

3) 7 d tat t I'ad]j I’ad]j

En fait, pour une structure quelconque en mathématiques, les bijections préservant cette struc-
tures forment usuellement un groupe. Par exemple, si on prend les bijections préservant la
structure linéaire d’un espaces vectoriel de dimension n sur un corps k, on obtient le groupe
linéaire GL(n, k).

Exemple 4.6.3. Considérons Dg qui est définit en utilisant V = Z/ 47, Réfléchissons tout
d’abord & quels o € Dy existent avec a([0]) = [i] pour un élément fixé [i] € Z/47. Puisque
I’adjacence doit étre préservée par «, on a deux possibilités :

(1) a([j]) = [i] + [4] pour chaque j € Z/47, et
(2) a((j]) = [i] - [j] pour chaque j € Z/4z,
En fait, vu que l'adjacence est préservée par ces deux applications, elles sont les deux des

éléments de Dg. On dénote la premiére par o; et la deuxiéme par 7;. On utilise aussi la notation
o := 01 et T := 19. Notons qu’on a

o; =o' T =0'T TOT =0~
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On vérifie la derniére equation

(ror) () =7 (o (7)) = 7(o(=D) = r(L =) =G -1 =0 ') (46a)

Définition 4.6.4. Pour un entier n > 3, on définit o et 7 € Dy, comme dans 'Exemple 4.6.3 :
— o([j]) = [1] + [j] pour chaque j € Z/p7, =V, et
— 7([j]) = [~j] pour chaque j € Z/p7,=V.
Remarque 4.6.5. Comme dans I'Exemple 4.6.3, on voit que Do, contient 2n éléments, qui
sont les suivants : o
{ o', o't { 0 <i<n—1 est un entier }
2

Toujours comme dans I’Exemple 4.6.3, on a aussi les identités o® = e, 72 = e et 7o = 07!, La
démonstration de cette identité est la méme, et est donc donnée par le calcul (4.6.a).

Exemple 4.6.6. On visualise les éléments de Dg dans le diagramme au-dessous :

@ @
: YAy
@@

@ 0} ®
- ‘ /‘
gf @@ @‘@’ 2,

En particulier on voit que Dg = S3.

Remarque 4.6.7. On peut aussi définir Ds,, comme le groupe des isométries du plan qui pré-
servent un polygone régulier d’ordre n, o isométrie signifie que c’est une bijection du plan qui
préserve la distance entre les points. Cette définition est liée & 1’étude des formes bilinéaires,
qui ne seront introduites que dans le cours d’Algébre linéaire II. Par conséquent, nous ne déve-
lopperons pas le point de vue des isométries pour Ds, dans notre cours, mais il est important
de connaitre cette description alternative.

En utilisant les résultats de cette section, on peut mettre & jour notre tableau des petits
groupes.

ordre 1V 2V 3V 4 5V §] 7TV 8
le
groupes | groupe | Z/27,| Z/37,| Z/47, Z/sy | Zlez | L)1z, | /87,
trivial
Z /97, x L/o7, Ss Z/og, x L/47,
D (2/22)""
Dg
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9 10 11v |12 13v |14 15

Z /97, Zhoz| Z/11z | Z/122 L1137, | Z/1a7 | Z/152
(Z/?)Z)EB2 Do Ay Dy
Z /o7, x Ss
)3z x (Z)22)""
D12

Z 6

couleur bleue : groupes non-abéliens

4.7 SOUS-GROUPES ENGENDRES, GROUPES LINEAIRES ET GROUPE DES QUATERNIONS

Lemme 4.7.1. Si G est un groupe, et H; < G sont sous-groupes pour chaque i € I, alors
Nicr Hi € G est aussi un sous-groupe de G.

Démonstration. En utilisant la Proposition 4.3.2, il suffit de vérifier que H := (;c; H; est
non-vide, stable pour la multiplication et stable pour 'inverse.

Premiérement, par la Proposition 4.3.2, e € H; pour chaque ¢ € I, ce qui implique quee € H
et par conséquent H # ().

Pour les deux autres conditions prenons g, h € H. On a que g, h € H; pour chaque i € H;.
En appliquant Proposition 4.3.2 pour H; on obtient que gh et g~' sont contenus dans H; pour
chaque i € I, ce qui implique que gh,¢g~ ' € H. ]

Définition 4.7.2. Si G est un groupe, et S C G est un sous-ensemble, alors le sous-groupe (S)
engendré par S est le sous-groupe H de G qui est minimal pour la propriété d’inclusion S C H
(en d’autres termes, pour chaque H' < G tel que S C H on a H C H').

On note que (S) existe puisqu’il est donné par

()= () H
SCH<G

qui est un sous-groupe de G par le Lemme 4.7.1 (notez que U'intersection se fait sur un ensemble
non-vide, puisque S C G < G).

Remarque 4.7.3. Pour S = {g} pour un élément g € G, on a

(9) = {g})
~— =
T T

’ défini au point (2) de 'Exemple 4.3.6 ‘ ’ défini dans la Définition 4.7.2 ‘

En fait, (g) est défini comme l’ensemble des élément ¢, n € Z. Ses éléments doivent étre
contenu dans ({g}) par la Proposition 4.3.2. Ca donne (g) C ({g}). Pour 'autre inclusion on
remarque que (g) est un sous-groupe parce qu’il est égal a im dexp,. Il est alors I'un des H dans
l'intersection qui définit ({g}).

Notation 4.7.4. Dans la veine de la Remarque 4.7.3, si S = {¢g1, ..., g-} est un sous-ensemble
fini d’un groupe G, alors on utilise la notation (g,...,g,) pour (S).
De la méme facon, si Hi, ..., H, sont des sous-groupes de G, on dénote (| J, H;) par (Hu,..., H;).
Si il existe un sous-ensemble S C G tel que (S) = G, alors on appelle S une (partie)
génératrice de G. Si G posséde une génératrice finie, on l'appelle de type fini.

Remarque 4.7.5. Si H; = (g;) pour des éléments g; d’'un groupe G, alors (Hy,...,H,) =
(g91,---,9r). En fait, le coté gauche est défini comme le plus petit sous-groupe qui contient tous
les H; et le coté droit est défini comme le plus petit sous-groupe qui contient tous les g;. Ainsi
il suffit de démontrer que chaque sous-groupe qui contient tous les g; contient aussi tous les H;,
ce qui est automatique parce que les H; sont les sous-groupes engendrés par les g;.
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Le probleme avec la Définition 4.7.2 est qu’elle ne permet pas, en pratique, d’identifier le
sous-groupe (S). Par exemple, étant donnés deux élément g, h € G, elle ne nous donne pas une
maniére de faire la liste des éléments de (g, h). La proposition suivante résout ce probléme :

Proposition 4.7.6. Si .S C G est un sous-ensemble d’un groupe, alors le sous-groupe engendré
par S est exactement l'ensemble des produits des éléments de S et de ses inverses :

(S) = { yiy2.- .- Yr

Vlgigr:yiouy;165} (4.7.a)

Démonstration. On procéde par double-inclusion.
Par la Proposition 4.3.2 les éléments y1ys ...y, de (4.7.a) doivent étre contenus dans le
sous-groupe engendré par S, parce que c’est un sous-groupe de G qui contient S.
En utilisant U'inclusion déja démontrée, il suffit de prouver que I'ensemble de (4.7.a) est
un sous-groupe. Grace a la Proposition 4.3.2, il suffit de démontrer que ’ensemble de (4.7.a)
est stable par la multiplication et par 'inverse.

Prenons deux éléments ¢ = y1 ...y, et h = yp41...ys comme dans I'équation (4.7.a). En

particulier y; ou y;l € S pour chaque 1 < i < s. Dans cette situation gh = y;...ys et g~' =

oty ! sont aussi des éléments de I'ensemble de (4.7.a), ce qui conclut notre démonstration.

O
Exemple 4.7.7. Par la Proposition 4.4.6 :
Sp={(ij)|1<i<j<n).
Autrement dit les transpositions forment une partie génératrice de S,

Exemple 4.7.8. Pour S; on a
((12), (123))=25;3

En utilisant le Théoréme 4.5.7, il suffit de démontrer que ‘< (12), (123) >‘ > 3. Cest évident,

parce que id, (1 2), (12 3) et (12 3)% = (1 3 2) sont 4 éléments différents.
De la méme facon on a

((12). (23)) =55

parce que (2 3)(1 2) = (1 3 2).

En somme, S, a beaucoup de parties génératrices différentes de celle de ’'Exemple 4.7.7. Par
exemple, pour S3 on peut enlever (1 3) de cette partie génératrice, ou on peut aussi enlever (2 3)
et ajouter (1 2 3). Il y a un exercice dans la série de cette semaine qui montre qu’en fait pour
chaque S, les transpositions des éléments adjacents (i i + 1) forment une partie génératrice.

Exemple 4.7.9. Il est établi dans un exercice que tous les sous-groupes propres de Ay sont
d’ordre au plus 4. Ca implique que < (12)(34), (123) > = Ay, parce qu'on peut donner plus
que 4 éléments distincts de ( (1 2)(34), (123) ) :

id, (12)(34), (123), (132), (123)(12)(34)=(134)
Exemple 4.7.10. La Remarque 4.6.5 nous dit que {0, 7} est une génératrice de Da,.

Les exemples précédents étaient sur les groupes non-abéliens. En fait, pour les groupes
abéliens la situation est méme plus facile, ¢ca ressemble beaucoup & ce qu’on a vu pour les
espace vectoriels. Ca veut dire que les éléments du sous-groupe engendré sont des combinaisons
linéaires de la partie génératrice, mais avec coefficients en Z au lieu d’un corps :
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Proposition 4.7.11. Si h, f € G sont des éléments d’un groupe abélien (écrit additivement),
alors

(h,f)={nh+mf|nmeZ}
Si de plus o(h),o(f) < oo, alors

<h,f>:{nh—|—mf‘n,m6Z, 0<n<o(h), 0§m<0(f)}
/]\

’ combinaison linéaire avec coefficients dans Z‘

Démonstration. 1l suffit de démontrer que pour S = {h, f} on peut écrire 'expression g =
Y1y2 ... yr en (4.7.a) dans le forme nh + mf pour n,m € Z. En fait, en utilisant le fait que G
est abélien on peut bouger tous les y; qui sont égaux & h ou a h~! a coté gauche, et tous les
y; qui sont égaux a f ou a f~1 a coté droit. Aprés ce regroupement il faut juste noter que le
produit des facteurs de premier type est égal & nh pour un n € Z (écrit additivement), et le
produit de deuxiéme type est égal & m f pour un m € Z. O

Exemple 4.7.12. Soit G = Z/97,x L /o7, x Z /o7, et h, f € G les éléments h = ([1], [1],[0]) et
f=([0],[1], [1]). Alors (h, f) contient 4 éléments : e, h, f et

h+ f = ({1], (1], [0]) + ([0], [1]; [1]) = (1], [0], [1])-

Remarque 4.7.13. En itérant le Proposition 4.7.11 on obtient que si ai,...,a, € G sont
éléments d’ordre finis d’un groupe abélien G, alors

(ar,...,ar) :{ inlai

=1

n; € 7, Ogni<0(ai)}

Corollaire 4.7.14. Si ¢ : G — H est un homomorphisme et S C G est un sous-ensemble, alors

¢ ((S)a) = (6(5)u

Démonstration. C’est un corollaire direct de la Proposition 4.7.6, parce que
9=0y2...yr) pour y; ou y; ' € 5

T
9=2¢1)o(y2) ... d(y,) pour yi ouy; ' €5
T
g = 2122 ...% POUT 2; Ou z{l € ¢(9)

O]

On démontre maintenant qu’il y a un cas ou le sous-groupe engendré par deux sous-groupes
peut étre calculé facilement. Ce cas contient la situation ou 1'un des sous-groupes est normal,
mais on peut l'inscrire dans une situation plus générale, pour laquelle on fait la définition
suivante :

Définition 4.7.15. Pour H < G le normalisateur est 'ensemble de g € G tel que conjugaison
par g stabilise H. Avec les formules :

No(H)={geG|gHg ' =H },

ou
gHg*1 = { ghg*1 ‘ he H }

C’est un sous-groupe de G en utilisant le Lemme 4.7.18.
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Remarque 4.7.16. Si G est fini, alors une maniére équivalente de formuler la Définition 4.7.15

est :
NgH)={geG|VheH: ghgo' € H } (4.7.b)

En fait la condition de (4.7.b) est équivalente & gHg~! C H, qui & son tour en multipliant par
g a droite est équivalente & gH C Hg. Finalement par le Lemme 4.5.3 gH C Hg est équivalent
a gH = Hg quand G est fini.

En revanche si G est infini, il existe des exemples qui montrent qu’on ne peut pas défi-
nir Ng(H) en utilisant (4.7.b). On donnera un tel exemple dans les exercices dans quelques
semaines.

Remarque 4.7.17. Considérons H < G, qui par définition signifie que gHg~' C H pour
chaque g € G (Définition 4.5.15). Contrairement & la situation générale expliqué dans la Re-
marque 4.7.16, dans ce cas on peut démontrer que en fait gH¢g~' = H. La raison est la suivante :
puisque H est un sous-groupe normal, conjugaison par g et par g~ nous donne des automor-
phismes « et 3, respectivement, de H. Dans ce cas ce n’est pas important que « et 8 sont
homomorphismes. Il suffit de les traiter juste comme des applications d’ensembles H — H,
et ainsi on ne vérifie pas qu’ils sont des homomorphismes. Ce qui est important est que « et
[ sont inverses I'un de autre, qui nous donne qu’en fait ils sont bijectifs, et par conséquent
gHg™' = H. Cette propriété d’inverse est vérifié dans les calculs suivants :

Vhe H: Bla(z)) =g tgzg lg=2x et a(f(z)) = g9 tzgg ™ =2
Lemme 4.7.18. Si H < G, alors Ng(H) est un sous-groupe de G.
Démonstration. 1l faut vérifier les trois conditions du Proposition 4.3.2 :

(1) Ng(H) # 0 parce que eHe ' = H.
(2) Sig,f € Ng(H), alors gf € Ng(H) parce que :

fH(gf) ' =gfHf ‘g =gHg ' = H
9fH(g g g 9T S

|feNa(H)] |g€Na(H)]

(3) Si g€ Ng(H), alors g~! € Ng(H) parce que :

_ _1\—1 _ _ _
g H(gh) =g 1H9?g lgHglg=H

g9 € Na(H)
0
Exemple 4.7.19. Considérons g =(1234)€ Sy =Get H=(g) <G.On a
(13)g(13)=(13)(1234)(13)=(1432) =4 (4.7.)

On a démontré dans un exercice que o : g — (1 3)g(1 3) est un automorphisme de G. Le calcul
suivant nous démontre que H est stable par « :

a(H) =« ={o = (¢®N=H
(H) (<9>)T<(g)>T<g>T

’ Corollaire 4.7.14 ‘ (4.7.¢) ’gg est aussi une générateur de H parce que o(g) = 4

Autrement dit, on obtient que (1 3) € Ng(H). Pour calculer Ng(H) précisément on a besoin
de la Proposition 4.7.20.
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Aprés qu'on a défini le normalisateur on peut formuler la description plus facile du sous-
groupe engendré dans un cas particulier :

Proposition 4.7.20. Si H < G et F < G tel que F C Ng(H), alors (H,F) = HF = FH, ou
l'on écrit

HF ={ hfeG|heH, feF}
et

FH={fheG|heH, fEF}

On note aussi que la condition F C Ng(H) est satisfaite si H < G.

Démonstration. Par symétrie il suffit de démontrer que (H, F') = HF. Par la Proposition 4.7.6,
ona HF C (H, F). Ainsi il suffit de démontrer que HF est déja un sous-groupe. En utilisant la
Proposition 4.3.2 il suffit de démontrer que HF # ), et que HF est stable pour la multiplication
et l'inverse. La premiére de ces conditions est automatique, parce que e =e-e € HF.

Ainsi il suffit de démontrer que HF' est stable pour la multiplication et I'inverse. Pour cela
prenons h,h € H et f, f € F. Les calculs suivants concluent notre démonstration :

hfhf=nfhf”! ff € HF (W)~ =f"th =T [T e HE
S~ —
T 7 T
€ H parce queFQNG(H)‘ er ’€Hparce qungNG(H)‘

O

Exemple 4.7.21. On continue ’'Exemple 4.7.19. Grace a 'Exemple 4.7.19 on sait que ((13)) C
N¢g(H). En utilisant Proposition 4.7.20 on obtient que ((13))H est un sous-groupe de G qui
est contenue dans Ng(H). Parce que ((13))H est I'union des deux classes a gauche de H il
contient 8 éléments. Alors, Ng(H) contient un sous-groupe d’ordre 8 est il est contenu dans G
dont 'ordre est 24. En utilisant Théoréme 4.5.7 on obtient que soit Ng(H) = Sy ou Ng(H) =
((13))H. Cependant on peut exclure la premiére possibilité par le calcul suivant qui conclut la
démonstration de 1'égalité Ng(H) = ((13))H :

(123)(1234)(132) =(1423)¢ H

On a vu dans 'Exemple 4.7.21 une application de la Proposition 4.7.20 pour laquelle F' C
Ng(H) mais H 4 G. On donne aussi des applications pour lesquelles méme H < G est satisfait :

Exemple 4.7.22. Considérons Dj5. Premiérement on prétend que H = <o3> est normal. Pour
cela il faut démontrer que H contient les conjugués de tous ses éléments. Pour e c’est automa-
tique parce que le seul conjugué de e est lui-méme. Le sous-groupe H contient un seul autre
élément : o3, parce que 0% = e par la Remarque 4.6.5. Ainsi il suffit de démontrer que chaque
conjugué de o3 est aussi lui-méme. Pour cela, notons d’abord que chaque élément de D1g est
de la forme ¢ ou 70?, aussi par Remarque 4.6.5. Ainsi la vérification est donnée par les calculs
suivants :

(O'Z) 0_30_120_ 20_30_120_3
P . e . . . . . . e _ . . _
(r0') " o*(ro") =o't o 0! = 0T irod 10" = o irorTorToTo =00 o oot = 078 = 6
’ Proposition 4.1.6 H 72 = e par la Remarque 4.6.5 ’ 2 =e ‘ ’ ToT =0 ! ‘ ’ 0% = e par la Remarque 4.6.5

On a fini de démontrer que H < G. Prenons F = (7) qui est un autre sous-groupe d’ordre 2.
Dans ce cas
(03,7) = (H,F) = {e,7,0%,70%}
T T

Remarque 4.7.5 ’ Proposition 4.7.20 ‘
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Puisque 7 et 0% sont des éléments distincts et non-égaux a e, alors on obtient que (03, 7) < D1y
est un sous groupe d’ordre 4. Puisque tous les éléments sont d’ordre 2, on peut voir en utilisant
I'un des exercices que (03, 7) = Z/27 x 7./ 2.

Finalement on note que (o2, 7) n’est pas un sous-groupe normal de D1y, parce qu’on a vu
dans un des exercices que {7,702, 704} est une classe de conjugaison.

Exemple 4.7.23. On démontre que la Proposition 4.7.20 n’est en général pas vraie si aucun
des deux sous-groupes n’est inclus dans le normalisateur de 'autre. Par exemple, prenons H =
((12)) et FF'=((23)) dans S3. Dans I'Exemple 4.7.8 on a démontré que (H, F) = S3. Cependant
HF # S5 parce qu’il contient au plus 4 éléments. En fait HF U FFH # Ss, parce qu’en dehors
de id, (1 2) et (2 3), cette union contient seulement les deux éléments suivants :

(12)(23)=(123) (23)(12) =(132).

Autrement dit, S3\ (HFUFH) = {(1 3)}. Remarquez néanmoins qu’on peut écrire (1 3) comme
un produit triple : (1 2)(2 3)(1 2) = (1 3), et donc qu'on a HFH = Ss.

Prochainement on construit un nouveau groupe non-abélien de petit ordre. C’est un sous-
groupe engendré par deux éléments d’un autre groupe, qui apparait souvent en mathématiques.

Définition 4.7.24. Soit k un corps, comme défini en algébre linéaire (on s’intéresse principa-
lement aux cas k = Q, R, C ou [, ol I}, est juste Z / pZ pour p premier, avec la multiplication
donnée par la structure de monoide construit dans I’Exemple 4.1.16). On dénote par GL(n, k)
le groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension n sur k, qui peut étre défini & la méme fois
comine le groupe des matrices n X n sur k ou comine le groupe des automorphismes k-linéaires
de k™. La multiplication est la multiplication des matrices dans le premier cas et la composition
des automorphismes dans le deuxiéme cas.

Exemple 4.7.25. Une matrice 2x2 a coeflicients dans Fy appartient & GL(2, Fy) si et seulement
si ses colonnes forment une famille libre. Cela veut dire que la premiére colonne doit étre non-
zero, et la deuxiéme doit étre un vecteur non-zero qui n’est pas un multiple scalaire de la
premiére colonne. La liste d’éléments de GL(2,F3) est alors :

-G D G T8 GO - 6

Un exemple de la multiplication est donné par :

Définition 4.7.26. Considérons le sous-ensemble Qg de GL(2,C) qui contient les éléments

sulvants :
S (L Oy (i 0) _ (0 -1\ [0 -i
o 1) Vo —i)077\1 o) " 4 o

ainsi que les éléments suivants

@) () )

La Proposition 4.7.27 ci-dessous nous dit que Qg est en fait un sous-groupe de GL(2,C), que
I'on appelle le groupe des quaternions.

Notez qu’il faut distinguer le ¢ € Qg et le i € C utilisé dans les matrices au-dessous. Ce sont
deux éléments différents, appartenant a deux ensembles différents ; ce n’est cependant un hasard
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que les notations soient les mémes, cela est relié & une autre définition possible du groupe des
quaternions.

Remarquons aussi que le groupe Qg n’est pas abélien (cf la Proposition 4.7.27), donc les
notations —e, —i, —j, —k ne se référent pas & la structure de groupe de (Jg, mais il référent a
prendre la matrice —A associé aux matrices A = e i, j, ou k.

Proposition 4.7.27. Le sous-ensemble Qg de la Définition 4.7.26 est un sous-groupe de GL(2,C).
De plus on a les égalités :

(—e)?> =e, ?=j>=k*=—¢, ij=k, ji=—k, jk=1i, kj=—i, ki=7j, ik=—j
/]\

les produits de deuz éléments adjacents dans l’ordre de la rotation i — j — k — i est le troisieme élément,
et les produits de deux éléments adjacents dans l'ordre opposés est l'opposé du troisiéme élément

Démonstration. On vérifie les conditions de la Proposition 4.3.2. La condition Qg # 0 est
automatique. Vérifions maintenant que Qg est stable pour la multiplication et pour 'inverse.

’Qg est stable pour 'inverse :‘ Il est clair que €2 = (—e)? = e. Ainsi on calcule que pour
Ae{i,j,k} ona A(—A)=e:

i 0\ /=i 0\ (0 —1\/0 1\ (0 =i\ [0 i\ (10
0 —i)\0 ) \1 0)\-1 0/ \—=i 0/)\i 0/ \0 1
’Qg est stable pour la multiplication : ‘Puisque, pour de quelconques éléments A, B € GL(2, C),
ona(—A)B=—-AB = A(—B) et (—A)(—B) = AB, il suffit de verifier que si g, f € {e,1,j, k}

alors gf € Qg. C’est évident si e = g ou si e = f, alors on peut supposer que g, f € {i,j,k}. On
vérifie ces produits :

L (I G A C T | ST R T

I%
Il
<
N
Il
> —

Remarque 4.7.28. En utilisant la Proposition 4.7.27, on voit que (Jg est non-abélien, par
exemple ij = k # —k = ji. Cependant, Qg n’est pas loin d’étre abélien, dans le sens suivant :
Qs posséde des sous-groupes normaux H abélien tel que @s / H est aussi abélien. Par exemple,
on peut prendre H = (i). C’est un sous-groupe cyclique d’ordre 4. Par le Corollaire 4.5.36 on a
H = Z/4z, et H < G par le Lemme 4.7.29. Ainsi G/H est un groupe d’ordre 8/4 = 2. Cela

implique que G/H = Z/QZ.

Lemme 4.7.29. Si G est un groupe fini et H < G est tel que [G : H| =2, alors H < G.
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Démonstration. En utilisant la Remarque 4.5.17, il suffit de démontrer que pour chaque g € G
on a gH = Hg. Si g € H c’est automatique, parce que les deux codtés de I’équation sont
simplement H. Ca veut dire qu’on peut supposer que g € G \ H. Dans ce cas, gH est un sous-
ensemble de G de la taille @ (Lemme 4.5.3) tel que gH N H = (), et la méme observation est
valable pour Hg. Parce que |G| = 2|H|, on a forcément gH = G\ H = Hg. O

On continue en démontrant que Qg est un sous-groupe de GL(2,C) engendré par deux
éléments :

Exemple 4.7.30. On démontre que Qs = (i, 7). On a déja vérifié que Qg est un sous-groupe,
il suffit donc de démontrer que Qg C (7, ). Il est automatique que 4, j, e € (7, j). On verifie que
les autres 5 éléments de Qg sont aussi contenus dans (7, j) dans le calcul suivant, ou on utilise
plusieurs fois les égalités démontrées en Proposition 4.7.27 :

—e=i%  —i=(-e)-i=i"  —j=(-e)-j=j% k=ij; —k=(-e)ij=1i]

Exemple 4.7.31. Le groupe G = GL(n, k) contient beaucoup de sous-groupes intéressants.
Nus donnons ici quelques exemples :
(1) Z(G)={a-1|ack\{0}}, onI estlamatrice identité (c’est-a-dire, la matrice dont les
coefficients diagonaux valent 1, et dont les autres coefficients valent 0). Nous détaillons ici
le cas n = 2, le cas général étant similaire mais plus laborieux & détailler. Considérons

01 11
S_<1 O) et T—<O 1)
Les inverses des S et T sont les matrices suivantes, ce qu’on peut vérifier en calculant les
identitées SS™1 =TT =1

a1 -1 1 -1
S=S5""etT <() 1)

Calculons le conjugué d’une matrice générale

4 <a11 au)
az1 a2
par S :

—1_ (0 1) fann a2 (0 1) _ fasn az) (0 1) _ (a2 ax
SAS _(1 O> <a21 a22> (1 O>_<a11 (112) <1 0)_((112 all) (47d)

et par T :

_ 1 1\ (a1 a 1 -1 a1 +a ais + a 1 -1
1_ 11 612 _ fan 21 Q12 22
rart = 1) (o o) o 2) = (M ) 6 )

_ (a11 t+a21 aiz+a —ain — a2 (4.7.¢)
a1 a22 — 421

En utilisant (4.7.d) on obtient que si A € Z(G), alors :

a1l a12 aze a9l
= = a1 = a2 et a2 = azy
a1 a2 a2 ail

Si on utilise la notation b = a1; et ¢ = aq9, ¢a veut dire qu’on a

A— (an a12> _ <b C)
as1 a9 c b



4.7. SOUS-GROUPES ENGENDRES, GROUPES LINEAIRES ET GROUPE DES QUATERNIONST1

En utilisant cette fois (4.7.e), on voit que si A € Z(G) alors
<b C) _ <a11 CL12> _ <a11 +az1 a2 +ax —aj; — a21>
c b a1 a2 a1 a2 — 21
_(b+c c+b—=b—c\ (b+c O
o c b—c o c b-—c

On obtient que ¢ = 0. En conséquence on obtient que si A € Z(G) alors A est de la forme

b 0 10
A(O b>b<0 1)6[

Inversement, supposons que A = bl. Alors A commute avec toutes les matrices : si X € G,
XAX ' = XbIX ' =bXIX ' =bXX " =0 = A

En somme on a trouvé que Z(G) = { bI | b € \{0} }. Si k = F,, ceci implique que
2(G) = p—1.

Nous laissons en exercice la généralisation de ce raisonnement a un entier n > 0 arbitraire
On prétend que Z(G) est beaucoup plus petit que G. Dans une autre exercice vous calcu-

lerez que
n—1

|GL(n,Fp)| = [ (0" —1")
=0
Comparons l'ordre de GL(n,F,) et de Z(GL(n,F,)) pour les petites valeurs de n et p dans
le tableau suivant :

P 213 |2 )

| GL(n,F,)| 6 | 48 | 168 | 480

1Z(GL(n,Fp))| [ 1]2 [1 |4

On voit ainsi que le centre de GL(n,[F,) est beaucoup plus petit que GL(n,F,) lui-méme,
ce qui indique que GL(n,F,) est trés loin d’étre commutatif. On précisera cette proposition
dans le point final de cet exemple.

(2) On définit le groupe projectif linéaire PGL(n, k) := GL(n, k>/Z(GL(n,k))~ Notons que
le centre d’un groupe et toujours un sous-groupe normal, ce qui implique que le quotient
GL(n, k>/Z(GL(n, k)) est bien un groupe.

Par exemple si k = F3 alors dans PGL(n,F3) on a

{<%][%>}:[<%][%><%][%>}:[<%][%>}

Les crochets autour des coefficients désignent les classes d’équivalence obtenues par pas-
sage au quotient Z — Z / 37, et les crochets autour des matrices désignent les classes
d’équivalences obtenues par passage au quotient GL(n,Fs) — PGL(n,F3).

(3) Le tore mazimal standard T'(n, k) est le sous-groupe de GL(n, k) qui contient les matrices
diagonales, c’est-a-dire les matrices de la forme

d 0 ... 0
0 do ... O

0 0 ... dy
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pour d; € k\ {0}. On démontre que T'(n, k) est un sous-groupe en vérifiant les conditions
de la Proposition 4.3.2. Premiérement T'(n, k) # ) parce que I € T'(n, k). Deuxiémement
T'(n, k) est stable par la multiplications parce que

di 0 ... 0\ /di 0 ... 0 did, 0 ... 0
0 dy ... 0|[o0 & ... 0 0 dody ... 0
0 0 ... doJ \O 0 ... d 0 0 ... dyd,

Finalement T'(n, k) est stable par U'inversion parce que

d 0 ... 0\ /d' 0 ... 0 10 ...0
0 do ... 0 0 dy' ... 0 01 ...0
S L .| = =1
0 0 ... dy 0 0 ... d;t 00 1

En fait, on vérifie immédiatement que pour chaque 1 <+¢ < n on a un homomorphisme

1 ...000 ...0
0 ... 100 ...0
= (k\{0},)3d—~ [0 ... 0 d 0 ... 0
0 ...00 1 ...0
0 ...000 ... 1

/]\

i-iéme colonne

et dans la méme fagon 'application suivante est un homomorphisme :

d 0 ... 0
o 0 dy ... 0
() 5 (dh,....dn) — | . | eT(n, k) (4.7.1)
0 0 ... dp

L’application décrite en (4.7.f) est clairement une bijection. On obtient que
(k)" = T(n, k)

En particulier, pour k£ = [F, on obtient que

((2/pz)) " =70, )

Le sous-groupe standard de Borel B(n,k) contient les matrice de forme

0 * ... * =x
Do Lo (4.7.g)
0 0 ... x =«
00 ... 0 =«

ol le symbole x dénote un élément quelconque de k en-dehors de la diagonale, et un
élément quelconque de &\ {0} sur la diagonale — en effet, puisque B(n,k) C GL(n, k) et
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que le déterminant d’'un élément de la forme donnée en (4.7.g) est égal au produit des
coefficients diagonaux, on voit qu’aucun coefficient diagonal ne peut étre égal & 0. Comme
d’habitude on va démontrer que B(n, k) est un sous-groupe en montrant qu’il est stable
pour la multiplication et 'inverse.

Stabilité par la multiplication : ‘ Pour montrer que le produit de deux matrices de B(n, k)
appartient encore & B(n, k), il faut démontrer que le coefficient (i, 7) d’un tel produit vaut
0 quand 7 > j, ol 7 est le numéro de la ligne et j est le numéro de la colonne. Pour calculer
un tel coefficient, il faut faire une produit d’un vecteur horizontal et d’'un vecteur vertical

de forme suivante :

*
*
(0 ... 0 % ... %) (4.7.h)
0
/]\

les entrée dans les positions

{1,...,i—1} sont 0 0
/]\

les entrée dans les positions
{j+1,...,n}sont 0

On voit qu’en calculant le produit de (4.7.h) dans chaque position il y a 0 au moins dans
un des vecteurs. On obtient que le produit de (4.7.h) vaut 0 si ¢ > j, et est de la forme
ab#0sii=j.

‘Stabz‘lité par inversion ‘ 11 faut démontrer que l'inverse d’une matrice A telle qu’en
(4.7.g) est aussi de cette forme. Pour cela, il est utile de savoir qu’on peut calculer 'inverse
en utilisant I’élimination de Gauss sur les deux matrices A et I parallélement. Comme A est
déja une matrice triangulaire supérieure, le premier pas consiste a soustraire un multiple
adéquat de la derniére ligne aux autres lignes :

ailp ... a1 n—2 ajl n—1 A1n 1 ... 000
0 e Apn_—2 pn—2 An—2 n—-1 Qan—2 n 0O ... 100
0 0 Ap—1 n—1 0Aanpn—1n 0 ... 1 0
0o ... 0 0 ann, |0 ... 0 0 1

!

aiy ... Q1 np-2 aipn-1 01 ... 0 O —%
0 cee Ap—2 n—2 Anpn—2 n—1 00 ... 1 0 _an(;#
0 0 an-1n-1 0|0 0 1 —fe=in
0 ... 0 0 1o ... 00 =

Remarquez que la méme opération sur la matrice I produit une matrice du type

1 ... 0 0 =%
0 1 0 =
0 .0 1 x
0 .0 0 =
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On recommence ensuite le processus avec l'avant-derniére ligne et les lignes supérieures.
Aprés avoir éliminé la n — 1-iéme colonne, la matrice de droite devient

1 ... 0 % =%
O 1 ko ok 9
0O ... 0 % =«
0 0 0 =x

On poursuit le processus ligne aprés ligne, jusqu’a obtenir & gauche la matrice identité. On
obtient a droite la matrice A™!, qui est diagonale supérieure, et ses coefficients diagonaux
sont non-nuls, puisqu’égaux & ai_il. Donc l'inverse de A appartient a B(n, k).

Exemples spécifiques : ‘ Voici un exemple explicite : B(2,Fy) contient seulement deux élé-

LT

Par conséquent B(2,F3) = Z/97. Cest une exception : en général B(n,F,) n’est pas
abélien. Par exemple dans B(2,F3) on a déja des éléments qui ne commutent pas :

GOED-GDED-GNEN

ments, a savoir

Le sous-groupe unipotent standard U(n, k) est constitué des matrices de la forme
1 = * %
0 1 ... % =x
0 0 1 =
0 0 01

La démonstration que U(n, k) est un sous-groupe de GL(n,k) est similaire au cas de
B(n, k) et nous la laissons en exercice.

On note que U(n, k) est abélien dans davantage de cas que B(n,k). Par exemple on a
toujours U(2, k) = (k,+), puisque application

1 a
kaan—><0 1) cU(2,k)

est un isomorphisme, ce que ’on peut voir en utilisant 'identité suivante :

096 )=6"")

On montre que pour k =), tel que p # 2, on a :

Newew(T(2,k)) :{ <8 2) , <(b) g) € GL(2, k)

En utilisant la Remarque 4.7.16, il suffit de vérifier que les matrices comme dans (4.7.1)
sont exactement celles avec la propriété suivante : lorsqu’on les utilise pour conjuguer une
matrices quelconque diagonale inversible, on retrouve une matrices diagonale inversible.
Comme p # 2 on peut prendre ¢ # d € F,\{0}. Considérons la matrice diagonale inversible

(52

a,b e k\ {0} } (4.7.0)
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et soit ¢ : k* — k2 l'application k-linéaire associée & A. Cela signifie qu'on a ¢(v) =
Awv, lorsqu’on ’on muni ’espace de départ et d’arrivée de ¢ des bases canoniques. On
prétend que les matrices en (4.7.1) sont les seules matrices qui conjuguent A & une matrice
diagonale. En fait, on a appris en Algébre linéaire que la conjugaison de A par une matrice
S correspond & trouver la matrice de ¢ dans la base donné par les colonnes de S. Ainsi
il suffit de démontrer que les seules bases {v,w} de k? pour lesquelles la matrice de ¢ est
diagonale, sont de la forme

ORI IR OR0)

pour quelconque a,b € k\ {0}.
Pour établir cela, il suffit de démontrer que les vecteurs non-zéro 0 # v € k? pour lesquelles
on a ¢(v) = Av, pour quelconque X\ € k, sont les vecteurs de la forme

6 = 0

Siv= <Z>, alors I'égalité ¢(v) = Av nous donne

Ab db

(7) Vous avez appris (ou vous apprendrez bientot) en Algeébre linéaire I qu’il existe une appli-
cation det : GL(n, k) — k* = k \ {0}, appelée de déterminant, telle que det(A) det(B) =
det(AB). En particulier det est un homomorphisme. On définit le groupe spécial linéaire
SL(n, k) := ker det. Par exemple dans GL(2,F3) on a

<A“)=Au:¢v=(“‘> ? A=cetb=0,,oul=deta=0

_ (@ A —
A= <[0] [1]> = detA=[2] = A¢&SL(2,F3)

(2 Tl
B= ([0] [2]> = detA=[2][2] =[1] = AeSL(2,F;).

(8) En utilisant le Lemme 4.7.32 et le fait que Z(GL(n,k)) < GL(n,k), on obtient que
Z(GL(n,k)) N SL(n, k) < SL(n, k). On définit alors le groupe spécial projectif linéaire

PSL(n, k) = SL(0:K) / 7(GL(n, k) A SL(n, k)

En utilisant PSL (n,F;) on peut préciser de quelle maniére GL(n,F,) est trés loin d’étre
non-abélien : en effet, PSL (n,F,) est simple pour n > 2 sauf deux cas : n =2et ¢ =2 ou
= 3. Nous ne démontrerons pas ce théoréme dans ce cours.

Remarquons finalement que les groupes définis dans I’exemple précédent ont tous une structure
de groupe algébrique. Cela signifie qu’ils sont des variétés algébriques et que leurs opérations de
groupe sont des morphismes de variétés algébriques. Ce sont des notions de Géométrie Algé-
brique, que vous aborderez dans vos 3e et 4e années d’étude & ’EPFL. Nous nous contenterons
pour l'instant d’une explication intuitive : étre un groupe algébrique signifie étre ’ensemble de
solutions de certains polyndmes, et que les opérations (multiplication et inversion) sont elles
aussi définies par des polynémes. Ces propriétés donnent beaucoup de structures additionnelles
sur ces groupes, et I’'on peut utiliser ses structures pour mieux étudier et appliquer ces groupes.
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Lemme 4.7.32. St H <G et F <G, alors FNH 4 F.

Démonstration. 1l faut montrer que pour tout f € F et pour tout h € FNH ona f~'hf € FNH.
En utilisant la Proposition 4.3.2 et que tous les éléments concernés sont contenus dans F', on
obtient que f~'hf € F. Ainsi il suffit de démontrer que f~'hf € H, ce que 'on obtient en
utilisant que H est normal dans G. 0

On peut ajouter Qg et quelques sous-groupes de GL(n, F})) & notre tableau des petits groupes.
Pour y mettre les sous-groupes de GL(n,[F,) il faut utiliser les expressions des ordres de ces
groupes démontré dans un exercice :

(1) |GL(n, Fp)| = [11= (" — »)

n—1( n_ i
(2) |SL(n,F,)| = L= (r')

(3) | PGL(n, Fy)| = iz 72)
(4) B(n,Fp) = (p— 1)”p(75)

(5) U(n,Fp) = p(z)

(6) |PSL(n,F,)| = (H?(} (P"Pi))/<(P1)"(Z/pZ)X : ((Z/pZ)X>n

((Z/pz))" = { o" € (2pn)* |2 € (2/pm)" } =n- (Z/pz)"

Vous démontrerez ce point juste apres apprenant le deuxiéme théoréme d’isomorphisme
(Proposition 4.8.1) dans Section 4.8.

ordre 1V 2V 3V 4 5V 6 7V 8
Ie
groupes | groupe | Z2/27, | Z/37, | Z/47, L5z | Z/ez, LZlvg | Z/sz7,
trivial
Z /o7 x L/97, Ss Z /o7, x L/47,
GL(2,F2) (Z/QZ)EB3
Dg
Qs
U(3,Fs)
9 10 11v |12 13v |14 15
Z /g, Zhoz | Z/117 | Z/127 2137, | Z/147.| Z/157
(Z/3Z)®2 DlO A4 D14
Z /97, % S5
Z /37, % (Z/22)™
D12
B(2,Fs)
PSL(2,Fs)

couleur bleue : groupes non-abéliens
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4.8 DEUXIEME THEOREME D’ISOMORPHISME ET LES PRODUITS SEMI-DIRECTS

On a vu dans la Proposition 4.7.20 que si H, F < G et F' < Ng(H), alors (H,F) = FH. A
la suite de cette proposition, il est naturel de se demander si on peut déterminer précisément la
structure de F'H, modulo isomorphisme. La réponse est oui quand H N F = {e}, et constitue
le but principal de cette section.

L’étape principale sera de démontrer, dans la Proposition 4.8.1, que si H N F' = {e}, alors
les éléments de F' sont en bijection avec les classes a gauche de H, via la fonction f — fH. Cela
nous donnera, dans le Corollaire 4.8.2, que ’ensemble F' x H est en bijection avec F'H, via la
fonction (f,h) — fh. Méme si cette derniére fonction n’est en général pas un homomorphisme
de groupes, cette information nous permettra de comprendre aisément la structure de groupe
de FH.

Pour montrer la bijection entre F' est les classes & gauche de H, l'outil principal est le
deuxiéme théoréme d’isomorphisme, énoncé dans la Proposition 4.8.1 (le premier théoréme
d’isomorphisme était le point (2) du Théoréme 4.5.25). Pour comprendre cette proposition, il
est utile de noter qu’en utilisant le Lemme 4.7.32 on peut former le quotient £ / FNH-

Proposition 4.8.1. DEUXIEME THEOREME D’ISOMORPHISME Soit G un groupe. St H, ' < G
et ' < Ng(H), alors Uapplication

Flpapg—-FH/p=HF /g
w w

F C Ng(H)

est un isomorphisme.

Démonstration. Notons premiérement que par la Proposition 4.7.20, on a HF = FH = (H, F).
Par conséquent, puisque Ng(H) est un sous-groupe de G' (Lemme 4.7.18), on obtient que FFH C
Ng(H), ce qui implique que H < FH.

Considérons maintenant ’homomorphisme quotient ¢ : FH — F'H / H, et restreignons-le a
F. Cela donne ’'homomorphisme ¢|p : F — FH / H qui envoie f sur la classe fH € F'H / H.
On obtient I'isomorphisme de notre proposition en appliquant le point (2) du Théoréme 4.5.25
a ¢|p, apres avoir démontré que ker (éf)’F) = F N H et que ¢|p est surjectif :

ker (¢] F) = F'N H :| Par définition de ’homomorphisme quotient ker ¢ = H, et ainsi :

ker (plp) ={ fE€F | o(f)=e }=(ker¢p)NF=HNF.

‘¢\ r est surjectif ‘ Par définition F'H est recouvert par les classes & gauche de H de la forme
fH,ou f € F.On obtient que

FH/g={fH|feF}
Puisque ¢(f) = fH on voit que ¢|r est surjectif. O

Corollaire 4.8.2. Si H,F < G et F < Ng(H) tel que FNH = {e}, alors lapplication suivante
entre ensembles est bijective :
¢: HxF——>HF
w w
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Démonstration. Par la Proposition 4.8.1 on voit que n : f +— Hf induit une bijection entre
les éléments de F et les classes & droite de H dans HF'. Choisissons g € HF'. Par la Proposi-
tion 4.5.4, il existe une unique classe & gauche H f telle que g € H f, et puisque 7 est bijective,
ce f € F est unique. Cela implique qu’on peut écrire ¢ = hf pour f € FFet h € H, et en
plus f est uniquement déterminé. Cependant dans I’expression g = hf, 'élément h est aussi
uniquement déterminé, parce qu’on a h = ¢gf~'. Puisque c’est vrai pour chaque g € HF, on
obtient que £ est bijective. O

On note que la fonction £ dans le Corollaire 4.8.2 n’est pas un isomorphisme de groupes si
on munit H X F' de la structure de groupe habituelle. En effet :

(hf)(hf) = hfhf ' ff (4.8.2)
T

lerarcequeHngF‘

et donc o . .
((h f)- (0, 1)) = E((hfRF £ 1))
et si £ était un homomorphisme pour la structure de produit sur H x F, alors par injectivité
on obtiendrait (h, f) - (h, f) = (hfhf=", ff), ce qui n’est pas vrai en général.
Il est cependant possible de changer la structure de groupe sur H x F' afin que cette fonction
¢ devienne un isomorphisme de groupes. Pour cela, il est important de mieux comprendre
comment la conjugaison fhf~1 dépend de f :

Définition 4.8.3. Soit H < G et g € Ng(H). On définit Adf Papplication
Ad}l H——H

w w

h+——> ghg™!

On va démontrer, dans le Lemme 4.8.4 ci-dessous, que Ad¥ (g) est un isomorphisme, donc on
peut écrire Adf € Aut(H).
Soit F' < Ng(H). On va également démontrer dans le Lemme 4.8.4 que application

Adll F—— Aut(H)
N N\
fr——Ad{

est un homomorphisme, qui on appelle la représentation adjointe de F' sur H.

Notons que le point (1) a été démontré en série d’exercices dans le cas H = G. La démons-
tration est la méme, mais par souci d’exhaustivité on la répéte ici.

Lemme 4.8.4. Si H/F <G, g € Ng(H) et F < Ng(H), alors
H
(1) Ady € Aut(H)
(2) AdE est un homomorphisme F — Aut(H).

Démonstration. (1) On vérifie premiérement que Adf]{ est un homomorphisme. C’est démontré
dans le calcul suivant pour h,h' € H :

(Adgf (hh’)) — ghh'g~! = ghg~Lgh'g™! = (Adf (h)) (Adf (h’))

Par Lemme 4.7.18, Ng(H) est un sous-groupe de G. Par conséquent, g~* € Ng(H) et
alors Adf,l € End(H) aussi. Le calcul suivant démontre que Adf,l est en fait l'inverse de
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Adf , ce qui implique que Adf n’est pas simplement un homomorphisme, mais aussi un

isomorphisme :
AdL, (Adf(h)) =g '(ghg ")g =h,
et
AdY (Adf_l(h)) — (g hg)g~ = h.

(2) Pour vérifier que Adg est un homomorphisme, il faut montrer que pour chaque f, f € F
on a

H H H

Parce que les tous les deux cotés de 'équation désiré (4.8.b) sont des application, pour
vérifier (4.8.b) il faut démontrer que, pour un élément quelconque h € H, ces deux appli-
cations envoient h vers la méme image. On le fait dans le calcul suivant, qui conclut notre
démonstration :

- —1

(AdfoAdffif)(h) — AdY (fhf—1> — ffnflpl = ffh(ff) = Ad™(n).
0

Exemple 4.8.5. Si GG est abélien, alors la conjugaison par tout élément est triviale, et alors
Adg est ’lhomomorphisme trivial pour tous les sous-groupes H, F' < G.

Exemple 4.8.6. Considérons H = (0?) et F' = (1) dans Djs. Puisque o(c) = 6, on a H =
{id, 02,0*}. On a vu dans un exercice que {02,0*} est une classe de conjugaison de Dj2. En
utilisant que {e} est toujours une classe de conjugaison, on obtient que H < G, et en particulier
F C Ng(H). On peut alors regarder Ad¥. Par définition AdH (1) € Aut(H) est tel que

(Ad?(ﬂ) (%) =ro* 't =r0¥r =170 =07 ¥

/]\

’ o(t) =2 ‘ ’ oT =10~ ' par la Remarque 4.6.5 ‘

Plus explicitement :
(Adg(ﬂ) (02) =t (Adg(ﬂ) (04) =02

Notons que :
— Puisque |H| =3, 0na H = Z/37.

— Puisqu’exactement deux éléments de Z / 37, sont des générateurs, il existe un seul auto-
morphisme différent de l'identité, lequel échange ces deux générateurs (Exemple 4.5.33).
On obtient que Aut (Z/gz) = Z/QZ, et que Adg(T) € Aut (Z/3Z) = Z/QZ est le seul
élément non-neutre.

En particulier, en utilisant (4.8.a) on obtient que
(027) (027) = g2 ((Adg('r)) (0'2)>7'7' =o’ctrr =id #* ot = 02027

Cela nous donne un exemple explicite, o la bijection & du Corollaire 4.8.2 ne donne pas une
isomorphisme entre les groupes H x F' et HF.
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Exemple 4.8.7. Prenons G = Sy et H = Ay. Dans ce cas on a vu que H < G dans
IExemple 4.5.21, ou autrement dit Ng(H) = G. Cela veut dire qu’on peut calculer Adg pour
F = ((12)). C’est un homomorphisme

Adf : Z/9y, % F — Aut(H) < Bijy = Sy
[1] +— (1 2)

Par conséquent, cette fonction est déterminée par ¢ = AdH2 ((12)) € Sy. En d’autres termes :
la conjugaison par (1 2) induit une permutation o des éléments de H, et Adg et déterminé par
cette permutation. Cette permutation est calculable a la main. On calcule en-dessous les images
de quelques éléments par o :

a((l 2)(3 4)) ~- (1 2)((1 2)(3 4))(1 2) = (1 2)(3 4)

U((l 3)(2 4)) -yl 2)((1 3)(2 4))(1 2) = (1 4)(2 3)
o((12 3)) =(12)((12 3))(1 2) = (132)

Avoir calculé les images des quelques éléments par o, on visualise les autres images, et on vous
laisse de vérifier cette représentation en faisant les calculs (L dénote le seul sous-groupe normal

de Ay) :
(132)L
(123)L

g

o
g

La structure de groupe alternative qu’on a promis sur 'ensemble H x F' est la suivante :

Définition 4.8.8. Soient H, F' deux groupes et ¢ : F' — Aut(H) un homomorphisme. On écrit
¢ = ¢(f) pour simplifier la notation.

Le produit semi-direct H x4 F' de H et I par rapport a ¢ est le groupe sur I’ensemble H x F
pour lequel la multiplication est donnée par la formule suivante, pour tous les éléments (h, f)

et (ﬁ, f) de I'ensemble H x F' :

(b f)- (b ) = (R 0(R). £ - ]) (4.8.0)

Il est démontré dans la Proposition 4.8.10 que cette régle de multiplication donne bien un
groupe.
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Remarque 4.8.9. Notons que si ¢ est trivial dans Définition 4.8.8, alors H X F' = H X F,
parce que dans ce cas-1a ¢y (h) = h dans (4.8.c).

Proposition 4.8.10. Dans la situation de la Définition 4.8.8, H x4 F' est un groupe.
De plus :

(1) Uélément neutre est (ey,ep),

(2) (h )" = <(¢f1(h))_1,f1>,

(3) le sous-ensemble H' = H x {ep} est un sous-groupe normal,
(4) le sous-ensemble F' = {ep} x F est un sous-groupe,
(5) les applications
tg:H>h — (h,eF)€H>d¢F
et
tpF 3 f — (en,f) € HXyF
nous donnent des isomorphismes H = H' et F = F', respectivement, et

(6) en utilisant les isomorphismes du point précédent, Adg,l s’identifie avec @, ce qui signifie
que pour f € F eth € H on a

AdT ) (eu(R)) = e (¢(R)).

Démonstration. Par la Définition 4.1.1, il faut vérifier que la multiplication est associative, et
que les formules dans ’énoncé nous donnent un élément neutre ainsi que des inverses. Dans le
calcul suivant ¢,¢’,¢” € G et h,h', " € H. On commence avec I'existence de ’élément neutre :

(ener)(h )= (ear dep (), er ) = (en~hy er- 1) = (. f)

¢e, = idy parce que ¢ : F' — Aut(H) est un homomorphisme ‘

Deuxiémement on vérifie 'inverse :

() " ) = (2 ) " op200, 77 7) = (eaner)

Finalement on vérifie ’associativité :
(W))W 57y = (e 0 )s £ 8 )" ") = (R 0 W) - 0B, £ - 1)
5 (o) 050 (). 14" 1") = (- 050 0 (0")). 1-£- 1)
] ¢ : F — Aut(H) est un homomorphisme\ ] ¢; € Aut(H) \
= () (W o0 ("), 1 £7) = (D (W 1) (0 £7))

On ainsi démontré que H x4 F' est un groupe et en passant les points (1) et (2).

Pour prouver que H' et F’ sont des sous-groupes il suffit de démontrer le point (5). En effet
par définition H' = imuy et F/ = imtp, et alors on obtient que H' et F’ sont des sous-groupes
en utilisant la Proposition 4.3.5. Ainsi on fait les calculs pour démontrer que tg et ¢tp sont des
homomorphismes, ou h,h' € H et f, f € f:

v (R)ea (W) = (h,ep) (W ep) = (h- be; (W), ep - er) ? (hh/ ep) =ty (hh)

puisque ¢ est un homomorphisme, I'image de I’élément neutre est I’élément neutre (Lemme 4.2.2),
ou autrement dit ¢ep = eauy(ry = Idn
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ee(f)er(f)) = (en, f)(en, [') = (em - e, [ - ') = e (ff)

Ces calculs concluent le point (5), et par conséquent aussi le point (4) comme expliqué au-dessus.
Pour montrer le point (3) il nous reste & veérifier que H' est en fait un sous-groupe normal :

(D)0 er) 0 £) = D)) (07400) )

= (h-cﬁf(h'),f) <(¢f1(h)>_lafl) = (h‘¢f(h/)‘¢f<(¢f1(h)>_1>7€f> € H'

Avec ce calcul on a démontré le point (3).
Il nous reste de démontrer le point (6). C’est fait dans le calcul suivant, on f € F et h € H
sont arbitraires :

AdT ) (e (R)) = AdfL o) ((hoer)) = (en, F)(her)(en, )7

= e 00,4 er){ (0572 (en) 57 ) = (ot e 1)

(01 € Aut(H), donc 6,1 (en) = e

par la définition de la multiplication dans H x4 F', et par le
point (2) du thoréme actuel, qu’on a déja démontré

= (¢s(h) - dpen), ff7) ? (¢5(h)-em,er) = (¢5(h),er) =t (B(h)).

’¢f € Aut(H), alors ¢¢(en) = en ‘

O

Remarque 4.8.11. On a implicitement démontré dans la Proposition 4.8.10 que H x4 F est
abélien si et seulement si H et F' sont abéliens et que ¢ est trivial. On explique les deux directions
de cette affirmation ci-dessous :

Si ¢ et trivial, qui veut dire que ¢ = idg, alors H x4 F' = H x F par la Remarque 4.8.9,
et H x F est abélien si (et seulement si) H et F sont tous deux abéliens.

Si H x4 F est abélien, alors tous ses sous-groupes sont abéliens et toutes les représen-
tations adjointes sont triviales par Exemple 4.8.5. On obtient par les points (5) et (6) de la
Proposition 4.8.10 qui H et F' sont abéliens et que ¢ est trivial.

Exemple 4.8.12. Si H = Z/nz, alors par I’Exemple 4.5.33 on a
Aut(H) — (Z/nz)"
w w
ar————a([1])

On considere quelques exemple spécifiques de H x4 F' lorsque F' = Z / m7Z.

(1) Prenons n = 7 et m = 5 : nous considérons donc Z / 77 A Z / 57. La premiére question
est de comprendre les possibilités pour

¢: L[5z =F — Aut(H) = Aut (Z/77) = (Z/72)"

Pour cela on utilisera que (Z/7Z) = Z/(;Z, ce que l'on a montré dans le point (2) de la
Remarque 4.5.38. Ainsi on peut regarder ¢ comme un homomorphisme Z / 57 — L / 67,
Par le Corollaire 4.5.34 on obtient que ¢ est forcément trivial, ce qui veut dire que ¢ = e.
En utilisant la Remarque 4.8.9 on obtient que Z/7Z X Z/5Z & Z/7Z X Z/5Z dans tous
les cas. Autrement dit, on n’obtient pas de nouveau groupe non-abélien dans ce cas.
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(2) On peut généraliser le point précédent pour n et m arbitraires tel que n est premier et

(m,n — 1) = 1, en utilisant que ‘(Z/nz)X = n — 1. En fait dans ce cas, on obtient par

le Corollaire 4.5.34 qu’il n’existe que I’homomorphisme trivial de Z/mZ a Aut (Z/nz) =

(Z/nZ)X. On obtient alors que Z/nZ X Z/mz = Z/nz X Z/mz.

(3) Une conséquence du point précédent est qu'il faut prendre un cas ot (m,n — 1) # 1 pour
espérer obtenir de nouveaux groupes. Le plus petit cas oil cette condition est satisfaite est
m = 2,n = 3. Dans ce cas, il existe un seul homomorphisme non-trivial

¢ = idZ/2Z cF=L/og — Loy = (Z/37)" = Aut (Z/37) = Aut(H)

Si on prend ce ¢, le groupe Z / 37 X4 Z / 97, est un groupe non-commutatif qui posséde 6
éléments, un sous-groupe normal d’ordre 3 et d’indice 2, et un autre sous-groupe d’ordre
2 et d’indice 3. Ce produit semi-direct ressemble beaucoup & S3. En fait, en utilisant la
proposition suivante on va démontrer qu’il est isomorphe & Ss.

Théoréme 4.8.13. Si H,F < G sont tels que F < Ng(H) et HNF = {e}, alors la fonction
& du Corollaire 4.8.2 induit un isomorphisme H X AqH F=HF.
De plus :

(1) Si G est fini et tel que |G| = |F|-|H|, alors G = HF = H X g F.

(2) Si HC Ng(F) est aussi satisfait, alors Ad2 est homomorphisme trivial. En particulier
dans ce cas HFF = H x F.

Démonstration. On démontre d’abord I’assertion principale :
€)= () () = nfhs 1 F = n(Adf (b)) f]
(48.)
—¢(n(aat @), 17) =¢(n.1)- (0. 1))

Donc £ devient un homomorphisme de groupes si on munit le produit cartésien de H par F
de la structure de produit semi-direct induite par Adg . Comme £ est une bijection, c’est un
isomorphisme.

On continue en démontrant les assertions additionnelles :

(1) Dans ce cas, en utilisant le Corollaire 4.8.2 on voit que HF = G, ce qui conclut ce point.

(2) Il faut démontrer que pour chaque f € F et h € H on a fhf~! = h, ou autrement dit que
fhfth=! = e. Puisque H N F = {e}, c’est équivalent & démontrer que fhf 1h™! € H et
fhf~'h=!' € F, ce que 'on fait dans le calcul suivant :

fhfthteH fhfthteF
\—7]\,_/ \—7]\,—/

’6 H parce que FQNG(H)‘ ’€Fparce que H C Ng(F)‘

O

Exemple 4.8.14. (1) Considérons Ss, et soient H = ((1 2 3)) et F' = ((1 2)). Le sous-groupe
H de S3 est normal par le Lemme 4.7.29, et Adg o Z/QZ — Aut H = Z/QZ est égal
au seul homomorphisme non-trivial ¢ : Z/QZ — Aut(Z/3Z), parce que

(12)(123)(12)=(132)

et donc Adg ne peut pas étre trivial. Par le Théoréme 4.8.13 on obtient que S3 = Z/gz X
Z/QZ, ce qui confirme notre soupgon avoué au point (3) de 'Exemple 4.8.12.
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(2) Considérons HF < Djs comme dans I’Exemple 4.8.6. En utilisant le Théoréeme 4.8.13
et le calcul de Adg dans I'Exemple 4.8.6 on obtient que HF = Z/gZ X Z/QZ, ol
o : Z/QZ — Aut (Z/QZ) =~ Z/QZ est le seul homomorphisme non-trivial.
Si on combine cela avec le point précédent, on obtient que HF < D15 de I’Exemple 4.8.6
est isomorphe a Ss.

(3) Considérons les sous-groupes H = (o) et F' = (1) de G = Da,,. Puisque [G : H] = 2 on
obtient que H < G par le Lemme 4.7.29. Par la Remarque 4.6.5 on voit que

H%Z/nz F%Z/QZ HNF ={e} Ad (o) =701t =071

ot [

Ainsi, en utilisant les identifications au-dessus, Ad¥ : F — Aut(F) s’identifie avec ¢ :
Z/QZ — Aut(Z/nz) o (Z/nz)X donné par

(¢><¢g,>) (i? = (-

Adf (o) =07

€Z/og| |€Z/ng

En utilisant le Théoréme 4.8.13 on obtient que Do, = Z/nZ X ¢ Z/QZ.

En utilisant la théorie que I’on a développée dans cette section, on peut montrer que plusieurs
nouvelles colonnes de notre tableau de petits groupes sont complétes, & isomorphismes prés. On
commence par la colonne des groupes d’ordre 4.

Proposition 4.8.15. Il existe que deuz groupes d’ordre 4 modulo d’isomorphisme : Z/42 et
Z /97, x /o7,

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 4. Si G contient un élément d’ordre 4, alors G =
(9) = Z /47, par le Corollaire 4.5.36.

Ainsi on peut supposer que G ne contient aucun élément d’ordre 4. Par le Théoréme 4.5.7
Pordre de tous les éléments non-triviaux de G est 2. Choisissons deux éléments h, f € G \ {e}
distincts. En utilisant le Lemme 4.5.9, si on définit H = (h) et F = (f), alors ces deux sous-
groupes contiennent chacun exactement 2 éléments : H = {e,h} et F' = {e, f}. En particulier
HNF = {e} parce que nous avons choisi h # f. De plus H et F' sont sous-groupes normaux de
G par Lemme 4.7.29. Cela implique qu’on peut appliquer le point (2) du Théoréme 4.8.13 pour
obtenir que G = Z /97, x Z /97, O

En particulier on obtient que S3 est le plus petit groupe non-abélien.
On passe aux colonnes des groupes d’ordre 2p ol p est un entier premier. Pour cela on a
besoin du lemme suivant :

Lemme 4.8.16. Si tous les éléments non-triviauz d’un groupe G sont d’ordre 2, alors G est
abélien.

Démonstration. Prenons a,b € G. Tous les éléments de G sont d’ordre 1 ou 2, donc abab = e.
Cela implique :
ab = a(abab)b = (aa)ba(bb) = ba
T T

o(a)[2 et o(b)[2
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Théoréme 4.8.17. Si G est un groupe d’ordre 2p, ot p > 2 est un nombre premier, alors :
(1) G contient un élément h d’ordre p,
(2) G contient un élément f d’ordre 2,
(3) Si H = (h) et F = (f), alors G = HF, HNF = {e} et H < G. En particulier G =
H X pdl = Z/pZ X Z/QZ pour un certain ¢ : Z/QZ — Aut (Z/pz) = (Z/pZ)X.

Démonstration. Si G est cyclique alors, G = Z/sz par le Corollaire 4.5.36. Dans ce cas G

est abélien et par conséquent tous les sous-groupes sont normaux et toutes les représentations

adjointes sont triviales (Exemple 4.8.5). On peut alors prendre h = [2], f = [p] et ¢ = idZ/ 7
p

On suppose pour le reste de la preuve que G n’est pas cyclique. Par le Théoréme de Lagrange
(Théoreme 4.5.7) on obtient que pour chaque élément g € G\ {e} on a o(g) = 2 ou o(g) = p.

(1) Pour prouver que G contient un élément d’ordre p, on argumente par contradiction. Ainsi
on suppose que G \ {e} contient uniquement des éléments d’ordre 2. Choisissons des élé-
ments distincts a,b € G\ {e}. Par le Lemme 4.8.16, G est abélien. Alors H = (a) = {e,a}
et F' = (b) = {e,b} sont des sous-groupe normaux de G, et de plus H N F = {e}. En
utilisant le Théoréme 4.8.13 on obtient que H F' est un sous-groupe d’ordre 4 de G, ce qui
contredit Théoréme 4.5.7 puisque 4 ne divise pas 2p.

(2) Pour prouver que G contient un élément d’ordre 2, on argumente aussi par contradiction.
Ainsi on suppose que G\ {e} contient uniquement des éléments d’ordre p. Choisissons alors
a € G\ {e} et écrivons H = (a), qui est un sous-groupe d’ordre p de G. Ainsi G\ H # 0,
et on peut choisir b € G\ H. Dénotons F' = (b) qui est aussi un sous-groupe d’ordre p de
G, mais H # F par le choix de b. On obtient que H N F est un sous-groupe de H et F
qui n’est égal & aucun de deux. En utilisant que |H| = |F| = p ainsi que le Théoréme de
Lagrange (Théoréme 4.5.7), on obtient que |H N F| = 1, ou autrement dit H N F' = {e}.
Puisque c’est vrai pour chaque choix de a € G\ {e} et b € G\ (a) on obtient que G est
couvert par des sous-groupes G; (i = 1,...,s) d’ordre p dont les intersections deux-a-deux
se réduisent & l’élément neutre. On obtient que

S
2= |Gl =1+ 1G:\ {e}l = 1+s(p— 1)
=1
’pour I’élément neutre‘

Autrement dit, 2p =1 (p — 1). C’est une contradiction, parce que p =1 (p — 1), et alors
2p=2(p—1).

(3) On introduit la notation H = (h) et F' = (f). Le sous-groupe H N F est contenu dans H
et dans F. Par le Théoréme de Lagrange (Théoréme 4.5.7) on obtient que |H N F| divise
a la fois 2 et p. Cela implique que |H N F| = 1, et alors H N F = {e}. De plus, par le
Lemme 4.7.29 on obtient que H < GG. Ainsi on peut appliquer le Théoréme 4.8.13, ce qui
conclut notre démonstration.

O

Corollaire 4.8.18. Pour un nombre premier p > 2, il n'existe que 2 groupes d’ordre 2p a
isomorphisme prés : Z/QpZ et Doy.

Démonstration. On a démontré dans le Théoréeme 4.8.17 que G = Z/pZ X Z/QZ pour un
certain ¢ : Z/QZ — Aut (Z/pz) ~ (Z/pZ)X. Comme on a vu dans I'Exemple 4.2.3, tels
homomorphismes ¢ correspondent bijectivement aux éléments de 2-torsion de (Z / pZ) .

On postule que il y a exactement 2 éléments distinctes de 2-torsion dans (Z/pZ)X. Pour
démontrer cette affirmation nous devons utiliser la structure de corps sur Z / nZ- Autrement
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dit, on travaille dans le corps F,,, et on utilise que (Z/pz)X = F, \ {0}. Prenons un éléments
T € (Z/pZ)X. Alors, on a I'égalité 22 = 1, ce qui est aussi un égalité dans Fp. Ainsi, dans F),
on a

0=a2~-1=(x—1)(z+1) = 0=2—1L,oul0=a2+1 = z=1,ouzr=—1.

Notons que 1 # —1 € [F,, parce que p > 2. Cela conclut la démonstration de notre affirmation
sur les éléments de 2-torsion.
Du coup, on obtient ainsi qu’il existe deux homomorphismes

¢: )2z — Aut (Z/pz) = (Z/pz)"

a savoir ’homomorphisme trivial ¢; et ’homomorphisme ¢_; pour lequel ¢([1]) = [-1]. Par
conséquent il existe au plus deux groupes d’ordre 2p modulo isomorphisme :

L/pz %g, L)2z, et Z/pz.%¢_, L/27

Par la Remarque 4.8.11, le premier est abélien, et le second est non-abélien. De plus, dans le
point (3) de 'Exemple 4.8.14 on a démontré que le second est isomorphe & Do, O

On finit en montrant plus d’exemples d’utilisation du Théoréme 4.8.13.

Exemple 4.8.19. (1) ’GL(2,IF2) =53 :‘ En utilisant le point (1) de 'Exemple 4.8.14 et le
point (3) de I'Exemple 4.8.12 il suffit de démontrer que GL(2,F2) contient un sous-groupe
H d’indice 2 d’ordre 3 et un autre sous-groupe F' d’indice 3 et d’ordre 2 tel que Adg % idy.
Les choix de H et F suivants satisfont ces conditions :

(G R) (R
W) ")

Devoir : vérifiez que la troisiéme puis- Devoir : vérifiez que la deuxiéme puis-
sance est l'identité sance est l'identité

parce que Ad? % idy pour f = <H [i]>, qui est montré dans le calcul suivant :
[1]

s (5 800 G ) G186 - (6 B G D G
=t 0) Gl ) = (ol ) = i )
(2) On démontre dans un exercice que tous les automorphismes de (Z/p7)%* sont linéaires.

Autrement dit, l'inclusion naturelle GL(n,F,) C Aut ((Z /pZ) @S) est une égalité.

Par conséquent, pour F = Z/QZ et H = Z/QZ X Z/QZ il y a plusieurs choix de ¢ : F' —
Aut(H) = GL(2,F2) non-triviaux quand on considére H x4 F. Par Exemple 4.2.3, un ¢
de cette forme est uniquement déterminé par ¢([1]), qui est forcément un élément d’ordre
2. On a vu dans le point précédent du méme exemple que GL(2,Fq) = S3, et alors tous
les éléments d’ordre 2 dans ce groupe sont conjugués. Il y aura un autre exercice dans la
fiche de cette semaine qui nous dit que changer ¢ par conjugaison nous donne un produit
semi-direct isomorphe. Ainsi on voit que toutes les possibilités non-triviales pour ¢ nous
donnent des produit semi-directs isomorphes. On appelle cette classe d’isomorphisme de
groupes le produit semi-direct non-trivial G = H x4 F'.

[1]
1]

)
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(3) On démontre que le produit semi-direct non-trivial G = (Z/QZ X Z/Qz> x4 L/27,

est isomorphe a Dg. Utilisons la notation suivante dans ce point (en particulier H et F'
dénotent des groupes différents du point précédent) :

F = (oT) H={r,0%)

Puisque 02 € Z(Dg), on obtient que 7 € Np, <<02>>. Par conséquent on déduit

H = <7‘,02> ? <<7‘>, <a2>> ? (1) - <02> % <02> Xy (T) ?

Remarque 4.7.5 | | Proposition 4.7.20| |en appliquant

et le fait que 7 € Théoréme 4.8.13 <‘72> <
N 2 02> ‘U
Dg <J > pour ¢ = Ad<T> < 2>

(o) x (T) ’?V Z/og, x /o7,

Z(Dy) ’0(7') = o(0?) :2‘

o

Ad<7_> = id<02>

(4.8.d)
Puisque o(o7) = 2 on sait aussi que

F=1Z/y (4.8.¢)

De plus H < Dg, parce que [Dg : H] = 2 (Lemme 4.7.29). Ca veut dire qu’on peut
appliquer le Théoréme 4.8.13 pour obtenir que

Dy~ H NSF% (Z/QZ X Z/2Z) x4 L/o7

| (4.8.d) et (48.e) |

De plus ¢ doit étre non-trivial en utilisant Remarque 4.8.11, parce que Dg n’est pas abélien.

Finalement on met & jour le tableau des petits groupes en utilisant les autres isomorphismes
qui sont démontrés dans la fiche d’exercices :

(1) pour un ¢ quelconque non-trivial on a
L/27, x S3= D1a = L /37, %4 (L/27, x L/27) = B(2,F3)
(2) pour un ¢ quelconque non-trivial on a
PSL(2,F3) = (£ /o7, x Z/27) x4 L/37,= Ay
(3) pour un ¢ quelconque non-trivial on a

U(3,F2) = (Z/97,x L/27) x L/27,%= Dg

ordre 1V 2V 3V 4 v 5V 6 v 7V 8
Ie
groupes | groupe | Z/27, | Z/37, | Z/47, Z/sz | Z/ez, v ALY/
trivial
Z/og x L/o7, Sy Z /97, x /47,
G , L2 (Z/QZ)®3
Dy
Qs
U y L2
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9 0v |11v |12 13v |14v |15
Z /97, Zhoz| Z/11z | Z/122 L1137, | Z/1a7 | Z/152
(Z/32)%* | Do Z[37,% (Z/27)%" Dy
Ay

D1o
Z/o7xSs
B(2:13
PSL{2.T;

Z/37.% L/47.
couleur bleue : groupes non-abéliens

Si nous avions encore quelques semaines, nous pourrions finir de démontrer que les groupes
listés dans les colonnes d’ordre 8, 9, 12 et 15 sont les seules possibilités & isomorphisme prés.
Nous aurions besoin des concepts et résultats suivants :

— actions de groupes,
— les théorémes de Sylow,
— groupes libres et présentations de groupes.

Ces sujets seront présentés dans le cours "Théorie des groupes" au troisiéme semestre.

Mentionnons aussi que la classification & la main des groupes se complique considérablement
pour des ordres plus grands. Pour |G| = 16 il existe déja 14 classes d’isomorphisme, pour
|G| = 32 il en existe 51, et pour |G| = 64 il en existe 267. D’un autre coté, lorsque les premiers
divisant |G| apparaissent avec de petites puissances, il n’est pas si difficile de comprendre les
structures possibles de G en utilisant les théorémes de Sylow.
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