EPFL - Automne 2020 Prof. 7Z. Patakfalvi
Structures algébriques Solutions de ’examen final

Indications pour les correcteurs. Nous n’attendons pas des étudiants
plus de détails que dans ces solutions.

La ou il y a lieu, nous donnons plusieurs solutions possibles et plausibles.

Nous mettons en gris certains calculs qui ne sont pas nécessaires, mais
qu’il peut étre utile d’avoir sous les yeux lors de la correction.

Nous utilisons souvent les résultats suivants des notes de cours : 3.5.7
(théoréme de Lagrange), 3.5.25.2) (le théoréme d’isomorphisme), 3.5.37,
3.8.13 et 3.8.18. Nous n’en rappelons pas I’énoncé a chaque fois.

Exercice 1.
Considérons la fonction

1 sin>0
0: Z — 7.\ {0}, n'—>{n+ s?n_ '
n sin < 0.
alors ¢ est une bijection, ce qui montre que |Z| = |Z \ {0}|.

Solution alternative. On a I'inclusion canonique Z\{0} < Z, et I'inclusion

Z — 7Z\{0}, n—3n-—1.

On conclut avec le théoréme de Cantor-Schroder-Bernstein.
Exercice 2. 1. Ona Ng(H)={g€ G |gHg ' = H}.

2. (H, F) est le plus petit sous-groupe de G qui contient H et F'. Puisqu’il
est stable par multiplication, il doit contenir HF = {hf | h € H, f €

Pour prouver que (H, F) = HF, il suffit donc de montrer que HF est
un sous-groupe de G. On va vérifier les critéres de la Proposition 3.3.2.
(a) Il est clair que e € HF, donc HF' est non-vide.

(b) Montrons que HF est stable par multiplication. Prenons
h,h' € H et f, f' € F. 1l faut montrer que hfh'f' € HF. Puisque
feF C Ng(H),ona fH=Hf. En particulier il existe h tel
que fh/ = hf. Ainsi

hfh'f' = hhff € HF

comme désiré.



(¢) Montrons pour finir que HF' contient les inverses de ses élé-
ments. Prenons h € H, f € F. Il faut montrer que f~th~! €
HF. Puisque f~! € F, on voit comme précédemment qu’il existe
h € H tel que

f'h ' =hf"' € HF,

ce qui conclut.

Solution alternative. Montrons directement que (H, F) C HF. On
sait par la Proposition 3.7.6 que

(H,F)={g1-+-gr | gs € HUF,r >0}

et donc il suffit de montrer que chaque mot ¢ - - - g, appartient & HF.
On procéde par induction sur r. Le cas r = 1 est clair. Supposons
ensuite le résultat prouvé pour r — 1. Alors go---g, = hf € HF. Si
g1 € H, alors g1h € H et 'on a terminé. Si gy € F', alors par hypothése
g1H = Hgy, et donc il existe un A’ € H tel que gth = I/g;. On a ainsi
gihf =h'gif € HF, ce qui conclut.

Exercice 3.
Montrons que Ry C G x G est une relation d’équivalence.

1. Reéflexivité. Soit z € G. Alors 27 '2 = e¢ € H, donc (z,7) € Ry.

2. Symétrie. Soient x,y € G tels que (z,y) € Ry. Donc 27 'y € H.
Puisque H est un sous-groupe de G, il contient des inverses (dans G)
de ses éléments. Donc

(@ ly) =y @) =y e e B
Ainsi (y,z) € Ry, ce qui établit la symétrie.

3. Transitivité. Supposons que z,y,z € G sont tels que (z,v), (y,2) €
Rpy. Donc
tlye H, ylzeH.

Puisque H est stable par multiplication, on obtient

 tyy =212 € H.
Donc (z, z) € Ry, comme voulu.

Exercice 4. 1. Ona |R| =Y, |Ri|*.
Pour prouver cette égalité, il suffit d’observer que

R=| | (RixRy)

comme sous-ensembles de A x A. En effet :



(a) L’union (J; (R; x R;) est disjointe. On a en général
(Ri X Rz> N (Rj X Rj) C (R; ij) X (Rz N Rj).

Doncsii # j,ona R;NR; =0 et ainsi (R; x R;) N (R; X R;j) = 0.
(b) R est inclus dans |J; (R; x R;). En effet, soit (z,y) € R. Alors
par définition z,y appartiennent & la classe d’équivalence de x,
qui est un R; pour un certain indice i. Ainsi (z,y) € R; X R;.
(c) R contient |J; (R; x R;). Prenons (z,y) € R; X R;. Si R; est
la classe d’équivalence de a € A, alors (z,a),(y,a) € R. Par
symétrie (x,a), (a,y) € R et par transitivité (z,y) € R.

2. Puisque |A| = Z?Zl |Ri| et que |R;| > 1, on trouve, quitte & renommer
les R;, les possibilités suivantes pour (|Ry], |Ra|,|Rs|) :

(1,1,5) et donc |R| = 27 ;
(1,2,4) et donc |R| =21 ;
(1,3,3) et donc |R| =19 ;
(2,2,3) et donc |R| = 17.

Exercice 5. 1. On a

1 a b 1 d e 1 a+d e+af+b
01 ¢]-|0 1 f]=10 1 c+f
0 0 1 0 0 1 0 O 1

2. Prouvons que H est normal. Prenons une matrice quelconque
1 =z y
01 z| edG.
0 0 1

Les calculs du point précédents impliquent que

-1

1 =z y 1 —z zz—y
1 =z =0 1 —Z
0 01 0 0 1
Ainsi :
1 —x zz—y 1 0 u 1 =z y 1 —x zz—y
0 1 —z 010 01 = = 0 1 —z
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 u
= 01 0)|eH
0 01



ce qui montre que H est normal.

Solution alternative. On prétend que Z(G) = H. En effet :

1 0 =z 1 d e 1 d e+=x 1 d e 1 0 «
01 0101 f]=101 f =0 1 f]-{0 1 0
0 01 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01
Donc H C Z(G). Inversément, si
1 a b
0 1 c| €Z(G),
0 0 1
alors I’égalité
1 a b 1 =z vy 1 =z vy 1 a b
01 ¢ 01 z|=10 1 =z 01 ¢ Va,y,z € Fp
0 01 0 0 1 0 0 1 0 01

entraine 1’égalité
y+az+b=y+cx+b donc az=cz.

Prenons z = 1,2 = 0, on obtient a = 0. Prenons z = 1,z = 0, on
trouve ¢ = 0. Donc Z(G) C H.

En particulier, H est normal.

. Considérons la fonction

g: G — (Z/pZ)*?, — (z,2).

O O =
O~ 8
— N

Le calcul du premier point implique que g est un morphisme.
Voici le calcul détaillé :

1 = vy 1 2 vy 1 z+42 *
g 0 1 z|-|C z ,

0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0

De plus, il est clair que ker(g) = H et que g est surjective. Donc par
le premier théoréme d’isomorphisme,

9: G/H = (L/pL)**.



Solution alternative. Considérons la fonction

1 = 0
f:(Z/p2)®* - G/H, (z,y)— [[0 1 y
0 0 1
On prétend que f est un morphisme. En effet,
1 = 0 1 a O 1 a+zx bz
f@,y)fl@b)={[0 1 y|-{o 1 s]|=[]l0 1 bty
0 0 1 0 0 1 0 0 1
et dans G on a
1 a+=x 0 1 0 bx 1 a+x bz
0 1 b+y]-{0 1 0]=1{0 1 b+y
0 0 1 0 0 1 0 0 1
N———
€H
d’ot dans G/H
1 a4z 0 1 a+x bz
0 1 b4yl|l=1][0 1 b+y
0 0 1 0 0 1

et ainsi
f(z,y) - fla,b) = f((2,y) + (a,b)).

On a f((z,y)) = eq/p si et seulement si

€ H,

O O =
o R, 8
—e O

si et seulement si x = 0 = y. Donc f est injective.

On a montré que f est un morphisme injectif. Comme |G/H| =
|G|/|H| = p* = |(Z/pZ)*?|, on en déduit que f est un isomorphisme.

Exercice 6. 1. Ecrivons H = (1) et F = (p). On a o(1) = 2 = o(p), et
donc H = Z/27 = F. Puisque 7 et p sont a supports disjoints, ils
commutent entre eux. Donc F est contenu dans le normalisateur de
H. De plus H N F est un sous-groupe d’ordre divisant 2, et si ’ordre
vaut 2 alors H = HNF = F. Or H # F, donc H N F est trivial.
On peut alors appliquer le Théoréme 3.8.13 ainsi que I’Exercice 2 pour
obtenir

(HFy>*HF~H X pdH F.



Mais puisque les éléments de H commutent avec ceux de F', le mor-
phisme Ad# est trivial. Donc

(H,F)= H x F = (2/2Z)%2.

Solution alternative. Puisque 7 et p sont a supports disjoints, ils
commutent entre eux. Puisque o(7) =2 = o(p), on en déduit que

Ji=(r,p) ={r"" | 0< a,b <1} C S,.
Donc la fonction
f:(Z)22)%% = J,  (la], [b]) — 720"

est bien définie et surjective, et c’est un morphisme puisque 7 et p
commutent entre eux.

La description J = {7%" | 0 < a,b < 1} implique que |J| < 4. Le
groupe {eg ,7} est un sous-groupe de J, donc par Lagrange on en
déduit que |J| € {2,4}. Or p € J\ {es,, 7}, donc |J| > 3 et ainsi
|J| = 4.

Donc f est un morphisme surjectif entre deux groupes de méme ordre
fini. C’est donc un isomorphisme.

Solution alternative. Sans perte de généralité, on peut supposer que
7 = (12) et p = (34). On prétend que

((12),(34)) = {e, (12), (34), (12)(34) }.

11 suffit de montrer que ’ensemble de droite, appelons-le K, est un sous-
groupe de S,,. Puisque (12) et (34) commutent et sont leur propre
inverse, on voit que K est stable par multiplication et que chaque
élément de H est son propre inverse. Donc K < S,,.

Puisque (12) et (34) commutent entre eux, il s’ensuit aussi que K est
abélien.

Puisque tous les éléments de K sont leur propre inverse, chaque élément
est 2-torsion, donc K n’est pas cyclique.

On conclut en utilisant I’Exercice 8.1 de la série 9.

. Sans perte de généralité, on peut supposer que 7 = (12) et p = (23).
Par 'Exercice 2.1 de la série 10, on sait que (12) et (23) générent Ss.

Solution alternative. Le sous-groupe de S3 généré par (12) et (23)
contient au moins 4 éléments (par exemple lidentité, (12),(23) et
(123) = (12)(23)), et par Lagrange cela implique que ce sous-groupe
est égal & S3.



Exercice 7. 1. Remarquons que f~! = f. Un calcul simple montre alors
que
fhf™t = (15432) = (12345)* = .

Ainsi pour ¢ € Z
fRFTE = (FRf™) = b € (h).
Donc f € Ns.({(h)), puisque (h) = {h® | i € Z}.
2. Ecrivons F' = (f),H = (h). Puisque f € Ng.(H) et que Ng,(H) est
un sous-groupe, on a F' C Ng.(H). Par 'Exercice 2, on a P = HF.

De plus, par le théoréme de Lagrange, 'ordre du sous-groupe I :=
H N F doit diviser a la fois |H| =5 et |F| = 2, donc I = {eg.} (cela
peut s’obtenir sans le théoréme de Lagrange, en listant explicitement
les éléments de H et de F' : il suffit d’observer que f ¢ H).

Par le Théoréme 3.8.13 du cours, on a ainsi
P:HF%HNAdgF (1)

ce qui implique en particulier que |P| = |H|- |F| =2-5.
Alternativement, on peut utiliser le corollaire 3.8.2 qui établit une bi-
jection HF <> H X F, que donne également |P| = |HF|=2-5 = 10.

11 est également possible de lister explicitement les éléments de P, mais
il est important de vérifier que les éléments sont deux-a-deux distincts
avant d’affirmer que |P| = 10.

A partir de 14, on propose trois solutions :

A) Par le Corollaire 3.8.18 (qui est applicable puisque (Z/5Z)* est
cyclique, engendré par [3]) — ou par le tableau de classification
vu ans le cours —, on obtient que P = Z/10Z ou que P = Djj.
Excluons le premier cas : 8’il y avait un tel isomorphisme, P serait
abélien, et donc fhf~' = h ; or on a calculé au point précédent
que fhf~!' = h* # h. Donc P = Dy.

B) Par 'argument ci-dessus, on peut énumérer
P={hn,Wf[0<j<4}, (2)

et ces éléments sont deux-a-deux distincts.
On définit une application ¢ : P — Djg par

p(hl) =0’ W f)=0-7 (0<j<A4). (3)

Il est assez clair que ¢ est bijective, mais le plus dur est de montrer
que ¢ est un homomorphisme. Soient x = A" f™ et y = h" f® deux
éléments de P, ou 0 < m,s < 1et 0 < n,r < 4. On distingue
deux cas :



e Sim =0, on trouve

$(wy) = o(h" " f7)
— ¢(hn+r mod 5 | fs)

— ghtr mod 5 | 75

II*

= o(7)p(y),

ou * utilise le fait que o € Dy est d’ordre 5.

e Sim=1,ona
olay) = G(h" - f - B7 - fH
( n

¢ R . h—r 'fs-f—l)
(b KT mod 5 | fs+1 mod 2)
g

n—r mod 5 | 7_s—l—l mod 2

*
=0

*

n—7"7_s+1

*
*

2o (ro"r Y T

= (o"7) (o"7")

s+1

= ¢(z)d(y),
ou *x utilise le fait que o € Dyg est d’ordre 5 et 7 est d’ordre
2, et x x  utilise la relation 707! = o1,

C) On sait que H = Z/5Z et F = 7Z/27. D’aprés 'équation (1), on
déduit alors que P = Z/5Z X4 7Z/2Z pour un certain morphisme
¢ :7Z/27Z — Aut(Z/5Z). Or, il y a exactement 2 tels morphismes,
correspondant aux ¢éléments de 2-torsion de Aut(Z/5Z) = Z/4AZ.
Ceci dit, ¢ ne peut pas étre le morphisme trivial car P n’est pas
abélien — voir 'argument en A). Ainsi, P est I'unique produit
semi-direct non-trivial de Z/5Z par Z/2Z.

Puisque Dyg = Z/5Z x4 Z/27 par I'exemple 3.8.14.3, on en déduit
que P = Dqy.

Exercice 8.

Soient G' = Dag, H < {0?) et F = (o7, 7). Puisque H est normal, le mor-
phisme ¢ := Adg : F'— Aut(H) est bien défini. Commengons par calculer
les ordres des groupes de départ et d’arrivée de ¢.

1. Puisque H est cyclique et que o(c) = 28/2 = 14, on obtient que
|H| = o(0?) = 14/2 = 7. Par le Corollaire 3.5.37, on obtient que
H = 7Z/7Z, et donc que

Aut(H) = Aut(Z/77)



et ainsi |[Aut(H)| = 6 par 'Exemple 3.5.33 (ou en combinant I’Exercice
3 de la série 5 et I’Exercice 3 de la série 7).

Identifions explicitement les automorphismes de Z/7Z. On prétend
que
Aut(Z/7Z) = {my: [n] — [nz] | 1 <z < 6}.

Puisque Z/7Z est généré par [1], un morphisme f: Z/77 — 7Z/7Z
est entiérement défini par f([1]), dans le sens ou f = m, avec [z] =
f([1]). L’entier = est déterminé modulo 7, donc on peut choisir x €
{0,1,...,6}. Si f est un morphisme non-trivial (par exemple, un au-
tomorphisme), alors f([1]) # [0] et donc = # 0. Ceci établit I'inclusion
C. Inversément, prenons 1 < z < 6. Alors

my([n]) =1[0] & Tjzn & Tn < [n] =0

ou la deuxiéme équivalence découle du fait que 7 est premier. Donc
my, est injective ; et puisque le groupe de départ et d’arrivée de my,
ont le méme cardinal, on déduit que m, est un automorphisme. Ceci
établit 'inclusion D.

. Le groupe F doit nécessairement contenir l’ensemble {e,o”, 7,077}
Inversément, on voit facilement que cet ensemble est un sous-groupe.

Ainsi |F| = 4.

En effet, chaque élément est son propre inverse. Pour montrer que
I’ensemble est stable par multiplication, les seules vérifications a faire
sont

0'77'0'7:0'0’7':7', 0'77'7':0'7.

Par le théoréme de Lagrange, |[im(¢)| doit diviser a la fois |[F| = 4 et
|Aut(H)| = 6. Donc |[im(¢)| vaut soit 1, soit 2. On prétend que ¢(e) # ¢(7).
Puisque ¢(e) = idy, il suffit de montrer que ¢(7) est distinct de 'identité
sur H. On a :

(1) (0*) = 0% = 7207 H = o2

Cependant 0% # o~2 pour 1 <4 < 6, puisque o(c) = 14. On a bien obtenu
que ¢(7) # ¢(e). Il en découle donc que |im(H)| = 2.



