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Exercice 1. 1. Montrez que End(Z/2Z x Z/27) contient exactement 16
éléments.

2. Montrez que Aut(Z/2Z x 7./27) contient exactement 6 éléments.

Exercice* 2.
On écrit Z(G) pour le centre d’un groupe G.

1. Soit f: G — H un homomorphisme de groupes surjectif. Montrez que

f(2(G)) € Z(H).

2. Donnez un exemple d’un homomorphisme surjectif f: G — H tel que

1(2(G)) ¢ Z(H).

3. Donnez un exemple d’'un homomorphisme f: G — H tel que

[(2(G)) & Z2(H).

W

. Soit f: G — H injectif et f(G) C Z(H). Montrez que G est abélien.

ot

. Soient G, H deux groupes. Montrez que Z(G x H) = Z(G) x Z(H).

Exercice 3. 1. Montrez que Z/nmZ et Z/nZ x Z/mZ sont isomorphes
entre eux si et seulement pged(n,m) = 1.
Indication : Sipged(n,m) = 1, construisez un homomorphisme Z/nmZ —
Z|nZ X ZL]mZ et étudiez ensuite son noyau. Si pged(n,m) # 1, étudiez
les ordres des éléments des deuz groupes.



2. ("THEOREME DES RESTES CHINOIS".) Soit ni,...,n, des entiers > 2
et deux-a-deux premiers entre eux. Montrez que

Z/(ny )2 = []Z/niZ.
=1

3. Trouvez les solutions dans Z du systéme de congruences suivants en
utilisant le point précédent:

z=1 (mod 57)
r =2 (mod 121)

4. Pour rappel, la fonction phi d’Euler ¢: N — N est définie par ¢(n) =
|(Z/nZ)*|. Montrez que ¢(mn) = ¢(m)p(n) si m et n sont premiers
entre eux et déduisez en que

o(n) = i (p1 — P2 (pe — 1) ... pE L (p, — 1),

oun = plfl ...p" est la factorisation de n en nombres premiers.

Exercice 4.
Montrez que les sous-groupes de Z sont tous de la forme nZ, avec n € Z.

Exercice 5.
Soit n > 2 un entier.

1. Montrez que les sous-groupes de Z/nZ sont donnés par les sous-ensembles
dZ/nZ = {[rd) € Z/nZ | r € Z}
ou 0 < d <n divise n.
2. Si n = dm, montrez que dZ/nZ = Z/mZ.

3. Montrez que [k] € Z/nZ engendre (géneére) le groupe entier Z/nZ si et
seulement si pged(k,n) = 1.

4. Déduisez que pour tout n > 2,

n= qu)(d).

Indication : remarquez que chaque élément de Z./nZ engendre un sous-
groupe ; et que le nombre d’éléments engendrant ce sous-groupe peut
étre calculé grdce a la fonction phi d’Euler.



