Exercices structures algébriques
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Exercice 1.
Soit G un groupe. Montrer que Vg € G et Vm,n € Z on a ¢™*" = g

m N

qg.

Exercice 2.

Fixons un entier n > 1. Un cycle de S,, est une permutation définie de la
maniére suivante. Prenons des entiers distincts i1,...,4, € {1,...,n} avec
r >2;le cycle 0 := (i1 ...4,) est la permutation définie par

o(ij) =ij41 pour j <7, o(iy) =11, o(m)=m pour m ¢ {i1,... i}

On appelle r la longueur du cycle o, et ensemble {i1,...,i,} le support
de 0. Deux cycles (i1 ...i,) et (j1...Js) sont (& supports) disjoints si

{ila"wir}ﬂ{jla"-ajs} = 0.

On travaille dans le groupe Sj.
1. Ecrire les permutations suivantes sous la forme vue en cours:
- (1 3 4)
-(1 2 3)3 1 49
-5 3 1)1 2)(2 3 1 4)

2. Ecrire les permutations suivantes sous la forme de produits de cycles
disjoints :

1 2 3 45
“\1 3 4 2 5
1 2 3 45
“\41 3 2 5
1 2 3 45
“\3 1 2 5 4
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“\4 5 3
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Exercice 3.
Fixons un entier n > 1. Prouvez les assertions suivantes :

1. Un cycle (de longueur > 2) n’est jamais égal a eg,,.
2. Soient o et o’ des cycles disjoints. Alors oo’ = o/0.

3. Tout élément de S, différent de I'identité peut s’écrire comme produit
de cycles disjoints, et ces cycles sont uniquement déterminés.

4. Soient o1, ...,0m € S, des cycles deux-a-deux disjoints. Montrez que
m
0 <H Ui> = ppem{o(o1),...,0(0m)}.
i=1

5. Sio e S, alors o™ = eg

n

Exercice* 4.
Soit n > 2 un nombre entier.

1. Montrez que End(Z/nZ), ’ensemble des endomorphismes de Z/nZ, est
égal &

{mgq: Z/nZ — Z/nZ |0 < d < n}
ou my désigne 'application de la multiplication par d.

2. En déduire que l'application 0 : End(Z/nZ) — 7Z/nZ définie par

pour tout f € End(Z/nZ) est une bijection.

Exercice 5.
Donnez la liste de tous les homomorphismes de groupes entre Z/3Z et 7 /27
(dans un sens ou dans 'autre).



