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Exercice 1.
Montrez que le groupe multiplicatif Q>0 n’est pas de type fini.

Exercice 2.
Soit n ≥ 3.

1. Montrez que Sn est engendré par les transpositions

(1 2), (2 3), . . . , (n− 1 n).

Indication : il suffit de montrer que le sous-groupe engendré par ces
transpostions contient toutes les transpositions de Sn.

2. Montrez que Sn est engendré par (1 2) et (2 3 . . . n).

3. Soit H ≤ Sn un sous-groupe engendré par 2 transpositions distinctes.
Montrez que soit H ∼= S3, soit H ∼= Z/2Z× Z/2Z.

Exercice 3.
Soit n ≥ 3. Montrez que An est engendré par des 3-cycles.

Exercice 4.
Rappelez-vous la définition pour n ≥ 3 :

D2n = {σ ∈ Sn | ∀1 ≤ i, j ≤ n : [i], [j] adjacent dans Z/nZ⇒ [σ(i)], [σ(j)] adjacent dans Z/nZ}

1. Montrer que D2n < Sn.

2. Soit σ, τ ∈ D2n comme dans le cours et considérons l’ensemble S =
{σi, σiτ | 0 ≤ i ≤ n− 1}. Montrer que |S| = 2n.
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3. Quels sont les ordres des éléments de D2n ?

Exercice 5.
Fixons un entier n ≥ 3.

1. Prouvez les relations suivantes :

(a) τσiτ = σ−i pour tout i ∈ Z ;

(b) (τσj)−1σi(τσj) = σ−i pour tout i, j ∈ Z ;

(c) (τσj)−1τσi(τσj) = τσ2j−i pour tout i, j ∈ Z.
(d) (σj)−1τσi(σj) = τσ2j+i pour tout i, j ∈ Z.

2. Déterminez les classes de conjugaison de D2n.
Indication : elles seront différentes suivant la parité de n.

3. Déterminez le centre de D2n.

4. Montrer que 〈σ〉 ≤ D2n est normal et montrer que D2n/〈σ〉 ∼= Z/2Z.

Exercice* 6 (Troisième théorème d’isomorphisme).
Soit M CG,N CG et M < N .

1. Montrer que M CN et N/M CG/M .

2. Montrer que
(G/M)/(N/M) ∼= G/N


