Algebre linéaire inversée Jeudi 5 décembre 2024
Prof. Simone Deparis EPFL

Série 12, Rendu individuel (Corrigé)

Exercice 1

Soient
1 )
Vi = 0 , V2 =
1 0

et A une matrice 3 x 3 a coefficients réels telle que :
e \; = 4 est une valeur propre associé au vecteur vq

o Xy = 2¢"™/3 est une valeur propre associé au vecteur v

(a) Calculer le polynéme caracteristique de A dans R et dans C. Est-ce que A est diago-
nalisable dans R ou dans C?

(b) Calculer D et P tels que A = PDP~! avec D diagonale et P inversible.
(c) Calculez P!

(d) Optionnel : calculez A

Rappel :
A A ir/3 —in/3 1
/3 4 emim/3 — 2626 = 2cos(m/3) = 25 =1
. . in/3 _ ,—im/3 3
—ie'™ 4 i/ = —z'z% = 2sin(r/3) = 2‘? =3
Solution :

Analyse du probleme :
Puisque les coefficients de A sont réels, et Ny ne ’est pas, on peut trouver un couple de
valeur et vecteur propre en prenants le complexe conjugué de l'égalité Ave = Aoy -

AV2 = )\2V2 = XW = )\2V2 = AViz = )\2V2
Donc Ny et ¥ sont une valeur et vecteur propre de A.

(a) Puisque A3 := \g # )Xo, nous avons trois valeurs propres de A, qui est donc diagonali-

sable dans C :

o A3 = 2e /3 est une valeur propre associé au vecteur vs = Vg = 1



Le polynome caractéristique de A est
cat) = (A —t)Da—t)(A3—1) = (A —4) Ao Az— Ao+ )t —1%) = ()\1—4)(4—4C08%t—t2)

Il n’y a qu’une valeur propre rélle, donc A n’est pas diagonalisable dans R.

(b) On la propriété swivante : A = PDP™! ou D est diagonale et P inversible, avec les
valeurs propres sur la diagonale de D et les vecteurs propres associés dans les colonnes
de P (dans le méme ordre, mais on a le choiz, p.ex. "3,2,17).

2¢im/3 0 0 i —i 1
D = 0 23 ol etP=[1 1 0
0 0 4 0 0 1

(c) L’inverse de P se calcule en calculant la forme échellonée réduite de la matrice (P|l3) :

i —i 1] 100y 1 -1 —i | =i 00
1 1 0010 ™&"fo 2 4 | ¢ 10
0 0 1] 001 00 1 ] 0 01
1 =1 0] =0 i\, (1 -10] - 0 i
0 2 0] i 1 —i|Z (o 1 0] i/2 1/2 —ij2| "
00 1] 0 0 1 00 1] 0 0 1
100 | —i/2 1/2 i/2 —i/2 1/2 /2
010 | /2 1/2 —i/2|=P'=|i/2 1/2 —i/2
0o01] o o0 1 0o 0 1
(d) On peut donc calculer A = PDP! =
2¢7/3 0 0\ [—i/2 1/2 /2 i —i 1\ [—ie™3 /3 jein/3
Pl 0 2773 0off /2 1/2 —i/2|=|1 1 0] |ie /3 e im/3 _jein/3
0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 0 4
6i7T/3_|__6—i7T/3 Z'eiﬂ'/3_2'6—i7r/3 _eiﬁ/S_e—iW/3+4 1 _\/g 3
— _ieiw/fi_i_iefm/?) 6i7r/3_+_67i7r/3 Z'eifr/3_i67i7r/3 — \/§ 1 _\/g
0 0 4 0 0 4

Exercice 2

On considere les points

i |2]516]8

On suppose que la relation entre les z; et les y; suit une loi y = ax + b. Calculer a et b au
sens des moindres carrés, i.e. la droite de régression linéaire pour les points (z;, ;).



Solution : Le systéme linéaire correspondant esty = A (Z) ou A est donnée par
T 1 2 1 U1 1
w1 |51 | |2
A=l 17 e 1Y~ || T |3
Ty 1 8 1 Ya 3

a

b

L’équation normale correspondante est AT A ( ) = ATy. On multiplie donc par AT le

systeme et on obtient

. (129 21 o (54
At A= (21 4> A'D < 9
Linverse de AT A est
_1 4 7
(ATA) = < K 4§5>
25 25



