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MOOC 3.8. Listes génératrices : probleme 8

Soient S = {(2,5,3), (1,0,2)},T = {(2,0,5),(3,5,5)} C R®.

Que vaut Vect(S) N Vect(T') 7 (Plusieurs réponses possibles.)
B Vect(S) N Vect(T) = 0.

A Vect(S) N Vect(T)

B Vect(S) N Vect(T')

@A Vect(S) N Vect(T')

= Vect({(3,5,5)}).
Vect({(6, 10,10)}).
Vect({(3,5,5),(1,0,2)}).

Questions complémentaires :
m Est-ce que Vect(7') 4+ Vect(S) est une somme directe ?
m Donner une base de Vect(T") N Vect(S) et Vect(T') + Vect(S).
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4 4 Dimension

Définition

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie. Le nombre d'éléments dans une
base s'appelle la dimension de V' et on le désigne par dim V' < oo.. Autrement
dimV = cc.

Proposition

Soit dim V' < oo. Alors les deux affirmations suivantes sont vérifiées.

m Si {v1,...,v,.} est un ensemble générateur de V, alors il existe une base &
de V telle que # C {v1,...,v,}. On parle d'extraction de base.

m Si {vy,...,v,.} est une partie libre de V alors il existe une base & de V telle
que {v,...,v.} C AB. On parle de complétion en une base.
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4.5 Bases dans un espace de dimension connue

Théoréme
Soit dim V' = n. Alors les deux affirmations suivantes sont vérifiées.

m Si S C V est une famille génératrice qui posséde n éléments, alors S est une
base de V.

m Si S’ C V est une famille libre qui posséde n éléments, alors S’ est une base
de V.
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4.6 Systémes homogeénes et base de |'espace des solutions

. T . .

Soient A € Myxn(R) et X = (z122---2,)" , 00 x1,..., 2, sont des inconnues.
Alors I'ensemble des solutions du systéme linéaire AX = 0 est un sous-espace
vectoriel de R”.

Proposition

Soient A et X comme ci-dessus. Alors la dimension de |'espace des solutions du
systéme AX = 0 est égale au nombre de variable(s) libre(s) dans une forme
échelonnée de A.

Proposition

Soient A et X comme ci-dessus. Pour trouver une base de |'espace des solutions
du systéme AX = 0, on pose successivement une des variables libres égale a 1 et
toutes les autres égales a 0.

Définition
Noyau d'une matrice, ker(A) = {X : AX =0}
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4.7 La dimension d'un sous-espace

Théoréme

Soient V' un R-espace vectoriel avec dim V' < oo et W un sous-espace vectoriel
de V. Alors

m dimW < .
BEdmW <dimV.
B SidimW =dimV, alors W = V.
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Question 1

Soit V' un espace vectoriel de dimension n et £ C V' un sous-ensemble fini avec
m éléments. Quelles affirmations sont toujours vraies ? (plusieurs réponses
correctes)

A. Sim =n alors E est une base de V.
B. Si m < n alors E ne peut pas engendrer V.
C. Si m > n alors E est linéairement dépendant.

D. Aucune des trois affirmations ci-dessus.

Série 5, Exercice 10
L"assertion suivante est-elle correcte (justifier) ?

Tout ensemble de vecteurs {vy, ..., 0} de R” est linéairement dépendant si
p > n.
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4.9 Rang-ligne, rang-colonne d'une matrice

Soient A et B m x n.
Définition
m Le rang ligne de A est dim Lgn(A).
m Le rang colonne de A est dim Col(A).

Proposition

Soient A, B des matrices lignes équivalentes. Alors Lgn A = Lgn B
et le rang ligne de A est égal au rang ligne de B.

Proposition

Soit A une matrice échelonnée. Alors
m le rang ligne de A est égal au nombre de pivots.
m une base de I'espace ligne de A est donnée par les lignes contenant un pivot.
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Série 5, Exercice 9
123

Sot A= 1 3
123

NN DN

1
0 |. Trouver une base de Ker(A) et de Col(A).
1
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Série 5, Exercice 9, solution
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Question 2

Vrai ou faux ? Soit A une matrice de taille n x n qui est inversible.
Alors le rang ligne de A est n.

A. Vrai
B. Faux
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4.11 Coordonnées par rapport a une base

Définition
Soient dimV =n, # = (v1,...,v,) une base ordonnée de V' et v € V. Les
scalaires aq,...,a, € R tels que v = ayv; + - - - + «,v, sont appelés

coordonnées de v par rapport a la base % et on écrit
aq
&%)

[v]z =

A

Les coordonnées d'un vecteur sont uniques.
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4.11 Coordonnées par rapport a une base

Proposition

Soient V' un R-espace vectoriel de dimension finie n et 4 = (v,...,v,) une
base ordonnée de V. Alors les deux affirmations suivantes sont vérifiées.

m Pour tout vy, ve € V, on a [vg + va]z = [v1]2 + [v2] 2.

m Pour tout v € V et tout A € R, on a [\v]» = A\[v] .
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Série 5, Exercice 10
. . 2 " .
(a) On considére le vecteur 7 = ( 5 ) exprimé dans la base canonique de R?.

Trouver les coordonnées de ¥ dans la base {51,52} de R2, ot by = ( ; > et

@;(2)

2
(b) Méme question pour 7= | 3 | donné dans la base canonique de R? &
1
1 1
exprimer dans la base {51,52,53} donnée par b= o] =11
1 0
0
bs=| 0
1
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Série 5, Exercice 10, solution
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Question 3

) (21 )
Quelles sont les coordonnées de la matrice ( 00 ) par rapport a la base

ordonnée
B— 10 0 1 0 0 1 0 o
o1/’\Voo0/)’\10/)’\0 —1
1 2
0 1
A. 0 C. 0
1 3
1 2
1 1
B. 0 D. 0
1 0
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Question 3, solution
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4.12 Comment trouver une base a partir d'un systéme de
générateurs

Méthode pour trouver une base a partir d'un systeme de générateurs
Soient dimV =n et & = (vy,...,v,) une base de V,
Soient S = {wy,...w,} CV et W = Vect(95).
Pour trouver une base de W :
m Pour chaque k =1, ...,r, on écrit [wg]» = (al oy - an)T.
m On définit C' 7 x n avec lignes égales aux vecteurs [wy]%, = (on --- ).
m On échelonne la matrice C' :
m les lignes non-nulles forment une base de Lgn C.
m ces lignes sont les coordonnées (par rapport a3 %) de vecteurs dans V. Ces
derniers forment une base de W.

Pour compléter cette base en une base de V' :

m On remplace les lignes nulles de la matrice échelonnée par des lignes
non-nulles de maniére a ce que celle-ci contienne n pivots. Les vecteurs de
V' associés aux lignes de cette nouvelle matrice forment une base de V.
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Série 5, Exercice 9
123

Sot A= 1 3
123

NN DN

1
0 |. Trouver une base de Ker(A) et de Col(A).
1
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Série 5, Exercice 9, solution
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Question 4

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel de R* suivant ?

1 0 0 0
1 —1 2 0
W = Vect o | 1 Aol o
1 0 1 1
Al
B. 2
C. 3
D.

Trouver aussi une base de W et la compléter.
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Chapitre 4 : Bases et dimension, calculs a savoir faire.

m Déterminer si un ensemble donné de vecteurs est linéairement indépendant
ou pas.
m Trouver une base d'un espace vectoriel donné (extraire une base d'un

ensemble générateur, compléter un ensemble de vecteurs libres en une base).
Trouver la dimension d'un espace vectoriel.

Trouver une base de |'espace des solutions d'un systéme linéaire homogeéne.

m
m
m Trouver une base de I'espace colonne et de I'espace ligne d'une matrice.
m Calculer le rang d'une matrice.

m

Calculer les coordonnées d'un vecteur par rapport a une base donnée.
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Devoirs pour jeudi :

m MOOC 4.13 : faire quelques exercices en ligne.
m MOOC 5.0 - 5.1 : regarder les vidéos et faire les petits quiz aprés les vidéos.
m MOOC 5.3 - 5.4 : regarder les vidéos et faire les petits quiz aprés les vidéos.
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5.0 Quelques rappels sur les applications

X et Y deux ensembles.

Définition (f : X — Y)

Une application (ou fonction) f de X dans Y, est une régle qui associe a chaque
x € X un unique élément f(z), de Y.

Définition (injective et surjective)

f: X =Y est dite injective si f(z) = f(2) pour z, 2’ € X, implique = = «’.

f X — Y est dite surjective si pour tout y € Y, il existe z € X t.q. f(x) =v.
Définition

Soient f: X — Y etg:Y — Z. La composition de f avec g est |'application
go f: X — Z définie par (go f)(z) = g(f(x)), ceci pour tout x € X.
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5.1 Applications linéaires d'espaces vectoriels.

Définition

Soient V, W des R-espaces vectoriels et T : V' — W une application. On dit que
T est une application linéaire (ou simplement que T est linéaire) si pour tout
A€ R et tous u,v € V, on a

T(Au+wv) = AT(u) +T(v).

Les propriétés suivantes sont vérifiées.

] T(Ov) = OW
m T (—v) = —T(v) pour tout v € V.
Supposons que dim V' =n < oo et que & = (vy,...,v,) désigne une base

ordonnée de V. Alors T" est déterminée par les images {T'(vy),...,T(v,)}.
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5.4 D'autres exemples, généralités |

Soit V' un R-espace vectoriel admettant une base # = (vy,...,v,)

Soient W un R-espace vectoriel arbitraire et wq, ..., w, € W. On définit
I'application linéaire T': V' — W par T'(vg) = wi, k = 1, ...,n. Alors

T(ayvy + -+ 4+ apvn) = aqwy + -+ - + apw,, (Y ag,...,a, €R)
L'application 7" : V' — R™ définie par

T(awy + -+ anvn) = (a1,...,a,)", (Vai,...,a, €R)

est linéaire. Il s'agit des coordonnées par rapport a la base Z.
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5.4 D'autres exemples, généralités I

Soient By = (v1,...,v,) une base de V et By = (wy, ..., w,,) une base de W.

Soit A = (d ... d,) une matrice m x n, @, € R™.
On deéfinit I'application linéaire T4 : V' — W associée a A par

[Ta(v)]zy = Alv]z,

On a aussi, pour k=1,..n:

[TA(Uk)],%W = A[Uk]%v = Agk = ak, ou gk = (0, ...,O, 1,0, ...,O)T.

En d'autres termes :

A=(ay..d,) = ([Ta(v1)]zy - [Talvn)]zy)
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Question 1

Soit A une matrice de taille m x n. Alors, I'application T4 : R™ — R™ définie par
T4(Z) = AZ est une application linéaire.

A. Vrai
B. Faux
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Question 2

On considére I'application 7': R? — R? définie par
T(a,b) = (a +b,a® + b?).

Alors,
A. T est linéaire,

B. T n'est pas linéaire.
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Question 3

On considére |'application T': Moy 3(R) — Msy2(R) définie par

Alors,
A. T est linéaire,

B. T n'est pas linéaire.
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Question 9

On considére I'application T': Mayy»(R) — R? définie par

T((Z Z)) —(a+bc+d—a+1).

Alors,
A. T est linéaire,
B. T n'est pas linéaire.
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Devoirs pour mardi :

m Regarder les vidéos 5.5 - 5.10 du MOOC.
m Faire les petits quiz aprés les vidéos.

m MOOC 5.11 : faire quelques exercices en ligne.
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