7. Matrices symétriques et formes quadratiques

1. :Dia,gokeii.sa,(‘x'ow dof matricos Sqmﬁln'q'wxl
l_e’gl‘j’mib'ow. Soit A wne mafnce . Bn it 6L A est Sjwﬁ‘n'ﬁu, st
AT= A

’Rﬁw\e\ﬂwb
T swt do (o J.rf{,{m'h’ow D\MIW\L waaln ce stv\,e,/‘f'n’elM ext

,{,OT‘C_Q,_W\Q/VJ' CN‘/‘C/{ ,

VERS
2 0R)
[U— |

§ e

Considdrons o medrice s:jmc”m'qw A<[2 =
Coleder o valours propres of las espaces propres asrocies.
?o‘t) whme carachkey phque -

0. (N = deb (A- A1) = (S-0)=2" = (5-A-2)(5-4+2) =(3-4)(3-2)
Valowrs propres : A=, N;=3  (towks s donx o muntfiplicite™ )
D A et diagemaliselle .
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ES,MCU propres:
6=t A-FT=|% 55 ’I_iﬂN[l"—J

SUSI-C‘ML a.%?ode,/: 'JC.-la’—‘O ) fx_-_-.\a,

F.- Vet V411
ne3s Ast=[70 & =[5 5]~ 3 4

sssléw. aATo UL : oc+ud=O = %=y

Eg=Ver | 3]
PR P
Tax cwsef\w, E,;L =B E-E;

Thiseenm . Soib A une matncr sgw./(*n'a,we de faille nxn .
St ® o W sonf deux vedreurs propres associes a desvaliurs propres
distinctes )\ #+0, , aors T, ef W, sont orfho gomanx (X,.x.=0).
Fewre. Tor kopoﬂl&c: AR =\, o ER=AK, avee h 2+,
O o A@,ew,) = (0 )T = (AT) W = (AT,

= (TTAN)T, = T AR, = (AT,

_ \—;]r(/}\z_s _ ,)\7_(&71‘@\ o A svm@m’alu,

dod. (0 —4)&,w,)=0

Comme % #0,  nows obtemons —u_:'wz’—‘o. |
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Regpel .

Une mobnce A de toille vxn et dﬁag)mmUSaBLL Ml exisle ume

mabnce. imversible P of ume mabres dia.%mal_b D telles que
A-PDY

Los coeppiciamty dicgomamx de D sont les valowrs propres de A

eb les colonvug de P sonf oos veohours propres a§5oces .

Nous avoms vu que §i A possdde w valemrs propres distincles,

alars A est porcément ou‘a%owahsalota, mai¢ qu el }wa

&fre nom dusgonalisable, si b mulfip lieite” d ‘e valowr propre

it plug gﬁww\o(z, oL (o dimension da soul- e8pce. prope asgect ¢

Reppel .
@Vl oh{“ %W,W\L moj‘r\'u, Canreé (/L O(L {‘a"l[e, nxn ts’,S'{~ OK\TLL\O?O?L&(_L
st Lest imversille o [U'=UT

Romeorgre -
COMW\L pac O(.LJA'V\ZIZ{N« rouf avoh( (/C_MF Ir\, ) {eS CQ(IOMMS C{L [/L
sonf orfhonocmies of _j’,o-rww\k W, de Rﬂ

De. plms, Comme WILT = L, les colonnes de W (c-a-d.
LQ/S (4:97%3 OLLM/) SOV\t QWSS OY"HLOM»/‘MLé{ ef Por'mmf' WAL
autre. base ovthenormale ol ZEN
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Considirons a. wowveoaw PQXQM.pLL A’[z 5] ) NOM’ avOngs :

r=[ VG 20T
Cow\meJ \es Vecjrerf Pmpres ’\Zﬂ [ﬂ e,{: 77_=‘- [—:x S‘ow(' OV‘ﬂwSOY\W )

ils g,orwuww\' wnl loese orﬁxpgoma(e de [KZ,
Yo oonsé{w.m{', s vedkemrs If‘é[ﬂ ok (g={£‘£[h)\] {,om\q,»\l'

o LG\SQ_ OY"(',/\,—:MPMLL ds RZ. St o poses

o 2"‘1 =
P=I %]z\:ﬁ% /‘ZJ ak D—H g]

rous avons A= PHP Dr‘, comme, 05 wlonned Lo P sonf
orthonsrmales | o matnee P est e eow{" orf'ka%ohﬂiw (P™= Pr) )
dsxn  A=PDPT.

Depintion. Soit A ume matner carrde dp faille nxn, .

On out que A est wne matnce oO'e_SomaUsal:(L orﬂws%a%&wﬁ
sil existe ume wabnce GerB onele ¥ et une matrice dA’aSerb:D
tellog due

A=PDPT

Remom_,‘rv\l,-
St A est Aiasowq,usaktz, wﬂw‘ama(.m/\,@\f, alors A est

diagenalitable car PT-PT
P&Y‘ CQM{T‘Q, St A Q—S{_ o(iasov\.c\kl&‘a,uq_/ a(or:f A
forcé mamdk d"‘"ﬁ onolisalkle, or‘H\oSo neloment .
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S¢ A est diagonalisable ortho gomale ment | alorr
A=POPT e Vet orthogonale of D et Azgomale.
Jon AT=(PDPT)T = (PITDTP" = POPT =A = A=A
Pasr coms€quind, A et snmﬁn‘c\w.-
Tl egt possible de montrer qua o ~eeiprogue it ausst vrwie -
Thibme. Soit A wnt mednice oo Amille nxn , Nous avms [ "Comivaloncy.
A et diegoneliseble orthogomoloment <= A et gyméngue.

Conseguenca. ,

S0 A est SUW?H“N’ dory A et {/omc/mwf' a&'agoML’rmL(L.

‘Di“3°“~°'u§‘-r Mosmahw‘.u\f o Ma«f‘n'cL A= -g 52 -XZ
?o(vnﬁmv carecten’shigue ;
S\ -4 L 3-) -9+d 0
PC(/\)=M(A—'>\I)=M\V'4 5-\ -2 ]:M{-l{ 5-) _Z]
-2 -2 4t -2 -2 8

L—>L-L,
- MF—? A 2 ]=(<a—mw[‘_iﬁ §Z>\1
f ,rc‘-z 4 &\ I&.L‘
= (9-N ((+=NE-0-C-2) = (3-2) (A= 3\ +8-3 )
= (3-0(0%33) = ~\(%-$)°

EXQM(Q_.
[5—4-2}

Valowrs Popres : (m(;l‘iylfdl-e/ ‘mo=l )
\=9 (M&ipldee/ mg=2)

\
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ES ﬂ)a,cu Proprts .

A=0: 5-4-7
A-0L =|-4 5 -2 | T
-2-2 gL

Svs’«?mmode’a {x -2z2=0 <o {'x-——Z?_

solukion obé“{m . [?j;]=t [%] )avecl’:elz,
i

=9 59 -4 -z | [-4 -4 -2 22 1
h-9l=|-4 s8 -2 |=|-4 4 2| ~|0 00
-2 =2 §-8) |-z -2 - 0 0 0

Sva’rémamode’a 2x+23+%=0 =D xc“j—'lz'_%

O(Mh Indrole: -1 -1
Bl {Oﬂ"s[ 41*’5{0] ,avec s,telR

el

5 -2 -2
V?.,di_{w{-{m\; 4 5 -2 {1l= 4
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Les vedeuss :)c1 [ } o 171 11 ne gont pes orﬂwgov\mi(-. :f‘:ff‘
O dilise & procddd do Grown-Shmudt pour trouver une kate
orthegonale do E3=Ved—ll—7zu£}~

On pose v,=z=m o W, =Vect 71 (= Vect{5,}))
(0]

-1
Ow, fose 72=2,("a—c>z’ Pm(.]wlj?z)s[_)‘_] et E3=VCC,t {V:)\_/Z}

On ve/\—.‘s,ie: VL= 1-1+0=0

0 4

COAS&%MCQ: {K%l ) Y:l ,l:ﬂ g eSf“ uwng ba&c or'H\ngoML(Q G(QTR3

=y 2%+ 2% +1* =9 =3

]
K:]ch(-n ref+4= = \Ig' =37
{w

)= { &), v‘zH 3{_\/—2!:4” st wne

lase ortharermale do. TRS ef nous pouvons derire A‘?b? e

% =Yz -he N 2z -3 -1 O00
P=\% Y& -hel35|2E 3 - & D=(03 0
50 4ke V2 0 4 O 039

"emsemble
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Roppel - Regle « lone —colonne dan produui F mateiciel:
Nows avons vu qne st A est une mateice de foille mxn
et B est ume matnce de taulle nxp, alors C=AB
est une matece de bailly M p telle que

ci= Q_‘.‘LW + %-526 {‘.-.'\—Q,,L,\'o,,\d
(Proo(w;k scoloire do (o A-eine lgne do A ok o j-Eme
colovne oo B)

Régh «cotom\e—[fgmw du pmo(u,i}? matricel

NO‘A'S avons ! ’[lﬁm|(8) i
’A\% = [ CD(O‘V\V\C.‘(A) Qo[om\e_z(p‘) . .- CD(O’VLV\C.V\'(A)] Llﬁmz(g)
| Ligne,(B) -

= Colomne (A) Ligre (B)F. - + colonne, (A) ligne,(B)
En epqed, Uelément o dn produb colonne (A) Ligne, (B)
of by et lmentij de b matnce AR et donc
Qﬂ‘.‘g,‘j + %154 {‘.-.'\—Q,;bv\'o,,\d

comme ovant )
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Théodme §?eci‘m(

Soit A une maoltncs Suwff‘n'qup o foille nxn. Alors:

— A possede n valawrs propres reelles (pas foredinend dishinetes ),
em Tenant cmple oo ur multiplicide”.

— Lo dimemsion de chague espace propre esh &ele 2 (o maudhighi it
do o valeur propre associce en fant que mcine de R.

— Les espacec propres sont orfhogonamx. danx 3 deux

— N poub &fre diagonalisee ovthogenalement - A=PDPT
0% T est orthogomele of D est diagomale

U&r\,swlo(a 0(-U Vm(u,ur:r pmpr‘e& ([L A e,Sf Q/Pfe(L/ (.0. S‘pecfrc, o&ﬂ\

Décompos ition. spexi‘m(e,-

Sl A wme malrce Syw\&‘n'alub do Foulle nxn.

Si A et dagomalisie orthogonaloment & laide do (o
mafrien orthogonale P=12, @ W) ¢ b wadnice dingoacle
TN= P"XL\O l, olors wows avons:

0
_ T (o  — M i D —U;T A= — I’?\T
A"PDP "‘[u.l"'wh]{o ..'X.,\ _‘_;Y_\"_ ‘[3‘1“1 '>\L&h,..\ _‘IY_{

Le. r€7(.e, “oolﬁvw\a.—ﬁﬁvxcw do ‘:mo(mll- matrciel wous dovine

A=h@aD) +alma D)+ (@0
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Deépinibion.. Soib A ume mafnee svm’fn'qub do Toulle nxn,

O appele ddeomposition, spectrale do A ledarmture

A"-I’)\l ('a\\—r\’r) t )‘z(cz‘u;_r) oot I>\Y\. (abu—‘-t:

oW {Tz,,.-‘,m est ume base octhonormale da ]anﬂof‘wfc; de, vedenrs
propres de A & A\, A, sout 3 valewrs propres associess.

Remorana. -

Nous avons vw que IIJE\\)T est (o m,oj“r\'ca, mmmﬂwjti
A pm\]’ed‘{mu ow{‘l\pgmLQ, cur (@ Souf—espace
Vc:ﬁ{ﬁf)-} cTR™ Comme dimVect {TA}DJ) my\‘o)(ﬁ’;"\fﬁ_r) =\

o A oot comme o somme de metmices de romy ).

Exemples.
I. Donner~ e o(n.’mmposfjﬁ'm spe,cf‘m(-z. ol A= [SZ?_\

NOM.»S oV ong +mmve,/ CiuL A—-—Pb?r 817&

— 2 —-1
Petm | ] e o[l 0[S

Par eoms€quant,
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5 -4 -2
4. Downer ume o(o.’amposfjﬁ’ovv spe.cfm(z, ole. A=[“f S —Z]
-2-2
Nows. ovoms. Hraere’ i A=PPT g

Y -‘he N O 0 000
?[\,%“3] Z/3 e - Vs e,’c3=0\'>\10]=080
A 0 %4Ake 0 0 ’>\3 0039
Pox em\SffﬂllAMd'
A= 0T W+ IR + LW
_l/\rz. WAz
=9 = | e 0] +9|- Yo |[-%h - Ve e
0 43
Yok 0 ‘Ne Yig -7
> |[A=3|-% % 0 [|+3|Y% Yg —%s
8 o o -% -73 /5

7.2. Formes qm&olmjc\'qmes.

/7, a b

Considfrbv\,g wn vv\,z;l‘n'cz_ Sjmt’{f\'ﬁ\lw_ A=[b g(,] O(L{“N(L(L 2xL.
eh tn veckur % =[1]€RZ

o ax,t+b
Ct_)w\me, A—'f, = [B :][’::} = [_'o'qu‘}' d’tx-ﬁ “Zz now§ avons

. rb
LT = L 1) [ |
= x (ax, + ) +'x¢('axn+a£x7_)

= 2ot +2oxx, tdx, € R
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fbe/:u whiow .

Soit A une matnce 9l7m?m‘a\% de faille nxn.

O dif que (o fwc{-{ow QR —T est wne Jorma ﬂww{mll‘\'ﬂw_

sur B s QR) =%xTAX pous toul xeR™

Fxemplas.,

LS A=To alors (o forme e\mdmﬁ-’clu asfociée ff
QE)=ZETLZ =% =I=l°

2, S A=[t 'n alors (o forme e\uao(mfu’aiu asfociée eft

Q) =%TA% = axf +2bxpg +da’

Remarques-
-3 Q- 121——1-[\1 est uns W Qmixm‘.w\wz_
Qex) = aaxs + b, do,

dors o mebnen svw\z}m'a\u stbc,ie/c est
a. b/z,]

A= [\a/z_ d
- Sl @R R est wns porma Qmimﬁc\w_
QE) = axt ¥ b, Fexx, +do, + NN ¥ P‘;
olors o mebnen sxovwa}m'a\u associée est

o by </z
A = 'o/z_ d elz
C/z_ e/Z, S,
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Ckovv\%M do varcble (.-
St EMT ) alors un chovgtment de varicbler est uae Quation
fo & porme
=Yy <= Y= P
o P est ume medrice inversille et ;Jeﬂz“ est o nowvelle

Vo &L\)LQJ .

Nows avows v qu towke metnee sjm?‘n'«‘u A de taille nxons
ped éhee diagonalisfe orfhosonaloment:
A=PDPT
o P=lW - W) et ume mabnce ovﬁ/poﬁowa,(l, (P'=p")
b D et e mFver dingonda.
Lensemble. B =1, )&, 1 st une base orfhonormale de R
Seit SeTRW fel que =Py . On o
z=[w-wy
Y SR e

doi |5 - [Zg| (ectrur de coonbonnses do . dans Lo, bate &)
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Consi diirons maintemant (o gorme quadedigre essociee & :
A =T TAR
St ;f-?’%’, alors nows avons
ZTAZ - ()T ARS) = GTRTAP)G
= [5TAE - 7oy (car A=PDP" <= PTAP=1)

Conseguum ce, -

La Yorme Kmtﬂm‘fc\m (Q:TRM —TR e,xy:rime/c dong (a_vanhlo(.L:Lf

Covik
" g >y =l ‘ow\Pl *«“m

= 'X‘\a?-l- ')\.ZL‘;-\- —_— %Wtﬁf_\,
(il k,l\lJ a (c.J’ oo termars M/\X"‘CS)

Dégirition .
On it c»‘w(z. porme qnedratique @: R —R est sous
porme dmﬁombc si Q(Q“)-—-E‘Tib'g powr bk 5*6.112"’
Exonple.
Nows avons vu que A=[§%] s'écrit A=PDPT en
peiw =] 2 ) w e[ 8
Por comseauant ) o forme e\mdr—ai\'q%
Q) =52 +4x,x, + 5%,
ecnte sous fovme (L‘asomie, est:
QuF) =Ty +3y,
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Thabeme das axes princapounx .

Soit A wune matnice svm_/fn’ﬁu{/ e faille nxn.

Tl existe une matnce Uf‘HMojoV\-Q,(_O_ P telle qua V3 Mjmm{.’
ds- variables 5£=PL5‘ meb (@ porma quadmdique QGLI=2TAY
Sous forme disgonale &(w'j )= ?&‘T,Dg’

Les colonnes de P sowf appeldes laf axes principanx de Q.
Frewe .

Comme por kypotisise A est symetrigue , A peud Efre

dizgon alisee ov‘ﬂ\osowa(ﬂ_mem{’ : A=PDPT eon P est or’ﬂogohﬁ,(j,
et D est dja.gonaLo,. m

EX%CELQS.
A, Comma Ae[i%]———%’ﬁ oo
T R I S P
les axes principranx Ao %4
Q) =52 +4 2, + Dxy

y
§0v\{' donc ) "
- [Wﬂ ot _@:[—l/@] i M1

W= LAz s

f»t (,a— %Oﬂv\o_ d,{a.Ja%a,(L c@b& e,d'
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S -4 -1 ’ ™ ~
2. Nows gvons vu quL A= -4 5 -2| seent A<=PIOP' on
-2-2 ¥

B e O 00
%o e -zt d={0 9 0

P=[v o w]-
\iu'ZlAQ 1/3 O 4/3\11 0 O 9

/\70«‘ ton § e%wu«*} L@.S axes Prina(amx OKL (,a, M\M&J,(RJ{‘IC\M
Q&) =52 =8 e, — 4’1‘1;34—53(;— Lhczit,s + ¥x§

Sovd,
. '25’3 . B l‘/\E N :/3&
%l = l//§ ) u'z - /éi ) u’S = —4?;\{\52-

6(7 (n_. {korw\a_ oug&ona(ﬁ. O(L & )
Q@)= s + Iy,

Deépinibion .

Soit Qi R"—1R. wns porme quadratigne sur R™.

- on ik Que Q est dopinic positive st Q>0 pour tout %40

- on dit que Q ect Ao prme ne,’sci*(ve, ¢; Q&)<O pour toud %40

- on it qua Q ect iho(l,f/t'hz;& si Q6X) prend. dog valowrs fosz'fcve$
o r\ﬂ:tbe.hves pous touf %40 .
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Thivreme . Seit A wne madnice ygm_%nq% e faille nxn

¢ soit Q)=%'AX sa porme Qwuimftolm associce. Alors

— Q et depinie positive <= todes (s valours propres du A
sovd positives

~Q est deprnie megebive <=> toutes (s valourt propres du A
Sovdk nefsdv;ves

- @ est iho(-Q,{’ai’h.{C, <= A o dos valowrs proprer rom‘fvef ef m’sah'ves .

Trewve Lo fhobrtme dif axel principainx noug permet d ecrire

@0_5)” A\lj\zi' 9\2%:,4' ___-\-/Xntoi
J)@;L (e f\Q/SwHIQ{T |

Exefmplz)g\
L Lo gpormnt quadratique Q) =% ==
et dfyimie positive cac QG)=IZI">0 pour towh % +0.
2. Lo gorme. quadratiqne QGT) =50 +4x,x, + 5%,
st diginic. positive cor los valuns propees de A=[5 5]
sont A,=F of Ay,=3.
3. le porme c\mdmﬁc\wz, Q) = 4 +10¢ 2, + 2%,
est indefinie cac los valonss propres de A% %]
sont A =F of Ky=-3.
[de (AAD=1" 2, |= (a5*= (53-0 - |
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