6. Orthogonalité et méthode des moindres carrés

6.4 Troduit scalatre, lonoutnr ef orthogonalite.

Rappel. St A est ume matrice o bailly wixn,
¢ B est e matnice di taille wxp

alors AB est e matnce do tailly wix o

Sovent pmoainkemant 'lz)V&ﬂZ,W deuwx vectewrs cima,(cpr\c‘uu.

Vl
VZ\ est une materen de toille v |

Y,

_——
Comme. V=

alocs qune = uy - ) est e matries de ol Ixmn,
le pro duif motreiel 7T est une matrien de foille noxn
& le produit mataieel TV est unr matrien de doille 121
owkremud dit . nowbore el
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MH'»\}L{on. Sorend, W ek v odonx vecteurs de,fzh' Le nombre reel
- = — |
WevV= W V
est appeli predutt calsire (cuclidien.) de & 7.
O Lo ol aunssi <’UT,7>.

Uy Vi
Si. TA-":‘[X f’/t— -\T‘Li/xqa.(-orf M o

14Y

vV,

n,
Vi 0=*

V=0 = Loy u%]&

Remggw, Il est Yoss.'L(c do ottg:{h'.r d ot reg rmdM;H‘ scaloires
sur IL“ wmeows (.q_ rmo(ul;‘!' Sca,(ai(\e e,u»o(idie,w e;(' (Q Yu-( a\wl jerey
troile damse o cowrs.

Thsrene . Sotent TTWERY  4eR . On o
1. WV =Vl (Oomm'}‘a'l‘iv(“e/)

BT =TV ATV (icbubinde)
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,-‘

<{
1

Wy + WV + e b U Ve,

.—-‘

(e
s
P
<} <)
>3
1
)
)

Vil + Vo Wk o F VI

<)
|
sl <) €l

i
<
-,—

g

V=0TV =0T =0 (@)

?QW CVOIr Ll SDWmmL y\M,llL) |" ’Lau,:l‘ ﬁ\u, J'\a\'ﬂb\b {EPW. 50”— MI(:
%§=O et fout ‘) Aui('re,M a(,df'/ u:)=0 Fow‘ 1"bui"() ]

ConSequunce .

— — — —> | _ — = - > > —>
w-(o(‘v|+o(zvz+--- +o(PvP)~ o) WeV + a3 «p U Vo
:D{Em'o“, Soit welR". L NOTL (emclio(/.'emm) ow (,on31w,«r‘

dn vecdzmr i est (& nombee
IR=\V T | 20

Romarqua . Pour des C&u«Lf ﬂufm'gw,s, on uhilise pldst oo
_Y_UY‘W\M,LL l “ =QJ

?thel"e- d uf‘:R fk%eﬂi)q(nm
o = [alIEN
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'Dﬁ:v[,iv\ﬂ’fon. OK dik E‘MIM vectemur T:G”ln CS{‘ uﬂ+aim (ow um"le/)
si Iwll=AL.

(RU\A,LL\"O\'\AL. St W et wn vedewr won wal, alere o veclenr

R SNV
IwH Wl

est um vedttur wnitoire.

Dijintion - Soiend T, 7ERT. On dipin (o dishonce. entre @ o 7 par
Jist (% ,7) =1 w71

Geﬂmej'r‘iqmwm"‘: —- =
— w—V
V
% W

D[[:fm’]r{oh, Deux veclewrs ek ¥ sont or\ngowx (entre ew() Si

WV =0
M&gu- COMML ‘O-?V}= 0 Powr ]"ovd' VG/RYIL (v Vec)lew _5>~e1'3‘
orﬁ\n‘aom( 2 tout vectewr do R™.

)
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‘I'Morém, d.:., ?H’H\aﬁ'or‘c,- Sofem(~ TZ,'v’eIRv'. Dv\ e {%an(ﬂmd_:
T d 7 ik odlagman < 1T Mol N (e oW v i

Trewve .

1%+ 9@V + 171"

- —  — z -
dod: B-v=0 < I\ = IR+ 1717 =

Digivton. Sot S um sous- ensemble de R™.

Si ZeR" est orflogomal & tows lf vechous Ve J, alors
on b que x est OH‘L@XOW&L PAND

L'ensemble ole fous les vecleurs Of‘qu\.osohmx A S est
appeld complimnd orthogonal de §, wotd S*

(se Gt = orH»ogomL”) :

St={Re R Z-V=0 gow fouk VeS|
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Exemples .

n-2:5i S={[E1Y, alers guﬂ
L 2 —~ -

§h={[5)eR ax ety -0}

n=3: 3. Sf“gw, alors
SL={[§]EI\Z3'. avx+53+ c =O}

(_/ﬁ
ooP
L/

AN

Troposition. §i S est um, sous-ensumble de RY; 2lors ST est
wn sow-espace vedoriel do R™.

Yreuve .

Ono DeS* car 07 =0 pour fout V€S

Corend "f,'ge S‘L &

A voir : 534-?6 ST ek ATe St

Tar hmmﬂ?ue&e: E3

%V
'ug’ V=0 pour fouk 7ES
= eV

=0 fpowr fouk VﬁS

—

+ 3,?— O+0=0 = 1?+E>€SL

oy (aT)e T
Xryl
2)e v =5 7)=%0=0 = \xeS* H

(
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Kemargue .
Lo propssition. précddunte wous dit que mitng 51 S n et pas wan.
sous-espace vectoriel , son. cm»\f(-e/r\u nt Wﬂ\zﬁoho\,{r St en est lMN(
Proposition - Seit W um sous —espact vecforie] do R™ On &,
WaW"= {G]

Premve,

Comme W et W"‘ cont oo sour—esf)acu vechore(s e 72"’/
s contiownant lo vectomr zéro 0. Far cpnfe'ngf  BeWaw™
Soit TeWaw ™ Comme TeW o TeW: o e 2.z =0,

Ao =8 et le seul lément de WaWr={0] &

(Pr‘OPOSI:{'I.OW, Tovemt 71/?/:1"'7.\7; k. vedtenrs 1Mdcmf\qb£€ de RN,
S’r'n, 5=WT;,T/:_} e,t W=V€o{\‘8) a(ors on o :
W_L___ S.L

Audrement dit,
TeW: < T ash oer%OML 2 A S’théML de gf/m:u{wn* odo W
Tremve,
On va meobrer Whe ST o Sha W, diow, Udalite”
W2Shsi ;Z’ewl, alors 2. w=0 pour fout we W

dlof V=0 powr tout jefl,.. k]

adremond ik, Xe ST
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SJ‘C-W‘L: St ?ZE,S'L, olors 3(.*'?;"—'0 Pour fout 36 )Ll)n.}]e_\
Comme W=VeddW, Vot foud veclour WeW slkarit:
W= A+ oo bl
On e donc
;)_C,POW"'- _'Zo(o(ﬁ:—l— *“xk_v;,)
= o () F o+ & (. 9,)

“X0t..+e,0 =0

Proposition . Jeit W um souW —5pace vedorie] do R™, v &
We (W)™

Premve,
SOH— W'e'\l\/ wm VQ.OLQMF C‘ML[C.OV\%ML;
Comme W esh w{’l«,otjo'w&( a toul vedour de V\/'L, nowg

avons we (W'L)'L. [

Remacgua . Nous allons montrer plias o~ c\u'%\ a en {_gd' e’gau’cef :
w =W

Chapitre 6 - p8



Théoreme . Soit A e mabrey de foille v x . Alory s o
(Lgn(A))_L= Nl (X)) < R

/?rﬁwvf’.,
TeNlA) < AX=0

Gy o or Ry :)‘c‘ _ °
| : : A
a 1-~-a1 w Lo 0

o Xq 4— o K _ 0
(= |
0, I+ - T, 0

<= = QS{' ovf'l«p\')ovxal o chegue Lusvu, de A
D Te (L%VLCA))
3'o% 11aalitd’ (Lyn (A= Nul (A) .

Corsllaire . Soit A wne watnce de taille v x 1. Aborg om o
(Col (M) =Nl (A7) <

Tresve. Le Hntordnt prdediant appliqni 3. b msbrico AT mous downe
(Lgn(AT ))-L= Nul (A7)

Comme LSW(AT)=QOU.A-) hows avond (o veFultat m
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MéHode powc ddderminee W'

Sot We IR fous —efpace vechwrel di dimpmsion 0< e <1, .

L Trouver wne base {1, ,, W, § do W

2. Consbruire o matnee A detoille kox it dont (s lignes
sk (o5 vedewrs W, -, Wy
Por eonstrachion | |lan(A)=W
Comme 4 W, e W,V est bbre , o o mm\.j(/\)"=l<.

3. Resoudre o wysleme howogine AXC=0 pour trouver

Wh=Nul (A)

Le thiortme diw omg nouns downe  dim(W)=n—L_ .

G.2. Ensemlles orfho QoAU
Dévinitton. Un ensemble 1T, @, ., 0% | d veckurs oo R™
est apy-dutf ensenble orf't\,ocbokai si o vectomrs Q:)T,Z,__.,al
sont O‘Y‘H/\pBoham.x doux & dowx :

Wi L =0 pour touk 3,46{4,___,+a} kel e 1L
Exemples.
L. L'ensemble {[g]) [?ZH exf or'{'Lwﬁor\&i cor 2-3+3(-2)=0.
2 Uentonble {[3] [2] 121} est orthogomal. car

A

bir262)+31=0, 4-0+2:043.0=0 <& {-0-2-041-0=0
3 3 €={€\,...,§:\% est @ bage canoniqnL, do R"
G&DY‘S ’Lbld' SDM—&ASMLLC d-& & ﬂ&l’ O(‘Hmoaoku(,,
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Theome . Si %, T ! et um ensemble orthogonal do
vedeurt non wuls | alers Hf”}i[:_ 25t um ensermble
(ine aicemant iwo(n./?-em.d,ap\lf‘,

Conséqumen. St {an-—,fK} est um ensemble ortho Som\a.(
Ao vecteurt now nuls
de Ved {@)..., 47 }.

, Glors )l-‘fn--.,—lz;‘ll ot une bage

?MVQ, .

—

Soib o\ Wy + &, Wy oot Ry, =0 .
A voir: d\=0 £,=0,.._,0,=0.
On o Wold, T+ T, +ov 2 T )= T D =0
don o G- T )+ 2T @)+ 4 (Wi )= 0
Comme 1T, WL T et wn ensenble or‘{'twgovwk( o @ Lpei=0
prur dout jele, k), w ape mpligue .
o (@) =0
Comme W eF nomw wnl, o & Uye®w; >0 eb =0,
Un caleud &nalogut ot donre «,=0,... =0 m
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Dépiniion. Soit Wum sout—espace veofortel de R™ oo dimeneion O<ksh.
On dit que l'enenmdle 130, 0] et wme bese orfhagonale de i

si 10,0l et wan bate de W qui ext un ensembl orfhogomal
Exenple

Le. base camonique do R et une bage ort'kpsono.(a, L R™,

Le thivme sutvand wous it gue lovsquion dispose olume base
orflogonale de W, & alel des wordonnier dlin vechour wWew
doms catty, bose est Fres Simple -

Thiswne. Soit W uw, sout—espace vedoriel de R™ ol dimengion Oclosh,
Soit 1, WL} war base odhogonele de W. Al fout liment

weW slent oo manicre “"‘*’1"‘”-

—> _\Xl.'t‘:( —> W'Ez—» _\XI.'—’ —>
W= == U & == U 4.4 =—= 1
Wt ) Yo wl
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?f‘euwe_ .

Sot WeW. Comma {ﬁ\,m, —LZ;} est une base de W on e

—_—D —_ D

W= o, R, U b b, T (elrure wnique)

don el =, @ + &, W+ v, W )e

—_— —> —_ —>
= R Lty Ry UL,,L‘—LZ" .- oLy, Wy, oW

—_
Al . -—’ =° =0
lV\,S\.) w, =& u.1
W W,
. * U
e am wous donne: X F=0
W, oW

-—

On, trouve Ryyoe, 0, de Mani € e a,min%w_ an cal tuamds

—_—
W ® W

& ) avec ;\6 ILZ)---} lﬂ_} -

Exemple
Les Vcc:Lcur.c A’—'[‘ ] -ei‘ 'd,bz"’ [__41] S'oh,{' ov-{'l\pgonmx & y\m\,vwlg_

AMSl ®= {u'\)uz est une bate 07-1%301«@(1/ de K
5
Sbi}t W= ((S] . NO‘LS GVOWS -

——..—b S -—".-» —
W= Wb 0 Wetke GO
W ew U W,
_S14%1 — Sl+3(—l)
12412 Uy 2% Uz
B 4 _ 10 -2
-~ 2 M T2 ‘*z = Ty uvz

Celeud a(luma,\-‘
Ted 0 = [1alg V[ i)~ o~ (o T

= (Wl [&
[
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Dépinibion. ln ensemble 1@, T, &, | & veclours do R
est e.ﬂwuf ensenble orthonormel si:
~ {R‘\,szla__ﬂ:_} est um ensemble o-»(-lmbomi
— las vecteurs 'a:,@,.-.,alsmf wiitaires :
uf&,} llﬁ’,pour‘je{l)..,,kf
Ewemples.
b Lensemble (% ],[?ZH orthenormel .
2. Uensenble {[ L[:ﬂ } orthonormel .
350 £={%,..,&0 et & bage canoniqne de R”
dlors fouf sous—ensemble do £ est orthonormal .

Rewargue .

Par cmsbruchion, si 4%, W { €5t wn ensemble orthonormal,
obors les vecreurs W,,..., Uy, St non nuls et de e poif,
1%, ) est tououcs lincaicehant tndapendank .

Por l‘.ovxS'f_,iNM_,l‘) wlw,,.— ,ny est um engemble Or'f'knmv‘MR,L)
alors AW, .t @t une base do Veck {i,...,ix, }.
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DépiniHon. Soit W um sout—espace vecorte( de R™ oo dimengion D<lesh,
O dit que lenvembsle {00, ] et wnr base oflonormele

(ow base orfuonormee) de W si 1T, W1 et une bate de W
qui &b U ensemble orthonormal .

Exmp_h
L& bese C&MN;TNL do [Kn' e&f wne !o&{e orﬁmh,opma{e_ da ﬂZn

ngw_,

MY {W,,...;V_VZ_}‘ est une bage or{'k»ogo%&(.ﬂ_ dy. \l\/) alors )wIEhSmbLL
— —_ ~ —_— W .

{ul,__./wk_}, AN LL';\=W%_“ \oouxr‘ J=l,.-.,k) est wnyg_ Iokfc,
orthonormale do W,

Thiswme. Soit W, sous—espace vedorielde R™ oo dimengion Dlesh.
Soit {EZ‘,.--] E;} wnL bage ofhonormale oo W A{oq- foud €liment

weWw sloent oo manicre WM

W= K_\R/.'UC()—[Z] 4—('\2/'-'\1’)1)_@ + . oon + (TN.'TL’&)—‘.Z‘Q
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@.3 ?rqieoﬁom orﬂ«ogmc.\e,

Soib TR um veckeur non il {!ixe_/.
On aimeroil eovire ua vedreur arbitraice 56 D" Comme (o SEmme
d wn wMJ.‘l‘\'pLe, de X o d'un ve.c,'(‘&/w‘ or‘HNoaona.L & W

75‘ AN +Z avec z.0=0 e AeR

G@_’omcf{'dotm\,emi‘:
—
«ta»/ Cad
W,
Comme ?———5’-9\(:
nous QVong T = (g—m)
o=@
T D
w*w

Aivm'] Lo veckeur SG[R‘A fwl‘ Y’e’ch're:

2|

si|sl
3!
.-\—
N},

—

4
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’D-e:L{vvC{“fon. Seit DteTlZ“ w Veckewr mon nul
Lau Prod'e,c}riov» OV‘H/\p‘:]omle_, (J.e, 56 [Pm fur W=Ved’.‘{lﬂ)
nokée proj, i) ew proj, est e vectewr

PR = e

Cova, qu cpv\s']“mc:!‘lm (.0_ VQ_C.'l“eMF \\j [)TOJ 2

e,s’r orH\,osovLa.\ Q \A/ wou.s avons ZG\I\) f,{‘ noWS oa-ouwo'hs

'ZXPY'HV\U’ b veclewr o 2 comme ne somme d, um,ve,c;l&/\r‘

damg W o LUUW\. veckeur dams WL:
= Pmd 2

ew ewﬁ-

Soit TR wn vedkaur non nul ef W=Ve.cfc{'(ﬂ,
OK, ‘wa' vw:vd're,r “lu_ I%*plicadl‘l'o‘v\. T: ﬂzn—-'* rRV\, ob‘,{.‘jmie, P

sl
<}

T ——-?ro'_\:-\’f = IZ

gL
€l

est Lindaire (voir exercice 15 ) séne 12). Elle est appelee
(o projeckion o&b\pnomle, sur Welect{w§.

Comme T(V)=0 <= -V =0 <= Tew"

nous avons Ker(T) ="

Commt. T(7) et wn multiple de T pour foud 76 R
onous avons [m (T)= W
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L'associetivite” do produit mafnciel wows perwet dderire :

ey =% (T77) =-(Z(Uf-7)=(iz-7)a; car Ve,

ma~ee de :\::-I(_:e-}
taalle vuxw, reel
Mnst
/ — g
W'V — 1 (».,;T)
T(\/) ?\'"0_3\/:’.,;,-» M.:_‘:._;—-» ww /v
Ww*w

?&r cnuslju/w{‘ l,a- wwﬁ‘nu_ WMG\M &srouec,
a. | Q,Po')(/. Uzjl‘low (J\:V\QOMI\Q, T_“_ FYOO-U: 65"{- :

Seit YM;V\,{‘QJMW'\' W C‘RW i, Jous espmw Vecjﬁ:riel. dle OIlMMI'OW ‘Q}Q

. - 7 . ' — ‘V\I
On mmmf eI um ve.d-eMr arbitraire 36& Comme (o Somme

d'wn.  Vedewr 86\/\/ e dlun vectewr Ze& Wt

g:g&-g

»

Ve

G@_omd‘no[wm,emi‘
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-D\Q{OF(\ZW\Q, do (ﬂ. 'Fm\]‘ec,‘eiov\, or’l'{r\,ojoha(,{;
So\'& W uwm Sm—e,SF&ce VQd‘D(‘f-Cl o(t ’En 0(0., L’Mft'w k>O
Tokk vedewn AOeTKW seent de manire unigng. SOus o porml

8 /g + Z; vew eb ze\l\/
De plus, i {T,,.. )ukﬂ et e base or‘(‘ﬁ.o(\}omtc de W, alocy
Nous BVONE mi {,owmlz, expliante pour cdenler 4 Y-

A Vs T -0
ﬂ:ﬁ—taﬁﬁ,+uﬂ,.—ﬁ“@+ A Gy | e
Wit W, ) W oW,

le VCO*L&A,(‘ % est a.PP,Ql.e’ (o Ffodcd‘\'cm OV'H/\njole, 4@56 [EV\/
sur W oef en e wote 'Pméw:(f

Reuve .
?a.r c,onS']'m,/::l‘l'm ) (o vec}eur % a_ryar‘]‘{f/vd' e\~ W car il J’é’or;"f'

Comme combingison lintadre des veckeunes {T},.-.ﬂ;}.

A voir: 'i’=’%—-% c \l\l’L
L w done wontrer —i‘-\to=o ) pour ﬁ'e{,{)._./la}

On o,

. _[(— /\) D I g N —
Zou, = 6—-% S T TR T Yy
I )."CC——» ’»a”_—» "’.'CC_» .
= — Wb b e
§iclEE P T e )
- i BB o)) - BB (T
Ti- 6 SR - 38 G0
= " _O =0 = O =0
'U w, /‘\J) w, =
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%’.QTFO ) pour 65{2,)‘1}
Il nous veste & nwontrer ﬂ"‘" |'¢eriture est wmaqug .
Skbppostm&' qvule'l« e wnl QM,{'TC /CDM‘?oJlIH-OK'
8 @4-2 mvecoeWekaeW
O'»L Q denc ®+Z = (1744-2
de b,

e\/\} e/\
Aivm') L veclenr- "= 8 —(tj

S:A.l' e’ — /\_A=
S {g@
Z

Corollsire,. §0 W est wn sous-etpace vedtorrel de R , elors
W=
Prewve. Nows avoms doj2 ywontie” We (WH)+

I vecke 2 monbrer (W)= W,

Yoit dewe Fe(WL)J-c.TRn.

Le thiodme do (o projection orfhegorale wows donne:

=G+, aee YelW o Te W
Comme. _gé\)\)']‘ ae(W'L)’L nous ayond A—(i' z=0

Lo 0=%’-€'=(§ r 2 )- z—gz«Lzz =0+=

hnsi 22 =0 < ’t"—o,u. qui w\‘)botw, Ag=@e\/\/
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Tomareuas.

= L'umicite oo G dconpo sition @'\’=,8 + 2 neewire gine (s
Qmﬁuﬂh’«w Ym\\w'/a' ne dipnd, que dw Sows—espaco vechorie W
e won pas do o Lage (oersomLz) de ||/ choise

— S IJe\A/, olocs pm\]w«’a?g.
Coes houg dlonne um crilere prahighe pows caracteirer apparte nance

d'UW\, ve_d‘au,\r \a., TV s‘ou,&ejpa,cl_ vec'{'on'QL >

bqj:‘z'hi']ﬂ'b’h..
Sot W um Sous -~ eSpace vechdel de R™ do olimamgion k>0,

Soif 66”( wn ve_oi'w clulc’,on%w_
QV\ df,flul' (y.. dA;&’ILOWLCL en{‘re, 5 t’,{' V\/ M'I‘Q/C (114:8{'(97, W), )?M\:

dist (5, W)= 1y = ymWou -1=1

-/b

/ ?m\\w AO
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Sett W um Sous~ eSpace vechrel de B" oo dimension le>0
On V'U'J- montrer {ue |1a,ppl£ca}l‘(ﬁv\. T: — o(i}J'M'C P

est Uindoire. . Elle est appelie. Lo projeckion orfiuagomale, sur W,
Comme T )=6 <= %LK\'\-..."' A;EA':I"“_\ZQ‘—‘-—O*
W s W, Y o w),
<= .{z‘)-———o FoV\Y‘ ']'Ow"r ‘)62[{).“)‘7\&
= Ve

nows avons Ker(T)=
:D1om'l~re, Pﬂ\t"{‘) Im(T)'; \l\/
Comma JM(W)ZLL, e HioRme dun m/»\\sz nous donne dim( )=Yl—‘<

?0\/“ co‘nSfﬁth m,\)

)

- S e\l\/) alo s Pm\]w CAiasi est un yeclemr poopre
de ?mw/ de valuwr preyre a,S:bcﬁ'e/e 9\’;4-
- S € ,a,(or‘s Tm\iw ‘=_O>. Aimf e&f Um Yec:le/ur 'ororl\e,

de ?m&w de valunr propre a,SA’bcﬁ'e/e

Soi{‘ {'1;.,,M)(Ck} TS bese do \/\/ (faS {,orc.e’hm\' G#LAXOMLL)
ef soit wn base do (ras Forcemunt ow*lugev\clb)
Vensertle B=1T, T, U st . bease do R

?/I/_ La.. Ma,{‘h'u_ J_L T=PWI]W \00\,0 TI:,WJOT"I' a la\ bc\,&e 6 e,af' a(Aaaov\c,(.q

Ai:[h(\)\{ 0 ] } ke gois
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WOFE\,W\L- Si {Il ,--.,qu e,?'(' ung ]otk&e Of‘H\-QMMﬂ.(l, do W, a_‘.Qq’

Prej o = (@), +(3-a1)&1+ AT T

De ?(MS/ st L est le matver di feille nxle gw'wm{‘e:
U=y &, )
alorg nows avons

]Dmi'w %’: =-(UM.T )—%b Pour '{'OLJ' 66 ’En

Al&,{'f‘&w\am&‘ O(A-J?) (.a. Ma+h'cz, A=U:U-T f’.S" (g. MH'CL C&WJWL‘MMM\J.'
associée o la ?méed‘fbv\ ortha Sov\ah, swr W
T= Yro\&wz IRVL“BJEW

?r*e,th_,_ Le, M&N (h, (o Pm\[ec’tiwx. or‘(‘l«,:%mk.e, WOUS ou(‘ q‘w/
fouF vedeur XGE:'KN s'eerdt do YL TE, l,wv.lilm_

Teh4E, o epepgeW & zewn
De plus, comme 12, ent une base orfhwmonmae de W,
neus trouvoms::
R G G ARG AT
Comms =T, - | el W=Veek | T %, 7 | neus avons -
W= Colll).

Pod‘ CDVLS{%WN\‘/

W= (G0 = Nl ()
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Comvu, 86W=COL(u)) o oL

a‘-‘" U Pour um CLT+MV\, 9’5612%'

C°W“N-' ,ewa,w_ '=—O_>-
Ainsi UT =w(5+ )—-uﬂam‘ = WN=) + 0
= U=

Comme ka,s k wlownas do U {Lorww\.l' U MMBQ Oer\oV\,orma,(, )

M o UTLL-—-—Ll e qui noul donne
»':—‘/(,T—

Pofw =43=LL'£=(A,(MT ) =(Uu") m

Matrices orthogonalss.
Soit || wne mataey do taille mox

W=[& © --- -(Z:j , aVec b—Cd-C R™ pour %ufd'e{l,.--)hﬁ
Thiorema .
Les n colonnes d'ume madn'ee U de taille mxn sont orfhonermaes
si et sdemend si UTU=T

La. woknce WLT est il matne e 1‘@;'[(4, mxw, et est

QSSOUJ&Z’, E Q«Pmded‘.‘om ov‘ﬁ\.oﬁbm(a, sur lz 5o M.f-e.{pace,

veckortel W= Vﬁcfiif‘,,ﬂ;} =R™
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Thdordma .

Soit U une matrce de teille mxon dont (of walonnes sonf orfhonorméer.
St , alors

Logu =l

2. (U=2)-(Uy )=

3 WU2)(Us)=0 si e selpment si -a=0.

Treuve . Voie Exercice 0, seime 13. u

Come%mcz.
L,appwu\ffek a'M,w'/‘C T — ﬂsz ol.e:]:,in&e, ?ar T( y=U

COnfer e [ey {DV\Su,eu.CS ef ]’Dr‘fkpgomb‘{f/.

Deivtton -
Seit A wng mafree canree oo fadle nxn.

On it que A est ume wmotrice orﬂwgom(o. si A est iwversible ef

A-4= AT
/Rm&rﬂlw‘
CQWWV\.L pas dL@]'V\L'{':'Ul’L rouwl @von§ ATA= I ) [E‘,S C.O(/O‘nh.u' G(Q A
sout orfhonormulel of %OTW\Q/VJ: W, de

De. 6)(MS, Comme, AAT=I ) les colonnes de Ar(c—o"\—ol.
les Uones de A) sont auisi edhonormess ef porment ume
audre base orfhonormale ol
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MP@M OQ, (o M&f“ULY‘C, apmo({ma:h’w\.

Sotk W um SOu.s—eSFKce Vﬁd‘bn'{,l de )E“fl',\{emw On w:

{ 75’— Pmdwjt; I < “3,‘—’\7“
ponr toul WGW, Wf Prodwgi.

—>

T

L

Le vectewr Pmdwjl.; e_s(‘ o.pp.e,(.v./ M{(Qurc &pfmfo‘{va
(a\mo(m‘hq'\u_,) ob, 43/ Far TV 'C’CLWM/" 0(4, W

Preuve. .

COW\ML 19 Prodwtg/ew
ef W— P“’dw%éw powr ’(‘oui WGV\/

nows Pouvov\s ecHre

—"b”b

v (‘3 P"’OW‘} Cproy & = )
eb o thisreme do P\jtl’ba%ore, nowt denne

“}—wll“lv Pmdwtj,ll-\-upmdwtj/— “ B
> [la Prodwtj/ll >0 st WHP Y

dloon }—w wi > lta Pmdw‘} I Fmri‘oui weW Wi Pmdw;;‘ m
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Mou,S venons o(,L vo{(~ gu_ ’IJFOJW PEM{' s Calc«lw 1(‘,0\,01:10"'\:&’\46

i l'ow dispose. dlume base orthagonale do |-
Question. Comment trouver une fell Ease,?
Réponse -

G4 Le procide’ d'ortlogonelisation de Graum- Schmidk,

Considdrons wwm premier extmple (Fres simple)

les veckenrs "”Z\=[H of i’;[‘z] ne gont pag o).

Orﬂvo'ﬁoMuX car X-%,= M2=3+0.
St W= Vec.t{ ],'X_b} (I'U: W——ﬂzz)

Ow yose 7==[1) & W =Vecti 7]

N % =
Le vec,{:mr W, = [ ] sl‘ ovf‘luo%onal a V

DN

—>

wr V2V ==1+1=0. S

1

Tar Coms*f’ziua,ch {7",72&‘{[{41)[—1]1( est une. bage 0/‘("’\0801\&!& de W,
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_ X, Ut\»__H-Z——- _3__—> A
OW“'PW(\wli T T ke TS 9 NUU
A 32 11 _ 2/5‘\______1_ -2 —_ [/
ek oc Pmwa —[1]—5[21—[_.,3 5[ 1] U [
P IR ¥ SN s ]
2 - — . - .
Le veckenr U= 7] est ovbhogonal & T, ; & z
cor Yo U,=-23+2=0. 2 - '

T conséquank {0LE Y {511 51] et we autre Lare
ov‘ﬁwﬁov\&u de W.

Afteatrow -

Lordre dans qual on choisit s vecleurs est imporTant

Procgde J’orf'l«oxomlisd‘im\, e Brom—Schmidt .
I On se donne une base {:E),,Z,.-.]ﬁ} de W.
2, 0n pose V,=%, o onnole W =Vect\ ] (= Vect{z,})

3. On cnleule Pm(')WD'LZ & - Pméwv'z;

4. On pose 7, =%~ pj, %, (o wm ransdtiple de ce vecteur-
de jorte que v, ait dos conxpomn{e& enfierel).
et on note, W,=Ved 177 7 H(=Ved {%,,2})
tar costrudion, 72 =0 of 17,2} et ume base

Of{“wsmkz do W, .
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OO0 cdede o Xy o X, T

6. 0w pose 73=5c'>; proj . X5 (ou ww:Ml‘rpr de co vectour
de gorte anl 7, ait des CDMFDJ’M\{'&V enfierel).
e om wote W= \/eaﬂT/f,—Z,V; (-Vedk {%, % )
r coustruchion, 7oV, =0 o 7,.7, =0 ot 7,77 |
est une bare ov{“mﬁmtz do W

T On continune de (& sorte \)uso\ o dernicre elape
Ow pose V, =T~ proj W»._?CIL (0w wn madtiple de ce vecteur
de jorte que 7 ait des @mpomm‘ex enfieres).
L' ensomble {T/T,’V‘;} est ume bage O'PHLoSO‘P\.&(L A W,

Exemple. . . 0
1
Soienk ff,=H , az=\ 4 )%= :X
1 1 ¢

T\‘bw»er wnt bage orH'\p3°%LL do W": Vect{f.)i,?{}

On pose '\7’{=§:=K%k of Wf\/eo{'{\_/:“" Vec’r{il})
1

’\7f V’ —1+7 +0+0 4|

&

—

— — - V

|
4 —3/z -3
—=lol= ‘l = — Z
Z\ 5 Vi 2| -1
1 175 A

-3
On fose 7z=2'("-i>z" ?mdwti—(;)c\ gl et \/\/Z"vec,t)t‘\_/_:}v;}

On elowle ?m(')w X, =

20~ N~

b 52:-—- ?méw‘;(; =\
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On vehs.le '*’\7_:--= 3+3+0-1+1=0
—_ —_— >
—_ %3'\/\ —> '1-3'\/2.—»
SV + =—
O edlodde Pm() %3 V, *V Y V, 'V, Y2
O+ 14+0+142 O+r3+2-142 . _ — ve
T okl ylroH) 94+9 x4 4141 VZ_V’+4-VZ
() 4 -3 -/ -1
S A H N IR
3 ‘xsf?m()wa: | AR v | 4|
“ 2 1 A 3/ 3
-1
O — 4——> . > -3
w pose V= (“S”dewzxs)s 2
3
Ow véngie: Vi, = -1-3+0%143=0 of L-L=3-3+4-+3=0
4
Yar ms{/ﬁuewf {\é\) Z) )\ % %ejf une base orH\pS mkq,o(a_l’l/
4
1 A 3

F&C«l'orisaJ'JOL\, (QQ,

Theetme . Sat A une matnee do faille ox i dont g colonnes
sord Uindairemant indiptndanfes (clest-2- dice felle o rang(Al=n)
Aors o madnce A TW'J— teerire sowl o porme

A=QK,
o O est wma mabee de Faille mix i dowt g colonnes forment
wne loase drthowormele do. (ol(A)

ot K. oest v MA{‘n'u_ de, foi/ (e, XYL +n'amgu(u'r~e su.pefw'wre,
mversille = cgegf.'ciem\i‘y dragonoun. strctement pos z'h’?c 5.
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Comme par hypothtse rarg(Al=1, leg n colonnes de A porment
wnebate 12, R de Gl(A).

le procidd dlorthagonalisation d Gram~Sehwdl wous ournit
une kose orthogenale 17, V,J Lo coum

— = _ Vn
?&r msaiww'}/ les vechewrs %) "V l, Ug = IIV Wl 7o) Wn™ ITE"’H

w

Y,owv\mk ume. bose orthonormale do Col (A).

Ow gose Q= [E,’; o -~ T\N’l

Conmt, par tmstruchon Q7 O =T, wows avows:
Q'A=Qler)=(a" QK=K

den |R=Q"A

Cxewmp X —lz o)
va.ver uml _{_a,d’bbfsdl"[()w @R 0(6 A:\é é EX
1 1 2

NDUS AVONn§ fmu,ve,/ ciuq,

{V,)V-Z,V;}:{\é
1
est wne base or{'i\pgom(a, de Col(A)

llvjllil+\i—o+l+l=ﬂ- X -3
z - — Ll l 3
170 axg et 1+ =2y > =1{2 i, =17 o|, | 2
1
UV I5= 14304 4 (43 =24
est wne base grffionormale de Col(A)
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TR o)
V¢ V6 O e |1+ 21
sreneg[§ 51573
-1 =3 2 3 P12
‘\éwzzﬁ ‘HZX
-=lo0 7 e
elo 0 ¢
2 1 2
3 R=|0 v 2¥¢
0 0 L2

Remargue .

Tout comme b pacdorisation LU/, (o pachrisation QR, est tres
ufile dans b vefolution, numewiua de systemes AZ=T

o A est une matnee do tlle mxn avec mm grands .

La. {-ac}‘oﬁ'm,{‘fow (QQ est ausrt wii(see pour o calenl dag

Ya ey pm‘)m_s do (& molnce carree A,
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6.5 Lo mihode des maormdres cames.

Motivation . A\
Considirons trois poits du plan: Bf

(1,0),,1),(3,3) ) 1
011 msh{c u’ilS a,(i M&'{

g J 4 {

Question - ‘
Quelly &5t |efuation do G droite. dhe plon, VAR
(a. plus "PV‘OCJ\L“ Ao ces yoiyd‘s 7

St Y=ot t f'éqm.ﬁon charehde | ow 2,0, sout 3 deferminec.
On aiwmerant que s trois (Jofv\.h' donng§ soiewt sur o drotbe
(t,9)=(4,00: (0= +1
(by)=(2,0:  {t=wxx2
(t3,33)=(3,3)= L 3=2 +3 . )
Equation matreielle asseaide: A =L ol A:[4 2] of T:'—‘[’lJ
makrice MJMQNLC,E:

|

A

0 L 110
3 27:"7:1-;“ 02 |3)4ka,

&3 ﬁw( CONLITINe G (es a)oivﬁ(‘l’ h&e Sov\l" pas Q{A:SM’]:.

A
O 1

1 |
1 2
1 3

Chapitre 6 - p33



Considirons meinferant o cas géngial:

Soit A uwne wmatnee detwille mxn o Te R™.

Nows avons v que le syrteme AR=T possede dus solutions
si of semovent s 6& Col(A).

Si m>n, dors il et port probable qua celas n'arnive pas.
En prabique , o S'inléresse & des sifuabions od s

(m beancoup plus gramd que ).

En parhicubier, si L4 CollA) alocs AZ=L ye porside
pas de solukon !

On prend | G=prs L

Géomcfh\'qw/w\,ew\i‘ :
%

G- P“’Jum)t

Col(A)
Comme pac (nusl"mci‘l’owte(;oup&), o JJTI‘Q\W\L A ==/'<\3 est

consig'row{' ef il existe O mOotng Lin, 'DIEGTP“ ‘{‘d que

A L
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D\?/!fhi‘l‘l'on.
Soit A une mafnes detwille mxn of GeR™

On o(if* (TM' T/J\cepn cs(‘ wne S'O(M;t"l'% o feng alz( Yl«oinc(/‘t& e,aw*cfv
de Iéquakion, AX=L s

“Tg"‘ A‘/J\(_“ $ " t-"A%jll ?owr '('Dbd' —t?Fear.

Lo distamce |5 — AR est appelle erceur do /&pfroxfmml\'m.
Remargue .

Si Telol@) alors £eR™ nkst nen dantre qune Jsoluwhron.
de 1'equation A= iy

Si ALl dors 2R n'est pas une solufion, de AT=1L,

Question . Comment diferminer 27
Par wndtruckion, ©—0 e (Col)=Nul (K.

e anséquaed N(T-0)=T <« AC=AC
Comme 2 eRY ogt el Gue AZ <=L nows avons done:
WAL = AT

FD-{?..I'V\L"‘»’ .
Soit A une mabner, de trille mxn o Bg R™
le 3Jd€me, WAL = AT est apfze[[ syd'fe\w, normal,

a3s0Ce. an svﬁéw_ Ax=0
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QPM\,O\,E]\AL.
SiAell " edt wne solidrow aw Sens des moindreg canes de AL

7
dors 2 est ume solukiow, dan Sasjréme, normal, (AT/-\){rAT associe’,

Thipreme.

L'ensentle des solubions au sems dos momdre carres de I'eé\mh'om
A_')Z’-: Cil“ e,/cjoi R, ]'@ns‘emb(e (Mm—v{d.L) o(zS s’o(wL:'vM 0((4,

snds+€w~e_ normal (ATA)Z=A L associe’,

Prosre.

I veste & mandrer que 3§ 22" st wne solidion do (ATAZ=AT
alocs % est une solutrow an sems des moimdres cames do A=
Sion o NAL =N alorg AT(AZ-1)=0 et

Tar Cmsdpand, L — A% e Nul (A7) = (Col )

Comme =( "A:J\C)-\—ﬁ\i

€Col(A)
inicsle oo o, &L’cw,,osz'ﬁ’m or(/kpjouw(e, poud olat que
A~ i N
AL = P ©
aikrermns dit | x est wne soliton aw sems des moindres camres
de AC= L. o

)
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Exw»]g(.o..
1A
y

Scemk A:[4 é] of ’U=L(4j

Trowver uaL soluhon aw sens dad momdes camel da 5(7;7%‘% Ax=1o

I 1 4
IR R R TR
[ 119 |<[4
4 ATL=% 5 3 QH”]

mat~eo M&‘W\u/\i'éf_ q,s.:ode/e, QU snﬂéw, y\or\W(J

3le-3,L0 213

\3& 4],\J (3 ¢

Gl 4 Lz—ali_zl_' L0 2
ldrton : e | = | =%
R %j L%]

Remamque. -

La madn'ee A of @ veden— T de
[exenple sonk associes an Pmb@w de
rechardhe de o droite plrg Qproolxa:’
des pointy (1,0), (2, 1,(3,3). Ainsi

R A I
est lo. drotfe G plus prochd’ des
Poiyd‘: (1,0), z,1),(3,3), appelie

droite. de re%vexsim Lneaire su

deoe. dos nwindes camres .

Z_.

- 5/3
3/2

3--.._..--....-_.
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De mowere eéndrale, o droite de rc,/g‘re,ss'iow lingaure,
powr las poinks

(4,90 ayy,), o, (g oyp) e RS
pud Stre frownee & laide do (o Soluhvin, aw sons oles moindreg

carrel du syfeme AL=L #i
T
A=t Ble M, R) o
N

Si %‘—l%} est (o Solubvng auw sent olos n«ofvxo[fz:g Carres )
alocs l'e’ngd‘fom do G doite do rc:csycssz'om lindoire est:

A" N
g)=:t‘+:z:zt

J -

| -
10-21'
| \

A 2

O constate gL (o SJJQW, AX =T nl pas de salwhon .

Trouver unL So(AAJl?,Zyw aw yeny ded rwaivxdrc{ correl du gly.rfc‘me/ Ax=

O a : :—% 5 o
TA=| L1 v v =
A K [—2—1 o A z}} ] [O lo

Exemple.

—N

Sk A=
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-—%[Mi‘fm: A1 — 5
= t’?;& [*/io]

Conshuomco .

Lo droite,
A&=é\9+;¢bt°5+% "
est Lo droite. di régression, linsaire

pour s goints
(-2,4) (-44),10,5),(1,5),(2,%)

Thaoreme . Seit A ume mat~ce oo +aille mx

Les ogpi cmabions swivawtes sonk e’ciwLmLu\Les;

U AX=0 admel une WAL solution ew feng des moindres camres
four toud

2. Les wlonnes de A sont linebirement jndepondantes

3. mms(AF

4. rang(ATA) =

5. Lo metnee ATA est inversible

LR
Dams ce cas, la. 50(4,«,{'1’01/» au feng oleg mo{v'\dres Carref Secrt

. =(ATAY'AT

Chapitre 6 - p39



?@Ww-r‘ol\/ul )

Towr mf;nfmr l'é'wiva(mcc enfre 3 et & on pout utiliser

Si A est ume matrice dy taille mox ) alors rang (ATA)=PM6(A)
(voir exercice lb, séne 13 ).

Thoréma -

Sok A wne matnce ditaille mx dont les colonnes sonb

[ neaire mank inddpendantes .

Sat A=QR w~e &adbﬁsahnn QFr do A La solution

o yens dof noindres camver de Ax=L est w/via\w, o et

£-RQT

?POAVQ, .

Comme (o5 tolownss do A sont Uindowre mond inddpendantes,
o soldion am sens oles moindres carmes est umique:

T =(ATAY'AT
Var L,{jpoﬂik, A PU’J— i'eevrire ol (o Jorme A =QR,
o6, O o5t wma wabriee de faille mxn Tl que Q'Q=1,
et . estune mabrce de filly nxn tnangulaire supenenre mversible.
Ona A =RTAT & ATA=RTQT)(QR)=F(@EIR=K'R
don ATAT AT = (RTR)T RTE =R (RN RTE-R™Q"
o [Z2=R'Q m

Chapitre 6 - p40



Ca{u\,( a,H‘erha,IL(_c Ao (A Pqu’ec'Ll'Ow ov—‘f'i/\o@owah-

—>

Nous @vons a(ofyw @=?mdcaum\o
Comme. 2eR"™ est el qunL A=< C ) ponr Treuver (o
pmded—fm o'r'(—l\,obowaib ti&,]: Sur- Co((A) il J‘Mﬁ—r'f'
do. Trouwver yme 3°(A~‘]\M~',>\Ccl«w SUJ{‘éme, hormal. CA\TA”FZ-"'ATE
ef (o yv\M,H"Iy[AQ(" par A:

fﬂwmt=Ax
PW{— 11/1 A oons'!"m},r‘e une base °V“('t\pjoh&(2, PN ((Q«:O(b C’lvv
?Pocz,’ob,/ ot'o%‘?om(}\m:f'fm\, de. Gram— Schomdl .

(\/oir' Qxerci ey, X) sene 14).

Compbéw,»d\: (lors proDrme\L)

Thibreme.

Sok W um sous ~ eSpace vechvee| de A dimension k>0

Soit 1, - WLl tme loake ﬂuLlCokolM do W (pas yorcemamt”

orthagunalt). Sk A L mabice do boille xle. susvante
A<[7, 7,7 ]

alors (tL w\,a{‘m'ce, WM associle o l‘&PPUCA{oh

(mm_/a.,me, T= ?ro\\w — est,
AT= A( ATA )“‘ AT
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?r*mve, )

Comma 1?«71,.-.)7\}?1 ext wne base do W et A=[V/V: Wl WL],

nous avoms W= CollA).
Per omseiuand, WH=(CGlAI = Nl (AT)
Le thtodm do G a(fwxwoxfﬁm (:[nci‘mlt wous dil quL fout
vedkeur soord do memiere Uniqine
=6+—g7 o ﬁg\l\/ et Ze Wt
Coms GeW=ColA), o0 @ G=AE ,avec ZeR"

—_—

Comne Z e W=Nul(AT) | ww o AZ=0.

Alnsi AT =AT(5 +Z) =AT5 A2 = ATAZ +0
don AT -ATAZ
Comme NA et ume metrce carcee oQ?Lw'/(L l<></<
<o mMS(ATA)=rw3(A) (voir exercice |6, e 13)
le. matace ATA st inversible WM(ATA)=IQ,
Wous avows done % =ATA) AT | dlen

Pojw = "Af A=
ACKTA)'AT

(l
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