6.5 Lo mthodse des momdres canes.

Motivation .

Considirons trots poinfs du plan:
(1,0),@,1),(3,3)

On consTate qu'ils ne sont pas alignes |
Question -

Ouelle et |equation de G drorte. due plon,
lo. plus “proch” du cas yowd‘s .




St 4=+t [dguation cherchie, ol o7, sont & deferminec,
On aimerast que & trois pointr donngt soieul sur b droite:
(t,,4,)=(1,0): (0=« +1

[t,,y,)=(2,1): {l=2+2

(t3)33)= (3,3)- L 3=2 +3

Equakion mat~cielle asssade : A7 =1L e A:[i AZ} of U‘-‘[?J

mcd‘m'a, amamen‘Le/e :
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Considirons mesnfenant (o cas 3{:\(,7,[,(-.

Soit A wne wmatnee de taille mx e,{ CeR™.

Nows avons vu que LLSGJ‘LEW\!L Ax = PonﬁotL des solutions
si of sewloment si b& Col(A) .

Si m>n, olors il edt pord \omba\)(@ que o narnve pasf.
En padique | on sinkresse & der situahions o s

(m beancoup plus gramd, que ).

En parficalier, si alocs AX =L ye porsdde
pas de solutyon!



—>

On prend | G=projy

Géomcfh\'olwme/vd‘ :

Col(A)
Comme P (mxs}‘mc{‘l'owte Courl\), o J&ﬁﬂ\m A =/‘; est

c)onsf&'rowjf d‘ {[ exmLe oM motngd ’D/EGTRQ ‘/‘d ciue,

A L




D{U'm‘l‘l’vn_
Soit A une wmatnes do taille wmxn of TeR™

On dit Gue 2 eR"™ est une solubion am peng dog Mmotndres eamret

—

de ”e’cfua{‘iam A?-——L; St
[T = AZLSIT-ATT goue b TR

Lo distance 16 — AR et appelie erceur do /t'z.f)ppoxfh/\ajr\'m.
Remargue .

Si Lelol@) alors 2eR"™ nesh nen dantre c‘u'w solwhon
de 1'¢quation AZ=1

Si Lol aors 2eR” et pas une solubion de AT=1.




Question . Comment differmines 2 ?
far cnstruckion, ©—0 e (ClM))F=Nul (A7),

far consequumt A(C-0)=T <« AL=AC
Comme v eRY ot 1ol Gue A%‘—f{; nows avon§ donc :
WA)R=NT

’D{/ﬁl,l"n(:”‘fO‘V\ .
Soit A ume mabney de tille wmxn o TeR™
LC. .SJS"]'EM& (ATA) A.T &Sf &P’l&(ﬁ, Sl? JILC\MZ, H,O(\VVL@(

assoct. am sasQw\L Ax=0L




Remoraine.
St e et wne solidtow au sens des moimdres cames do AX< &

alor:s 'Sc\. ts% L Sokugk‘fow dur Saﬂf\,me, VbO*(‘M&L (ATA):)Z ?AT &SS‘OCLL’/,

Thioreme .

L'ensenble dos soluhions au, sems dos momdreS carres do l'eélmh'ok
AC=1 est e,/cbci 2 |ensemble (mon-vide) oos soluhrons dee

SIdS'l‘C\Vv\?_ normal (ATA)SC=AT L assoce’,



?mve .

1\ vedle 5. wondrer awe §i e " esT wne solidton OCL(ATA)’—Z‘—'AT 7

alocs % ext wne soluttow aw sems des moindres camet do A=
Sion o ATAL =A"0 alorg AT(AZ-T)=0 et

Yar cos&uond, b - Az e Nul (A7) = (Col(A)) ™

Comma ~(C-AY)x ﬁi

€Col(A)
l’w\iu;(‘e/ do ﬁ'mpou'ﬁ'm or(’l\,ojm&(e, how$ ot oluLL
~ . o
AL = projo e = S
oum\'reww d/LL’, x e.x’r e SO(A,d'TO\/v aum §ens oles W"M(/‘E’S canes
o AX =



Exwpu_.
Saend A:F 42} d‘

A3

T 2
rowver L Soluim aw gemg dof moindres camel da 53;7‘:‘% Ax=

0 _ 1[4 4
RS R IR PR
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Mcd‘n'u, Mswxu,\i-cfe, Q,SJode/e, U S\\/)S‘Le\,w\z, y\or\m\a(:

\3 e ﬂ ~U |3 6 ﬂ
~_, |3 0o]-5 1 o |-
Clel )L s,2.L0 213 1_,-+L,-3LZIO Z 3]N[0 i 3/;3J
§0(M‘l‘{ov\, : {9/2.1 \ — - —5/3
L L%




Rewarque.

Lo mafn'ee A of @ veden— T de
[exemple sk associes an problome, de
cechardne. do Lo droite Lo Pluxs apfbol\a:’
des pointr (1,0),2,1),(3,3) . Ainsi,

b = O e o
st o, droite, (o pls “pro s des
Fofv\.'\‘f (4,0‘), z,1) (3,3)> &pp.LLL/:(,

droite. de re’fabe_ssim Lnioir e ou

deode. dos mwindes carres .




De movere %é'\(’//mu) (oo drotz. do rc./s‘re,ssiow Ui ndoand,
‘70\&.\" b«& pOiV\iTS’
(4,9, (b,u,), -, (ig,yn) € RS

pesk otre trowvee & laide do (o Solubvin, aw sens oles moindres
cares du syfeme AL=1L
g t‘T
A= BleM,R) o
A 'LNJ

St %‘-E"\J est (o Solubving @ song oles moindres carres ,
alors l’e’g\mj‘\'om do G doite do rc'%mssz'om [incoire est:

N N
?I)=:z:l-\—‘.z:zt




Exemple .

=
Sk A=|y ol &
i |
L4 2

On constate qut o syﬂ-éw, Ax=T na pas da. salutron .

mever uwni_ So(uih,brw R Jems o(.u‘ ;wafwdl‘c\f CM‘Ef du 5(7;7‘5‘% AA=

O a ': :?" £ o
TA=| 1 1 v v —
AT R {—7_—1 o A z] 1 ? [O 0

L A 2

-l

<t AT =[—l R \_k ___}5]

2-1 o 4 2

J' [SO 25 l'\o\sT
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=) solutton : [Dlz.‘\ _&: [ 5 }
Xy */i0

Constuence_.
Le. droite,

A6_= §Q\+92,LJG=5+ £t
est Lo droite de régression linvaire
pour g points

(-2,4) (-44),(0,5),(1,5),(2,%)




Thasreme . Soit A wume mat~ce do faille X
Lﬂ& a{;{',[ C w\o;['z LONS Su,iva,w‘l‘ej S’mr\k e,/olu\,:\/a,[gy\Les;

L. AX=L admet unt unioue solution aw seng oles moindres carrel
pour Hout

2. Les tolonnes de A sont lindoirement indepondantes

3. ra»\S(A)=

4. rang(ATA) =

5. Lo metnee ATA est inversible

Dams co cas, la solution auw seng des moindres carret secrt

T =(ATAY ' AT




Yeww.(‘o'u .

Powr W\Kiwti\ef‘ l’/qu&va(moc entre 3 ¢t 4 on pout ufiliser:

St A est ume matvice dy taille mox ) alors S (ATA)=mN5 (A)
(voir exercice b, séne 13).

Thore ma -

Sk A wae matnce de taille mox dont les colonnes sont
[ineairement inddpondantes

Seit A=QR wne faderisaiton QR de A Le 3o lution,

o yens dof noindres camrer de Ax=L est Unrgine o sent.

2=RQT




Premve. .

Comme (o5 colownas do A somt Undowne mond iv\o(L/P,eANol.am‘Lg()

(e solidion aw sens dos wwindres camres est TPNZIVE
=(ATAY'AT

Far bypotheise, A pud reerire sous o pormme, A=QR,

ot Q &5t wna nabriee de taille mxn Tl gue Q' Q=1

et . estume mabtrice de faille ‘f‘n'amgu(au're superenre inversible.

Ona A =RTAT & ATA=RTQT)(@QR) =R (@@R=RR

don ATAYAT = (R T =R (RN R E=-R™'Q"

S |[Z=R"Q" m




Ca{C/w( a,l{‘armﬁ'; O(JL, (,& 'PY"QJ\Q,C{{OV\ OV‘WOQOMLL-

Nous @vons a(oijv\i @chéCDL(,A)\O

Comme. é‘c,eﬂl“ €/8+ \Le( O\M Ax~= Q ) [)ou\r 'ff’ouver Q
proa'ed-fdvv Or“(‘lf\,ot(?)ovx&.LL dL‘l: Swu CO(.(A) il J‘u#"f‘
o(o_ breuver wne 50(4~+104~;\CJM, Sas(‘éme, v\,ov*rvw\l. (/A\TA):)Z?=ATE
e[’ (2 mkh’yb’@c‘ Pad‘ A;

Fﬂwmﬁ=Ax
PW{’ "1/\.0. o(lL oonS'J“Mr‘e Une base OV‘H\,ojon&(Z, 2 ((6%0(2, dt/v
?Y‘OQ:O(L/ Ot'Of‘(’iwyomL'Ja:!'fm/\, de. Gram— Sd«m&t

(Voir‘ QxXerc, o, X} sene 14).



Complément (leors proaravvmw&»)

Theoreme.

Seck W um Sows ~ Space vechoeiel de Ao dimension b.=0.

St 1W,, W\ wme boase %wlcw\o\w, do W (pas por e mnt

Q*Hw%omh,)_ Soit A o mabtaee de boille nxle suivante.
A<[7, T ]

alors L& w\,e,‘l‘m'c,q, C&hmuﬁ\\/\uvwm.}:' a.ssooie_/e, a. ('app(iu}{o»\_

Kncaire T= ?md'w; — est

AT= A( ATIA\ )—‘ AT




?\"&A.ve_,

Comma ﬂwl, H est s Lase do \/\/ et A [

now§ avong Wf’— QOL(P().
?w‘ czks-c_/a\w’(‘/ W‘L——-(QOKA)]'L = NKL(AT)

Le thdortme do o(fwv\fon'ﬂo«. s’fwf‘n;ll; wous dil quL fout

7_,“ —\'7;,_];

veckeur seort do memiire Unifine

—Aa+z N GEV\/ et Tew”
CMMUQW GLIA) en o -—Aac , avec zeR®
Comne 7 e WH=Nul (A7 ) e AT = 0.



Alnsi A7 =AT(A3+ )=AT6+AT =A"AZ +0
den A =ATAZ
Comme NA et ume metrce carcée ole taille |oxle
¥3) mv\S(ATA)=ro¢.S(A) (voir exercice |6, e 13)
le. matrce ATA est inversible cor g (KTA) = le .
Hous avowst done % =RTA) AL, dlon

Projw = "Ag“' Ax

= AKTA)'AT



