4. Espaces vectoriels

4.1. Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Définition. Soit V un ensemble non vide dont les éléments sont appelés vecieurs sur lequel

sont définis deux opérations appelées addition et multiplication par un scalaire.

On dit que V est un espace vectoriel siles dix axiomes suivants sont satisfaits :

1. La somme de & et U, notée & + U, est un élément de V.
2. Lladdition est commutative : u+v=v+u, pour tout #,veV.
3. D’addition est associative : @+ +w=u+@T+w0), pour tout @,0,weV.
4. Tl existe un élément 0 € V, appelé vecteur zéro, tel que 5+0 =7, pour tout 7€ V.
5. Pour chaque U €V il existe un élément —7 € V tel que §+(-0)=0.
6. Le multiple scalaire de U par a € R, noté av, est un élément de V.
7. Siu,veV et acR alors a(@+v)=ai+av.
8. SiveV et a,feR alors (a+P)W=av+po.
9. SiveV et a,fcR alors (ap)v = a(pD).
10. Si 7€V alors 10="10.
Remarques.

o A l'aide de ces axiomes, nous pouvons montrer que le vecteur 0 de ’axiome 4 est unique.
En effet, supposons que w est un vecteur de V qui satisfait

U+w=0 pour tout 1€V .

Comme cette propriété est valable pour v = 0, nous avons
0+w=0.
Laxiome 2 nous donne alors
Ww+0=0.

Comme 'axiome 4 nous donne aussi w +0 = @, nous avons bien w = 0.
» De manieére analogue nous pouvons montrer que le vecteur —v de 'axiome 5 est unique
pour chaque choix de 0. Il est appelé opposé de .

* Pour montrer qu'un ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par
un scalaire est un espace vectoriel, il faut montrer qu’il vérifie tous les dix axiomes
(voir exemples 1-9 plus bas).

* Si un ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire
ne satisfait pas au moins un des axiomes, alors I’ensemble n’est pas un espace vectoriel

(voir exemple 10 plus bas).
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Exemples

1. Le plan R? formé des vecteurs

. X
U= , avec x,y€R,
Yy
muni des opérations usuelles :
e addition :
C oo U X
si ii,0 € R2, alors u+v=|"1|+|"2|=
Y1 Yo
o multiplication par un scalaire :
. 9 - X
siveR* et LR, alors A=A =
Yy
est un espace vectoriel.
.= 10
Vecteur zéro : 0 =
0
2. Lespace R? formé des vecteurs
X
i=1|y]l, avec x,y,2€R,
z
muni des opérations usuelles :
e addition :
X1 X9
si i,0 € R3, alors U=y, |+ |y, | =
%1 D)
o multiplication par un scalaire :
X
si 7eR3 et 1€ R, alors AM=Ay|=
z

est un espace vectoriel.

0
Vecteur zéro : 0 = I 0 ]
0

Xy +x2

Y1+ Yy e R3

[ 21T 29

[ x

Ay | eR3

| Az
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. Lensemble R" des n-tuples

X1
x=1: 1, avecij]R pour j=1,2,...,n,
xn
muni des opérations :
e addition :
*y Y1 X+
si X,y € R", alors X+y=| : [+] | = : eR”
e multiplication par un scalaire :
X Aaxy
sixeR"” et 1R, alors A=A + | = : e R”
X, Ax,,
est un espace vectoriel.
0
Vecteur zéro : 0 = :
0
. Lensemble M, ,(R) des matrices de taille 2x2 a coefficients réels
a,, a
A=| 711 T2 avec a ;, €R,
Qg1 Qg
muni des opérations :
e addition :
si A,Be M, ,(R), alors
A+B=| %1 %2, [ by by l _| @1 tbyy agptbyy € M, ,(R)
Qg1 Qg by by U9y +bg1 Qgy+byy ’

e multiplication par un scalaire :
si Ae M, ,(R) et 1R, alors

1A = 1| @11 @2 | _ | e Aag € M, ,(R)
Qg1 Qg Aagy  Aagy ’
est un espace vectoriel.
00
Vecteur zéro: O =
00
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. Lensemble M,, ,(R) des matrices de taille mxn a coefficients réels muni des opérations :

e addition :
si A,Be M, ,(R), alors

@y v gy by = by, Ay +byy g, by,
A+B=| : . |+| + . |= : : eM,, ,(R)
a1 Cn b1 bun @, 1+t0,,1 7 At O
o multiplication par un scalaire :
siAeM, ,(R) et LR, alors
@11 7 Qo Aayy - Aay,
AM=A + - = Lo, eM,, ,(R)
.1 7 Amp Aa,q o Aagy,
est un espace vectoriel.
0 --- 0
Vecteur zéro : O =
0 --- 0

. Lensemble I, des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 :
p(x):a2x2+a1x+a0, avec a,,a,a, €R,
muni des opérations :
e addition :
si p(x) = a2x2 tax+a, et glx) = b2x2 +b,x+b, alors
(p+@)(x) = px) +q(x) = (agx® + a5 +ay) + (bex® + byx +by)
= (ag +by)x® +(a; +b)x+(ay+by) P,
e multiplication par un scalaire :
si p(x) = a2x2 +a,;x+a, et LeR, alors
(Ap)(x) = Ap(x) = Mayx® +ax+a,)
= (lay)x® + (lax +(lay) € B
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : p(x) = 0x2+0x+0 =0, pour tout x € R
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7. Lensemble P, des polyndmes de degré inférieur ou égal a n :

n—-2 2
+...tayx" +tax+ag,

p)=a,x"+a, X" +a, ox
avec a; € R pour j=0,1,2,...,n, muni des opérations :
e addition :
si p(x) =a,x"+...+a;x+a, et gx)=b,x" +...+b,x+0b,, alors
(Pp+)x) = plx)+q(x) =(a,x" +...+ax+ay) +(b,x" +...+byx +b)
=(@,+b,)x" +...+(a;+b)x+(ay+by)eP,
o multiplication par un scalaire :
si p(x)=a,x"+...+a;x+a, et LR, alors
Ap)(x) = Ap(x) = Ma,x" +...+a;x+a,)
=(a)x" +...+(lapx+(Lay) e P,

est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : p(x) =0, pour tout x € R

8. L'ensemble F(R,RR) des fonctions réelles d'une variable réelle muni des opérations :
e addition :
si f,ge F(R,R), alors
(f +8)x) = f(x)+ g(x), pour tout x € R

o multiplication par un scalaire :
si feFR,R) et 1€ R, alors

Af)x)=Af(x), pour tout x € R
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro: f(x) =0, pour tout xR
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9. Lensemble V = {xeR: x>0} des nombres réels positifs muni des opérations :

e addition :
si x,y€V, alors
X®y=xy
e multiplication par un scalaire :

sixeV et LeR, alors

Lox=x"

est un espace vectoriel. Pour le voir, nous devons vérifier que V satisfait les dix axiomes :

1. Six,yeV,alors x>0, y>0et x®y=xy>0.Par conséquent, x ® ye V.

2. Laddition est commutative :

XOYy=Xy=yx=y®x, pour tout x,ye V.
3. L'addition est associative :
xeyez=@y)ez=>Cy)z=x(yz)=xe(yz)=xe(y® 2), pour tout x,y,z€e V.

4. Le vecteur zéro est le nombre réel 1 car

xol=x1=x, pour tout x €V,
5. Lopposé de x est % car

x@lzx-lzl, pour tout x €V .

X X

6. SixeV et 1R alors x>0 et 1 ©x=x">0. Par conséquent, Lox€eV.
7. Six,yeV et acR alors
aoxey)=ao(xy)=(xy)* =x"y" =V (D =(zox)s (a0 y).
8. SixeV et a,feR alors
(a+P)ox=x""P=x%" =(x e @x’)=(a0x) e (fox).
9. SixeV et a,feR alors
(@p)ox=xP =P =ao@l)=ac(Box).

10. Si x €V alors lox=x'=x, pour tout xe V.
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10. Le plan R? muni des opérations suivantes :

e addition :
si %,y € R2, alors
. X X+
Fay=| 14|21 =] 171 eR?
X9 Yo Xo Vo
o multiplication par un scalaire :
si ¥eR? et 1€ R, alors
. x Ax
AE=A"1|=]| "1 eR?
X 0

n’est pas un espace vectoriel.
En effet, malgré le fait que les axiomes 1-9 sont satisfaits avec cette multiplication par
un scalaire modifiée, 'axiome 10 ne 'est pas :

lac1
0

X1
0

Xq
Xo

. =

sl X= = #£X.

avec x, # 0, alors 1x =

Les propositions suivantes sont une conséquence directe de la définition d’espace vectoriel :

Proposition. Soit V un espace vectoriel. Soient @, v, WeV.
a) Si u+w=0+w alors u =0 (simplification a droite).

b) Siw+u=w+U alors u =v (simplification a gauche).

Preuve.
a) Nous avons u+w=0+w
(@+w)+(—w) =@ +w)+(—w)
U+ (W+(-w0) =0+ (W+(—w)) par (3)
i+0=0+0 par (5)
u=uv par (4)

b) Comme 'axiome (2) nous donne
W+i=u+w et W+U=0+1w,

nous avons le résultat en utilisant la partie a). |
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Proposition. Soit V un espace vectoriel. Si 1€V et a € R, alors
a) 06=0

b) a0=0
c) (-1)v=-0
Preuve.
a) Nous avons 00+00 =(0+0)v par (8)
00+ 00 =00
(00 +09) + (—00) = 00 + (—00)
03 + (0T + (—00)) = 05 +(—-00) par (3)
06+0=0 par (5)
05 =0 par (4)
b) Nous avons a0+ a0 = a(0+0) par (7)
a0+ a0 = al par (4)
(@0 + a0) + (—a0) = a0+ (—a0)
a0+ (a6+(—a6)) = a0+ (—a0) par (3)
a0+0=0 par (5)
a0=0 par (4)

¢) Nous devons montrer que U +(—1)3 =0 pour tout eV :

U+(-1v=10+(-1)v par (10)

T+ (=10 =(1+(-1)o par (8)
U+(-1)v =00

T+(-1)5=0 par la partie a)

Remarque. Dans l’espace vectoriel de 'exemple 9,
« la propriété 00 =0 s’écrit =1
« la propriété a0 =0 sécrit 1% =1

1
o la propriété (—1)v = -7 s’écrit x ' = =
x
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Combinations linéaires

Définition. Soit V un espace vectoriel. Un vecteur 0 de V est une combinaison linéaire

des vecteurs v, , U,,..., U, de V s’il peut s’écrire sous la forme
U:a161+a2172+"'+6¥n5n, avec al,az,..., (XHER.
Les nombres o, a,,..., a, sont appelés poids (ou coefficients) de la combinaison linéaire.
Exemples
1 0
1. Soit V =R3 et soient U,=[0],0,=1]2]|.Comme
0 1
1 0 3 0 3
30, +20, =3[0 |[+2]|2|=|0|+|4]|=|4]|=0,
0 1 0 2 2

le vecteur U est combinaison linéaire de ¥, et i, avec poids respectifs ', =3 et a, = 2.
2. Soit V =P, et soient p,(x) = 2x2 +3, Do(x) = x? —x. Comme
4p1(x) + (~8)py(x) = 4(2x% +8) + (—8)(x* —x) = 8x + 12,
le polynome p(x) = 8x + 12 est combinaison linéaire de p, et p, avec poids respectifs

a1:4 et a2:—8.

Indépendance linéaire

Définition. Soit V' un espace vectoriel. Soient v,,0,,...,0, des vecteurs de V.

Les vecteurs U,,0,,...,U, sont linéairement indépendants (ou libres) si la seule solution de

I’équation

XUy +x50g+ - +2,0,=0
est la solution nulle (ou triviale) :
x7=0,x9=0,..., x, =0.
Si par contre, il existe des poids @, a,,...,a, € R non tous nuls tels que

on dit que les vecteurs sont /inéairement dépendants (ou liés) et dans ce cas, (%) est appelée

une relation de dépendance linéaire.

Remarque. Tout ensemble de vecteurs qui contient le vecteur 0 est toujours linéairement
dépendant car
10400, +08y+---+03,=0 et (1,0,0,...,0)#(0,0,0,...,0).
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Exemples

1. Soit V =R3. Les vecteurs

1
s=|of, &,=
0

sont linéairement indépendants. En effet,

S = N
= o O

" 173:

1 2 0 0
a1171+a2172+a3173:6 — a;|0|+ay|1l|[+as|0|=]0
0

0 0 1
a,+ 2052 0
— @y =0
ag 0
a, + 2a, =0
— K a, =
as=0
ay 0
— a, [ =10
| O3 0
2. Par contre, les vecteurs
1 0
1131 =0 s 1132 = 1 s l?)3 = 1
0 0

sont linéairement dépendants. En effet,

1 2 0 0
alizl+a2ﬁ)2+a3u73:6 —  a;|0|+ag|l|+ag|1|[=]0
0 0 0

0

0
@y +2a2
— ay+ag 0
0 0
a, +2a =0 a, = —2a
1 2 1 2

0
a; -2
— a, | =t 1 avecteR
ag -1

Nous avons la relation de dépendance linéaire :
(=2)i6, + 1@y + (~1)ibg = 0.
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3. Soit V =P,. Les polynémes

pi(x)=1, polx) =x, p3(x):x2, avec xR,

sont linéairement indépendants. En effet,

_ 2 _
A p;+aypy+azps=0 << a;l+ayx+azx”=0 pour tout x € R

a,; =0
— a, =0
as; =0
Par contre, les polynémes
ql(x):x2—2x, q2(x):x2+3, q5(x)=2x+3, avec x € R,

sont linéairement dépendants car

1g,(x)+(=1)go(x) +1g4(x)=0.

4. Soit V =F(R,R). Les fonctions
f1(x) = cos(x) et fo(x) = sin(x)
sont linéairement indépendantes. En effet, si

a;cos(x)+aysin(x) =0  pour tout xeR,

. . T
nous avons en particulier, en prenant x =0 et x = 5"

@, cos(0) + a, sin(0) = 0 a, =0,
—

T . T _ 0
Ofl COS(§) + (X2 SIH(E) =

Par contre, les fonctions

g,(x) = cos®(x), g,(x) =sin®(x) et  gs(x)=cos(2x)

sont linéairement dépendantes car nous savons que

cos(2x) = cos?(x) —sin*(x) < 1g,(x)+(~1)gy®)+(~1gzx)=0,

pour tout x € R.
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5. Soit V = F(R,R). Les fonctions
f1(x) = cos(x), fa(x) = cos(3x) et fa(x) = cos®(x)
sont linéairement dépendantes. En effet, nous savons que
cos(3x) = 4cos®(x) —3cos(x) < 3 f1x)+1fo(x)+(-4)f3(x) =0, pour tout x € R.
Alternativement, nous pouvons résoudre

a1 cos(x) + @y cos(3x) + azcos’(x) =0 pour tout x € R.

T T < N
En prenant x =0, x = s et x = 3 nous obtenons le systeme homogene

a,cos(0) + aycos(0) + ag cos®(0) = 0 a;+ ag+ az=0
alcos(%) + azcos(%) + a3cos3(%) =0 — da, +3a3=0
alcos(g) + aycos(m) + a3cos3(g) =0 da; - 8ay + az=0

Comme la solution de ce systéme est

ay -3
a, | =t| -1, avec te R,
ag 4

nous retrouvons la relation de dépendance linéaire
3f1(x)+ 1 fox)+(~4)f5(x) =0, pour tout x € R.

Théoreme. (Caractérisation des ensembles linéairement dépendants)
Soit V' un espace vectoriel. Soient U,,0,,...,U, des vecteurs de V (avec k > 2).

L'ensemble S = {171 s Ugyenny U k} est linéairement dépendant si et seulement si, au moins un

des vecteurs de S peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.

Preuve. Analogue au cas V =R"” traité au chapitre 1. |

Corollaire. Si I'ensemble de vecteurs {7,,0,,...,0,} est linéairement dépendant alors
lensemble {U,,0,,...,0,,0} est linéairement dépendant pour n’importe quel choix de G eV .

Preuve. Si {171,172,...,17n} est linéairement dépendant, alors au moins un des vecteurs est
combinaison linéaire des autres. Supposons que v, = 5,05+ [,U4+...+ [, 0, . Nous avons donc
Uy = PoUg+ fyUg+...+ 0,0, +00.

Par conséquent, 'ensemble {U 12UgsesUp, U} est linéairement dépendant. [ |

Corollaire. Si S = {171,...,17n} est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants
alors tout sous-ensemble 7 de S est formé de vecteurs linéairement indépendants.

Preuve. Supposons qu'un sous-ensemble 7 de S est formé de vecteurs linéairement
dépendants. Le corollaire précédent entraine que I'ensemble S est aussi formé de vecteurs

linéairement dépendants, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. |
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Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit V un espace vectoriel et soit W <V un sous-ensemble non-vide de V.

On dit que W est un sous-espace vectoriel de V si W est lui-méme un espace vectoriel avec

les mémes opérations d’addition et multiplication par un scalaire.

Proposition. Soit V un espace vectoriel et soit W <V un sous-ensemble de V.

Alors W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

0. Le vecteur zéro 0 de V est contenu dans W.
1. Siw,, w, €W alors 0, +w,eW
2. SiweWet LR alors A\ e W
En d’autres termes, W c V est un sous-espace vectoriel de V si toute combinaison linéaire
d’éléments de W est un élément de W.
Preuve. Les conditions 0, 1 et 2 correspondent aux axiomes 4, 1 et 6 respectivement.
En prenant 1 = -1, la condition 2 nous donne 'axiome 5 :
siweW alors —w=(-1weW.

Les autres axiomes restent valables sur W car ils le sont dans V. [ |

Remarques.

* Si V est un espace vectoriel, alors V est le plus grand sous-espace vectoriel de V et
I’ensemble {6} cV est le plus petit sous-espace vectoriel de V. En effet, nous avons

0e{0}, 0+0=0 et A0=0 pourtout AeR.

» Pour montrer qu'un ensemble non-vide est un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il
est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu, ce qui est plus simple a faire.

Exemples

1. Lensemble W = {(x,y) € R2: x+y= 0} est un sous-espace vectoriel de R2.

En effet, le vecteur (0,0) est dans W et comme les éléments de W sont de la forme (x,—x),

avec x € R, nous avons :

X X X, +x
14 2| = 17%2 | ew, y
—x; —X, —(ac1 + x2)
X /136 x
A = eWw.
—x —\x

W cR? est la droite de pente —1 qui passe par lorigine.
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2. Lensemble U = {(x,y) € R?2:x+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel
de RZ. En effet, il suffit de constater que (0,0) ¢ U. U

X

U c R? est la droite de pente —1 qui passe par (0,2).
3. Lensemble V = {(x, yeR?: y:x2} n'est pas un sous-espace vectoriel de R? méme

si (0,0) € V. En effet, les éléments de V sont de la forme (x,x2), avec x € R, d’out

x [ x [ x, +x X +x
; + 3 = ; ; 12 0 en général Y
x] | x5 | X7+ x5 (o +x5)
1 [ X [ Ax # Ax <néral
= en généra VvV
2
| X | Ax? (1x)?

‘ 1 x

4. Lensemble C(R,R) des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de F(R,R) car
la somme de deux fonctions continues est continue et le produit d’une fonction continue

par un scalaire reste continue.
5. Lensemble P, est un sous-espace vectoriel de F(R,R) pour tout n =0,1,2,...

6. L'ensemble P, est un sous-espace vectoriel de I, pour tout £=0,1,2,...,n

Sous-espace vectoriel des solutions d’un systeme d’équations linéaires homogeénes

Soit A = [ajk] une matrice de taille mxn.

L'ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires homogénes

1%y + QpXg + @igxg + -+ aq,x, =0 (1)
Qg Xy + QgoXg + AgXg + -+ + a9, %, =0 (2)
@, 1%+ ApoXe + @ 3x3 + -+ ay,,x, =0 (m)

forme un sous-espace vectoriel de R”, noté Nul(A) :
Nul(A)={#eR": A% =0} cR".

En effet, nous commencons par remarquer que (0,0,...,0) € Nul(A).
Soient %, y € Nul(A) et 1 € R. Nous avons :

AFE+75) = A%X+Ay5=0+0=0 %+5 € Nul(A)

A(AF) = 1A¥=10=0 A% € Nul(4)
Attention: Si b # 0, alors les solutions du systéme inhomogéne
AX=0b

ne forment pas de sous-espace vectoriel de R” car ¥ = 0 n’est pas solution du systéme.
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Sous-espace vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs
Soit V' un espace vectoriel. Soient v, et U, deux vecteurs de V. Lensemble

W={0eV:0=a0,+a,0,, avec o, a, c R}
formé de toutes les combinaisons linéaires de v, et U, est un sous-espace vectoriel de V.
En effet, nous commencons par remarquer que 0 €V est dans W car 0= 07, + 00,
Soient v = a,U, + @, U, et w = [0, + [,U, deux éléments de W. Nous avons :

U+w = (a,0y + ayUy) + (0101 + Po0s) = (g + f1 )01+ (ay + [y )Ug €W
AT = Ma; 0y + ayU,) = (Aary )U; + (Lo, )Ty €W

Définition. Soit V un espace vectoriel. Soient v,,0,,...,0, € V.

Lensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de v,,0,,...,U, est un sous-espace
vectoriel de V' appelé sous-espace vectoriel engendré par v,,0,,...,U,, noté Vect{ﬁl, ceesUp}e
Définition. Soit W un sous-espace vectoriel de V' et soient i, ,,...,0 pEW.

Lensemble {&0,,...,1,} est appelé un sysieme de générateurs de W si tout vecteur de W

peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs i, w,,...,0 »» autrement dit, si
W =Vect{id;,...,w,}.

Remarque. Si @ est une combinaison linéaire de @ et U, alors Vect{d,s,w} = Vect{d, }.

Exemples

1. Soit V =R3. Considérons les vecteurs

1 0 0
s=|o|, 5,=|1], 5,=]0
0 0 1
Les éléments de Vect{t,0,} sont de la forme
1 ol [«
Uy +aglg=a; |0 | +ay| 1| =]a,|, avec o, o, € R,
0 o] [o

Ainsi,
Vect{s,, 0y} = {(x,y,2) eR3: z2=0}.

D’autre part, comme

1 0 0 a;
@ U+ ayUgt+azlg=a [0 | +ay[1]+as[0]=]a,], avec a,,, a5 € R,
0 0 1 ag

nous avons
Vect{s;, 0y, 05} = R3.

Par conséquent, I'ensemble {171, 172,173} est un systéme de générateurs de R3.
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2. Soit V =P,. Considérons les polynomes
pi(x)=1, polx) =x, pax) =52, avec x € R.
Les éléments de Vect{p,,p,} sont de la forme
@ p1(X)+aypa(x) = a; +aysx, avec o, a, € R.
Ainsi,
Vect{p,,ps} =P .
Par conséquent, 'ensemble {p 1 pz} est un systeme de générateurs de P, .
D’autre part, comme
a p1(0)+aypo(x)+ aspg(x) = ay +agx + a3x2 , avec o, ,,a, € R,
nous avons

Vect{p{,pq,p3} =P,.
Par conséquent, 'ensemble {p 1P p3} est un systeme de générateurs de F,.

4.2. Bases et dimension

Définition. Soit V un espace vectoriel. Soient 51,52,...,5n des vecteurs de V.

L'ensemble de vecteurs B = {1_5 1,52, ... ,En} est une base de V si et seulement si

1. l’ensemble B = {I; 1,52, .. ,En} est linéairement indépendant,

2. lensemble B = {51,52, ...,b,} est un systeme de générateurs de V :
\% :VectB:Vect{l;l,l;2,...,l;n}.

Exemples
1. Soit V =R3. 1 0 0
Les vecteurs ¢, = | 0 |, é,=| 1 [ et €5 = 0 | sont linéairement indépendants.
0 0 1
De plus, comme
a, 1 0 0
a, [=a;|0|+ay| 1| +a3| 0| =a,é;+ayéy+azés, pour tout a,,ay,a5€R,
ag 0 0 1

les vecteurs €, €, et é; engendrent V = R3.
Par conséquent, ils forment une base de R3, appelée base canonique, notée & :

£=1{2,,8, 8} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} .
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2. Soit V =R"™. Les vecteurs

1 [0 ] 0

0 1 0
. 0 . 0 . 0
€1= ) €9 = y ey €p =

0 0 0

0 0 1

sont linéairement indépendants et engendrent V = R". Pér conséquent, ils forment une
base de R™, appelée base canonique, notée & :
E={é|,eq,...,¢,}.
3. Soit A = [ a, d, - d, ] une matrice carrée de taille nxn.
En vertu du théoréme de caractérisation des matrices inversibles, nous avons :

{@,, dy,...,d,} est une base de R® <<= A est inversible.

4. Soit V =, 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2.

Nous avons vu que les polynémes

px)=1, pyx)=x et p3(x):x2, avec x € R,
sont linéairement indépendants. De plus, comme tout élément de I, s’écrit
px)=a+bx+ cx? = ap(x)+bpy(x)+cps(x), avec a,b,c € R,

les polynémes p,, p, et p; forment une base de I, , appelée base canonique.

Remarque : Nous allons noter cette base & = {1,x,x?} plutét que £ ={p,,p,,p3}.
5. Soit V =P, T'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Comme les polynémes

p1(0) =1, py(x) =x, pg(x) = x2,..., p,(x)= x" 1, D,.1(x)=x", avec x € R,
sont linéairement indépendants et tout polynéme s’écrit
px)=ay+ax+ 0t2x2 +.o..+ an_lxn_1 +a,x", avec a,a,,0y,...,a, €R,

2

I'ensemble £ = {1,x,x ,...,x”} est une base de PP, appelée base canonique.
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6. Soit V = M, ,(R) I'espace vectoriel des matrices de taille 2x2. Comme les matrices

10 01 00 00
0 0 0 0 10/ 01
sont linéairement indépendantes et toute matrice de taille 2x2 peut s’écrire sous la
forme
a b =a 10 +b 01 +c 00 +d 00 , avec a,b,c,d eR,
c d 00 00 10 01
I’ensemble
c- 10 01 00 00
“{o o] [oo] |1 o] |01

est une base de V = Mz,Q(R), appelée base canonique.

Théoreme (de la base extraite). Soit V un espace vectoriel.
Soit S = {17’1,17'2,...,17’k} un ensemble de vecteurs de V et soit W :Vect{z_)'l,z_)'z,...,ﬁk} le sous-
espace vectoriel de V engendré par S.
a) Sil’'un des vecteurs de S est une combinaison linéaire des autres vecteurs de S alors ces
derniers engendrent encore W.
b) Si W # {0}, alors il existe un sous-ensemble de S qui est une base de W. Autrement dit,
il est possible d’extraire de 'ensemble S une base de W.
Preuve.
a) Supposons que U, s’écrit comme combinaison linéaire de U,,0,,...,U,_; (si ce n’est pas
le cas, il suffit de rénuméroter les vecteurs) :
Up = a0 +Qglg+...+@;_1U,_4
Soit maintenant @ un vecteur quelconque de W. Comme S engendre W nous avons :
W= P10, +Polg+...+ B, _10,_1+ 0,
= 101+ Bolg+ ...+ Bp_10,_1 + By (101 + aglg+...+ a)_10,_;)
= (By+Bras) U1+ (Ba+ Brag) Vg ...+ (By_y + Brag_1) Uy 4
ce qui montre que {¥;,7,,...,U, ;} engendre encore W.
b) Si S est linéairement indépendant, alors S est une base. Sinon I'un des vecteurs de S
est une combinaison linéaire des autres et par a), on peut I'enlever. On continue de la

sorte jusqu’a ce que I'ensemble de vecteurs restant soit linéairement indépendant. [ |
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Théoreme 1. Soit V un espace vectoriel et soit B = {Z; Lreee ,l;n} une base de V.

Si m > n, alors tout ensemble de vecteurs de V formé de m vecteurs est forcément

linéairement dépendant.

Preuve. Soit {LT)l, .. .,LT)m} , avec m > n, un ensemble de vecteurs de V. Il faut montrer que
possede une solution non triviale (a4, a,,...,a,,) #(0,0,...,0).

Comme B = {5 1,52,...,5n} est une base de V, tout vecteur de V peut s’écrire comme une

combinaison linéaire de b,,b,,...,b, . En particulier
Wy =ay1by + aeby + aggbg + - + ay,b,

- -
—

Wpy = Qpyp by + @pobg +a,,503 + -+ a,,,0,

En remplacant dans (%) nous trouvons :

ou de maniere équivalente

(alan + 062(121 +...+ amaml)bl +...+ (alaln + azazn +...+ amamn)bn = O.

Comme B = {51,52,...,I;n} est une base de V, les vecteurs 51,52,...,I§n sont linéairement

indépendants et par conséquent, tous les coefficients de cette équation sont nuls :

(a1aq1+Aggq + ...+ Apya,,1) by +... 4 (a1aq, + Axa9, + ...+ X, ap,) b, =0.

=0 =0
Nous trouvons ainsi un systeme de n équations homogénes a m inconnues (a4, a, ...,@,,) :

a @, tayay+...+a, a, =0

a;,;+aq,a+...+a, a, =0

Comme par hypothese m > n, le systéeme posséde des solutions non triviales, ce qui entraine

la dépendance linéaire des vecteurs 0 ,,0,,...,W,,. [ ]

Corollaire. Soit V un espace vectoriel.
Toutes les bases de V contiennent le méme nombre de vecteurs.

Preuve. Soient {51,52,...,5n} et {LT)I,L'(BQ,...,&'Jm} deux bases de V.

Comme {bp ...,b n} est une base et par définition les vecteurs i0,,...,1,, sont linéairement
indépendants, le Théoréme 1 nous donne m < n.

En échangeant les roles de {bl,bz,...,bn} et {u'?l,zfzz,...,zi’)m} nous obtenons n < m.

Par conséquent, m =n. [ |
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Définition. Soit V un espace vectoriel.

La dimension de V est le nombre de vecteurs d’'une base de V. Elle est notée dim(V).

Remarque. Comme {0} est un ensemble linéairement dépendant, I'espace vectoriel {0}

ne peut pas avoir de base et nous posons
dim ({0}) = 0.
Exemples
1. dim(R?) =3 car £={¢,,&,,&,} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de R?.
2. dim(R")=n car £=1{¢,,é,,...,¢,} est une base de R".
3. dim(P,) =3 car € = {1,x,x%} est une base de P,.
4. dim(B,)=n+1 car £ ={1,x,2%,...,x"} est une base de P,.
5. dim(

m MZ,Z(R)) = 4: car
£= {

est une base de M2,2(]R).

10
00

01
00

00
10

00
01

> > b

|

6. dim(M,, ,(R))=mn.

Théoreme 2. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.

a) Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants engendre V.

b) Tout systeme de générateurs de V formé de n vecteurs est linéairement indépendant.

Conséquence. Sila dimension n >0 de I'espace vectoriel V est connue, pour obtenir une
base de V il suffit de trouver :

 soit n vecteurs linéairement indépendants de V,

 soit un systéeme de générateurs de V formé de n vecteurs.

Application:

Montrer que B ={(1,2,3), (-2,1,0), (1,0,0)} est une base de R3.

Comme dim(R3) = 3, il suffit de montrer que les trois vecteurs (1,2,3), (—-2,1,0) et (1,0,0)

sont linéairement indépendants :
1 -2 1 0 a; —2a +a3=0 a,; =0
a2 |+ay| 1|+a3]0]=1]0 — 20, + ay =0 <= a,=0
3 0 0 ] [ 0 ] 3a, =0 ag =0

Ainsi, les vecteurs donnés forment bien une base de R3.

Chapitre 4 - p20



Proposition. Soit V un espace vectoriel de dimension n >0.

a) Si m < n, alors un ensemble formé de m vecteurs de V n’engendre pas V.

b) Si m <n, alors un ensemble formé de m vecteurs linéairement indépendants de V peut
étre complété pour former une base de V.

Proposition. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.
Soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous avons :
a) dimW <dimV.

b) Si dimW =dimV alors W=V.

Preuve.
Soit {@,,W,,...,W,,} une base de W.
a) Comme par définition les vecteurs ,...,w,, sont linéairement indépendants, alors le

Théoréme 1 implique m <dimV .

b) Si m = dimV, alors par le Théoréme 2a) les m vecteurs i,,...,1,, engendrent V et
forment une base de V. Ainsi W=V [ |

Vecteur de coordonnées par rapport a une base

Théoreme 3. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.
Soit B = {51,...,Z;n} une base de V. Alors tout vecteur ¢ de V sécrit de maniere unique

comme combinaison linéaire de b,,...,b,, :

U=aby+a,bg+...+a,b,, avec a,...,a, € R.

I S

Preuve. Soient U =a,b; +...+a,b, et =0,b; +...+f,b, deux écritures de . Nous avons

-

0=(a;— by +(ay—Po)by+...+(a, —B,)b,.

Comme les vecteurs b,,...,b, sont linéairement indépendants, nous trouvons
aj—ﬁij, pour j=1,2,....n < aj:ﬁj, pour j=1,2,...,n. [ |
Définition. Les nombres «,...,a, € R sont appelés coordonnées de v dans la base I5.

Remarque. Il suit du Théoréme 3 que pour tout choix d’'une base B de V, nous pouvons

associer le vecteur U € V au vecteur (a,,a,,...,a,) € R"  appelé vecteur des coordonnées de v

dans la base I3, noté [T : [ a, ]
G=a,b,+abo+...4+0, b €V = 0], = %2 eR”
U=a,by+a,by+...+0a,b, U= .

Attention: Lordre des vecteurs de la base est important.
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Exemples

1. Trouver les coordonnées de & = (2,4) € R? par rapport a :

a) la base canonique & = {(1,0),(0,1)} :

T el I R I = (0] = 2| ere
4 0 1 4
b) labase B=1{(1,1),(1,-1)} :
Nous cherchons «, f € R tels que
5 2 _. 1 +p 1 _ a+p
4 1 -1 a—
Nous devons résoudre le systéme
at+p=2 a= 3
—
a-p=4 p=-1
Nous avons donc
2 1 1 3
0= =3 +(-1 U|g= ERz
0=, 1 ( )[ 9 ] = (7] 1

2. Soit V=PF, et &= {1,x,x%} la base canonique de V = I,. Nous avons :

9]
p(x)=2-3x+7x*€P, — [ple=| -3 cR3
7 A
En prenant la base B = {x?,x, 1} nous trouvons :
-
p(x):2—3x+7x2€IP’2 — [p]B: -3 | eR?
L 2 4
3. Soit V =M, 5(R) et £ la base canonique de V = M, ;(R). Nous avons :
N
5
6 6
A= € M, 5(R) = (Al = 7 eR
8
9
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4.3. Le rang d’une matrice

Définition. Soit A une matrice de taille mxn :

@11 Qo Qg3 A1n
A= | %21 a2 O3 Aoy
a’ml amZ am3 Amn
Les vecteurs
0y=(a11, 0195, 01,), Oy = (g1, @99, Qgp)seees € = (An1s Uz s U

sont les vecteurs ligne de la matrice A.
Le sous-espace vectoriel de R” engendré par les m vecteurs ligne de la matrice A est appelé
sous-espace des lignes de A, noté Lgn(A) :
Lgn(A) =Vect{/ , (,,..., 0, } cR"
La dimension du sous-espace des lignes de A est appelée rang de la matrice A, noté rang(A) :
rang(A) = dim(Lgn(A)).
Remarque. Comme Lgn(A) = Vect{?l, 22,..., Zm}, nous avons rang(A) < m.
Comme Lgn(A) cR", nous avons rang(A) < n. Par conséquent, nous avons

rang(A) < min(m,n).

Exemple

1 2 3
4 5 6

Soit A = € M2,3(]R). Nous avons 171 =(1,2,3) et 172 =(4,5,6). De plus,

rang(A) =2

car les vecteurs ¢, et ¢, sont linéairement indépendants.

Proposition. Si A et C sont deux matrices équivalentes alors

Lgn(A) = Lgn(C).
Preuve. Comme A ~ C, les lignes de la matrice C peuvent étre obtenues a partir de celles de
la matrice A a l'aide des opérations élémentaires sur les lignes. Par conséquent, les lignes
de C sont des combinaisons linéaires des lignes de A et de ce fait, elles se trouvent dans le
sous-espace des lignes de A, ce qui implique

Lgn(C) cLgn(A).
En inversant le role de A et C nous trouvons

Lgn(A) c Lgn(C),
ce qui nous donne I’égalité cherchée. [ |
Conséquence: Si A et C sont deux matrices équivalentes alors

rang(A) =rang(C).
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Remarque. Si R est une matrice échelonnée-réduite avec r lignes non-nulles :

N

[1 0 0 = *
01 0 =« * r lignes non-nulles

R 0 0 1 = *

~10 0 0 O 0

0000 - O]

alors les r lignes non-nulles sont automatiquement linéairement indépendantes et de ce

fait, forment une base du sous-espace des lignes de R. Il s’en suit que

rang(R)=r.

Conséquence. Soit A une matrice de taille mxn et soit R la matrice échelonnée-réduite
associée a la matrice A. Nous avons

Lgn(A) = Lgn(R)
et il est pratique d’utiliser 'ensemble formé des r lignes non-nulles de R comme base
de Lgn(A).
De plus, pour calculer le rang d'une matrice quelconque A, il suffit de compter le nombre
de lignes non-nulles de R (ou le nombre de lignes non-nulles de toute matrice échelonnée

associée a A).

Exemple
Comme
1 2 1 1 2 1 1 0 -3 1 0 -3
A=|-1 0 3| —— |0 2 4| —— |0 2 4| — |0 1 2|=R,
14 5|22 0 2 4| TR0 0 0fPTER0 0 0
nous trouvons
rang(A) =2

et nous pouvons prendre {(1,0,-3),(0,1,2)} (ou {(1,0,-3),(0,2,4)}) comme base de Lgn(A).
Nous pouvons aussi choisir deux lignes de A linéairement indépendantes :
{(1;27 1)7 (_17 073)} ) {(1;2, 1)) (174;5)} ou {(_1;07 3)7 (174’5)} .

Comme tout vecteur de Lgn(A) peut s’écrire sous la forme

1 0 a
al O0|+p|1]|= B , avec a,BeR,
-3 2 26 -3a
nous avons un moyen simple de caractériser ’appartenance a Lgn(A) :
U1
v=|v, | €Lgn(A) = Ug = 209 — 30,
Us
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Exemple
’ | 2]
Soit W = Vect{v,,0,,0,} ou 0, = | 3 |, et U, = [ -2 |.
5
Calculer dim W et donner une base de W.
Soit A la matrice dont les /ignes sont les vecteurs v,,0,,0,. Nous avons donc
W =Lgn(A) et dim W =rang(A).

Léchelonnement et la réduction de la matrice A nous donne :

2 3 b5 1 8 9 1 1
A= — -1 5 4| —--—|0 1 1]|=R.
L,—L,+L,
3 -2 1 3 -2 1 0 0

Comme rang(A) =2 nous trouvons ainsi
dimW =2.
Nous avons donc plusieurs choix de base de W :

{l_;]_, }’ {613173}’ { ’63}7 {(]—707 1), (0,1; 1)}

Comme tout vecteur de W = Lgn(A) peut s’écrire sous la forme

1 0 a
al0|+B|1|= B , avec a,BeR,
1 1 a+p
nous avons un moyen simple de caractériser 'appartenance a W :
Wy
w=|w, | €W — Wy =W+ Wy
Ws

Ainsi, nous vérifions immédiatement que

2024 |
2025 | €e W (car 2024 + 2025 = 4049).
4049 |

123 |
456 | ¢ W (car 123 +456 = 579 # 789).
789

Remarque. Le calcul est plus long en utilisant les bases {7,,0,}, {7,,0,} et {

<
o
—
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Sous-espace des colonnes d’'une matrice

Définition. Soit A une matrice de taille mxn :

11 @q9 Qg3 Aqp

A= | %21 22 Q23 Qon

aml am2 am3 Amn

Les vecteurs
a1 Aq9 A1n
. a. . a . a

a;= '21 , Ao = ?2 y ey Gy = 2”
aml amQ Amn

sont les vecteurs colonne de la matrice A.

Le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les n vecteurs colonne de la matrice A est

appelé sous-espace des colonnes de A, noté Col(A) :
Col(A) =Vect{d,d,,...,d,} cR™

Exemple
. 1 2 3 - 1| . 21 . 3
SiA= A5 6 €M2,3(]R),alorsn0us avons a; = nE ay = 5 | ag= [6}
Comme par définition
beCol(A) < b= X0 +Xolg+...+X,0,, avec X;,%g,...,%, €ER

-

— b=AX, avec X € R
< l’équation matricielle AX = b est consistante
Par conséquent nous avons

Col(A) = {l; €R™: =A% pour un certain ¥ € R" }

Proposition. (sans démonstration)

La dimension du sous-espace des colonnes de A est égale a rang(A) :
dim(Col(A)) =rang(A).

Corollaire. Soit AT e M n,m(R) la matrice transposée de A € M,, ,(R). Nous avons

rang (AT) =rang(A).
Preuve. 11 suffit de remarquer que le sous-espace des lignes de la matrice transposée AT
est le sous-espace des colonnes de A : Lgn (AT) =Col(A). [ |
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Exemple

Nous avons vu que

1 1 1 0 -3
A=|ad, a, d|=|-1 3|~ —|0 1 2|=[F 7 7|=R
1 5 0 0 0

Ainsi, dim Col(A) =rang(A) =2 et nous pouvons prendre

{a,,d,} ou {d,,ds} ou {a,,ds}
comme base de Col(A). Par contre, nous ne pouvons pas prendre ici {7 1 F2} comme base
de Col(A) car la troisieme composante des vecteurs 7, et 7, est nulle. Nous remarquons

néanmoins que les colonnes de A et R ont la méme relation de dépendance linéaire :

Soit A une matrice de taille mxn et soit R sa forme échelonnée-réduite.
Comme Col(A) cR™, nous avons
rang(A) = dim (Col(A)) < m.
Nous distinguons deux cas :
e Si rang(A)=m, alors R a un pivot par ligne et dans ce cas,
Col(A) =R™

et nous pouvons prendre n’importe quelle base de R™ pour avoir une base de Col(A).

En particulier, nous pouvons prendre la base canonique de R™.
e Si rang(A) =%k <m, alors R a seulement k£ pivots et contient m — % lignes nulles.

Dans ce cas, nous avons Col(A) # Col(R) en général (sauf si la matrice A posséde les

mémes m — k lignes nulles que R).

Comme dim(Col(A)) = &, il suffit de choisir % colonnes linéairement indépendantes de A
pour avoir une base de Col(A). Par exemple, nous pouvons choisir les £ colonnes de A
correspondants aux k& pivots de R. En effet, nous pouvons montrer que les colonnes de A

et de R ont les mémes relations de dépendance linéaire.
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Considérons a nouveau le systéme d’équations linéaires & m équations et n inconnues :

Q1% T QpoXo + QpgXy + o0+ QX = b (m)

Nous avons vu que nous pouvons exprimer ce systéme sous forme matricielle :

-

AZ=b
ot Ae M, ,(R), X eR" et be R™.

De plus, nous avons défini la matrice augmentée associée au systéeme () :

aj; Gy Qg3 o ap, | by

Qyp Qg Qg3 “* Ay, | by

[A‘ bl=|a3 ag azy - ag, Dby
| Cm1 Cm2 %;s U | by

Les résultats obtenus au chapitre 1 peuvent se reformuler de la maniére suivante :
Théoreme.

1. Si rang(A)<rang([A| b]) alors le systéme n’a pas de solution.
2. Si rang(A)=rang([A ‘ Z;]]

3. Si alors le systéme possede une infinité de solutions.

=n alors le systéme posséde une solution unique.

Preuve. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les lignes ne changent ni le rang
ni les solutions du systeme. Par conséquent, il suffit de considérer la matrice échelonnée—

réduite associée au systéme :

(1 0 0 = * | x|
_0_ 1, 1 0 = R
0 _0_:1 * * |k
0 00O 0| =
[0 0 0 O 0| * |
pour conclure. [ |

Théoreme du rang. Soit A une matrice de taille mxn. Nous avons
dim(Nul(4)) + rang(A) =n.

Preuve. Nous avons
(nombre de variables libres) + (nombre de pivots) = (nombre d’inconnues) |
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“SeT(0,)+ 0, abrs T V=W sl par une agplication lindaire”
el donne un oritére simple pour dcder 51 ume tmuvmrma}vbm
nest pas wae application (neaire .

Mteation: Si T( )-—-—6;/, alors T nkst pas {,orcg’ww (i raeire -

Conse’qmw de lz d&’p‘m’%bh )
Sett TV — W L o_wﬁw{“fm (AV\LGMPC, A(orf:
o T(W+dV)=cT(@)+dTIV) pour bout &€/ ef cdeck

L.?NVLCLP@ ole sufcrfosz'ﬁ’om :
T(c @+l +.-. +ck£f;) = T@)+e, T +...+0, Tl )
Fou.r +ou.l' —(Il,_,,.,a;'-e CJ"' C”.../ c,LeﬂZ

Presve.
a T (e +dT) = TR + T & T +dTE)
L. Il su,{,p’{- d'trice c WG+ W+t C U= clﬁ+(cz@+...+ ckﬁp

d;— mf‘l'(iser (a. Pa,r‘{‘fe o.. (‘?(M,SI"CMN’ ]LoiS). [ |
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Madrice associde a wn epplicatton lindaire T+ /W

Roppel.

So T "= R est e applicaton, lindzire., dlors en pout
i assodier o matmce de failly ypmx 1 denk (oS colonnas sonf

les images des 1 vectears de (o base conomigue do
A~[TR) TE) - T ]

—_—

afp.e.(.{e ma&f“n'Cﬂ Cammctumwf aSSocite, & l,

Nous allons voir MWW cowwnmi' asso el uwne m+n'w
2 ume o.()plic’z\h’ow lindaire T2V =W o y W sont des

€5 paces vectoriels e lCar\.CiW.

Sout wn QSPacz, Ved“bn'al de dimomsion
Soit wo base do

NDUS avoms vy que tout vee+8ur s"(cm;)l de mam%\/*@ l,wu'ffM/ :

=X h Al bt kGl ovec K 1y emyXn€ R

0{" ywou§ avoms m‘f‘e/ X
) =[‘: Ke@m
X,

le veckewr do coor donndes de v dans L bage
?mposi]n"ov\. ]_‘appliuhm ‘Q: —*RVL e/%l' {Muzjure, ek LJ;J'e,o{“ﬁ/e_ .

—[V
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fewe . Awirs Q07 = FETE) pour bk
Cl0) =0l powr ool et
Supparons gre (= & L H okt
- (5\ + .. x Ev\.
don f( FF‘?M] - FILF] =00 +€() four bouk
outfn] L] | B

}w =(A)E + o+ (odet i)

Comme 0 ii="ot 0 ¥ g o )= (Mot ) O + -4 (hoty)

o a MO 2[5 ] = 00 e ok e

A, oy,
Llapplicd‘fnv\, est Lid'e,c;l“ﬂ/& Ca (’e’cnl'ﬁme, =d,- too 4 o,

~€Sil U/vwa\% - [ |

Soit V\/ wn QSP&CL VE’,Ul‘bﬂ't’/l do dimumsion m>0.
Soit 6 { \/‘*’w )Wm’& wn base d.ﬂ,\l\/

De mame, ]&PVLCA{‘{OV\J & V\/»{K] est lineaire ef‘é:‘/’ed\'l/t-
W (W

Consi d&rons mainterant wae applicetion linaire T — W/
Nous @vons  T() =Tl 4ot ot )
=T\t ) +eadT(wnb)  par liarite
= T = &0 )% o] (50 gor lindarte”

Cete exprescion nous dif qu’ de connaifre les imoses des
vectewrs de b lase ?owr connartre I’l"l/\&fe_ J-e
],
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Nous avons le schowms Suivant:
-
€ — W 3 T(_)

I "o
[} € —-——— lRma[T( )](8]

N A b metrice de fulle mx belle e

[Te)) = ALY
Nows avons vuw que les colownes do A sont fes images des vecteurs de (o

be.se, Cano m)tiut, do

|
Comme, Pa,r cm\\“l'ruc:h'ovv =1L +0L +...+0 on o, [ ] =XQX‘-§: .
De nme, ( 1 -, L ). = ) ol

L

— T(5))
¢] R
g = [T,

L1l.w\.a,%1, d,(_, E_} ﬂi" donc [T( )](B] ?Ou\f' &‘l'_“)v\, ) Cl,ﬁ:h'.

Chapitre 4 - p33



Zbétm«!r:m.

Qoo T —>\W wne a.pf\i cadion Livndoure

Soit unt, base de, cf@ Wy, o) Wy, }wb&&eo(e,‘/\/.

Lo metrice de faille, m v dont la J“éM-b colonne. est o vectenr de

cordonnées dens [x Lege B'de I’I'Maée_ Par-_rdw }'—e\w«a, vechevrdo (o

bese © est ouppe,lfe, malNee associee a I’app(fcd‘u’m (indaire T par~
\/ / ” B!

mfpor(’ anX bases Bde Vot Bde V\/, notce AT ;

AL (I, T, - - [T, )

Nous evony aunsi:

[T = AP (7], | gour toed

Mtj‘koa(.a_, ?ouu‘ CRLCA»LQI_ A$6 .
— Cloler les I'W%L& des ved('umr de o base JL
T(0,), T(5,), ... T(E)

- Exprl'mer ces vectenrs comme C,o’MLl'kai fonl L’u@'/‘ef da,: m,
] -— —> —>
Ve_cj"emr\r ({JL (a., L;l«'\»Sc, 6 —’—';W” WZ),“)WW\} :
> — —
T(:,) = QW+ @, T+t Oy Wi

T( )—a, W, to, V\/Z +%Wm
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}

Lo matice A@r e comme colonmes les vectenrs di coordp nneec

dens oo base 6 dos vectemrs T )) T( ))_ .. 7T( ):
| Qo - O -
A= e b

-~

—

— $i l'on, prev\ti les baser cenonienas - ef E do Vo l/\/} m v
noter A,— (o matre associce plutst Gue A?j (Fomf‘
Simplipier wotation).

— §i les espaces vecdoriels de o(a?ar‘f' et dorrivee sont
e’aamx: =W, e 56\[/2:,( on va prendre (o méme bee
pour (e denx 25 pa,cel : =8 ef en va noler AT (2
matne, assoute puds% Gt A$ ( for Sinp ligrer (o
hofaffon)
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Exe_mgles.

L Déterminer la madeice agsocice & Jepplication lingaire

T: ’*TRZ dﬂ:{‘,iM& pac T(x)g,'E)=(36*\j;7¢‘%)

?ar rappbrf‘
oy bases do 107 ek 6/={(1,4))U,0)}
de. IRZ On o:

([ 1[) H*: 12]-=0(}) +213]
T( )= ey s (2]
T{lo)=1tee)- (=1 vl

2. Df’:"ﬁwr\&nﬂ,\’ la. matrice agsocice 2 /'a.pfﬁ'co\,{“iow [imgoune Tf ——"TRB
d.n:f,iv\&.e, par T-(vc,lo F) =(22+3y-43, Sx=Gy,Fx-82) par mapport :
amx boes do 17 (espace de dogart )
et £ {(1,0,0),(0,4,0),(0,0, {)} de, IRK (eslmcz, darrivee ). On a:

TG 2 B sl ell) s
T} el eali)eale] 1= A= |5 ]
(-G ol o el
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3. Dekerminer lo matrice agsocice 3. /'&pf)b’co\,{‘iow [ingaine T: ——"7]23
d.ﬂff,iv\i.e, par T-(Jt,lo 't =(21,+33 -43, Sx- Gy ,F2-3%) par mprorf‘

2 (o base do (Mg, Lase

powr I'espac.e, de dﬂ."mrf' of I'es'pacz, d'ovrrivee ). On o

8- 2 [2)+5 1) 2l 2
PGl 2 1
-G el o [ el

4. Deberminer la mateice agsocice 2. | appli coion, lingaine T ' — R
d.n:f,ume/ Pa"— T-(‘)L)lo ,%) = (3 -3 ) 3'1,*2:) '—3%) Z’I, +2\9 -—3%) ‘Pﬂ,\’ mpror+

a (o base do (Mg, Lase

Pwur I'apac.e, o‘b d-ll."m{“!" e/{' V-&Spaq, o(larrq've,/e,). OV\, \:

(8 0 [ sflel) g
R o Bleafllr o f= 4= |3 - l
(b ool o)
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5. Deberminer la matrice agsocice 2. |/ appli codion, lingaire T2 0 — R
d-ﬂ:f,lw\l& Pa"— T-(‘)L)lo ,%) = (3 -3 ) 3'1,‘\’23 "3%) Ix +2\9 -—3%) ‘P&r mpror+

a la base do (mEms, base

powr I'espac.e, de df."mrf' et V&S’p&q, darrivee ). On o
-1 1 [0 1 \
T( )= 11=(-1) 41+ 0 4}0 3‘
LO L0 L'l L2 -1 0
0 ) [ [\
T( )73’:]’0 5 +(_l)L:]+OL3J = A=10 - ]
) [ 4 ' O\ 'l‘ O O
= = - 3
MRl o bl o [+ ef,
Noqs yemarﬂ\«.tﬂ\s Twz, ‘JO\W ce OI/\D‘lX, Far‘h ou-(ﬁtfr' 0(2, LQSE ,
(o Mﬁ'u Aﬁ_ esl’ unl M‘(‘r\{cg, G(A:QSO‘V\.QLQ_‘

G. Determiner la maleice agsocice 2 /'a,ppl{c,ofﬁov\, lingaine 1:1 — IPZ
daff.iv\ine, par T(P)z P’ (c[[nve{a) 'Pa,r f‘awor{' N (o base CB'VW"’VLCL\&L

do V. On &
Ti=1"=0= 04 + 0-x+0x

o 0 1
[(D)=2" =1 = 1A+ 0-x 40t Y AT=%8
TCA =) = 2= 04 + 0. 0y ”

r/‘

[ren), [Tt

€
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Rﬂma\rﬂu&.. Si pex)= atbxrce est uwm 4"’(\‘1“‘8'% quelconghe,
les \‘égku do dinvation wous donnent Tout oy suife .

fl)'(x)= b+ 2cac, Nou,\s avong donc:

Tlatrsreter )= br2cx

Le mofrc AT o ud Pe,rtv\e,(' do retrouver o mime resunlfet

3 leide dume wltiplicaton matrcielle. En epet
y
O 10 || s
W8] = min- [B8R[EfE] .

d'ow : [P)]E——'AT[P:\

£ Df:{'ﬁrﬂ\&wr lo. mateice agsocice o | 'a.pflic.aﬁbv\, Ll"me_/ou'm T:

__>le
dopinie par T(P)z P’ pax tagport & lo base
do V. On e
Ty 1 = 0 =04+ 0.0 (lsasad)
TOo)= (1) = L o= A4+ 0-(e0+ 0. (l+x+25)
T ) <l Yo 1+ 2% < )4+ 2 (o) + 0 - ([+242)
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§. Soit Mz,ZU’Q) l'es‘pacz vechoriel des matrices de taille 2x2.
Delerminer Lo wahrice de l,&PPUC.a:“.'w\, lindaire Tr: —~R.
JL’J’A'P\N. par Tr([ii )= ard| (tmc de lo webmee )

pay m‘)?or{' owX )DR,S“C,S CAvwm'quo_S o(Q, ef R 0?\. Q]:

([0 0]) =10t =111

= | Ap=[1 0 O 1]

r

NOlljam ef mage dhwne application lindaire

De’.p;vql«'on.

Soient | ef W donx espaces veckorrelt of soit T/ = W
ume application, liniaice -

ad le de T, wetd” et (@ Sous-ensemble do

!

dipins par
={ T ( )=’0‘)wlfc

lo) L'{wuz_,x{, J.LT, ot IM(T) est (o SOuS—Wmuz ole. V\/QIL}:A'W prr

TnlT) = { e v/ il exitbe 72 fel que T} < W
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Nous avons le, solr\:;v\w Sul‘va,v\,‘l' :
T W
Kee(T) — gﬁw}
— (T

1 ulA.S{‘f'nJHoW:

T
Im(T)

Théseme ot wm sou {—ef pace vechriel O(L .

Trewve .

On commence par remaraLr gne 0,ckec(T) car T(0, )=0
Soiemk & el

hwic. 0¥, N0 e

Tar hypathise, TC) =T ot T()=0

On o T(r7) = TEHT) =T +0=0" =
Uimsarite

TO0D) 20T)=40=T =4 .
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T/‘

et I (T) est um :ou_\’—eS’a.cz, vechon'e,( oQ W
Treunve .

On commence pAr remangulr qut 5;,6 Im(T) cor O,V est
tel que T@;FC’);W.

Soiemk W), W,eInlT) o ke®

b voic W0, N7 € Tl T)

Tar l\vfoﬂise_/ il exitte ) tels que w,=T( )ff@;rT( )
On o 57, =TEDHTED = T+ 1) 95,47, € 3n(T)

linsarite’

W= ATE)ETON) = 0weln™ m

'\wagr_a‘ws.
L. Nows avons el 69w6 IM(T)

2. Powr cn-raoﬁe,’h's\e/r‘ KerCT) e,(' IM[T) (,OMf(ZfEme/V\:é)

il su pt de donner leyr dimensions el une base.
De plug, dim( ) & dimlV)
e dim, (TlT)) < i (1)
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EXWE(M.

Sok TV =W deinie. par TE) =T pour ot
On o & Inl7)=1{T}
2. hpplieation identite”
Soit T-V/ =V dfpinie par TLI)=V powe fout
O o & Tu(T)=V
3.5t T Ve o par T 1) = (] pour ot
O o DamM=T
8 =4[5 LT 2] voe)

> (i (1 T)=1)

NOHM ek iMage (J\ll/w\b &ppU m{"{ow lindzare T, W\VL——»RW 2.$500ie2 & une ma:‘n'ca,,

Sotk A une mabrice ditaille oz et 'l;-. —R" l'awt;wﬁ’ow

—A

.7 Ny
lﬂvum,re, asfonee,

Tar ddginkiow., = T()=0
= AV=0
Soq,S'e$Pﬂ\.C.0. vec:l‘nv-(e[
(<) des golUJﬁov\S dae R
SUS&M Lamoj:(.m. A<0
Pdnsf,
Nous avoms vu que dim ) -—vums(A)

"I |

nb. dineonnuwes — nb. de yn‘vo‘b‘ )
wh. de varmiebles [ibres

|

D | dim( ) = ~omg (A)
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'D'cwdre fat‘f) we TM([;] &) il exithe el gue —I;l( )—:\7\7
= il aaste i@le\wz, AV =W
= | auiste tleaw o

= We ColA)

- —>
FF MW

Aingi, | ImlT,)=Col(A)
Nows avons vie que duml Col(R)) =voma (A)

= | dia (TwlT)) = g (A)

Consequ«,cz,.

dim ( ) # diwn (B[ T2)) =,

Exemplas.
L. Determiner o mox()ww o l'l}mge, da I'&PPUch'hbw linetire asrocieé a la matriee

A[ILSX {1231,_\’{4041 [104]11

=10 1| ~— 0-2-2|7.7 o-2-L| /7 37101 |=

L, —L,-L, =Lt L=-24

L4 S 00L0 2 204 0O oo ¥ lo o0

-l -, Ll 0o¢
vol'()%

S\J s’(’émg. komogzv\f, ix, +2=0 {I= - (2 Variables pw'mqmlu)
as$o el (I'R: \3+7..'-=0 la=—% 4vm1’<:‘ol=e, LLre
|

soluk o, génirale, \o\ﬂ =t[:1] avee FER.

> Vo2 e ~Vect{ [ ]}
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Conme duw(Tu(T, ) =7, Il M choisir dovx colonnes de A lindaire mont
mltfwdmfu powr aVOT ume base de, IMG}QCCDKA). Por {.'\(,Cws.?(z_,)

T 1 P )

A [
'Remara[w, L. Nows pouvons H’mp(ﬁwf [g] par g_} o~ dessus .

\
IndT,) = Vedr%\ 41

1 )

'RP.mexqw, 2. Nows avons LCi

cl®=ved {{) [5)] & caltmved (s[5}
Remarque 3- Si ['on Preno( les colonnes de A associes aux pivets 0(2,2,

wous avons des vecteurs linohirement ivwf.ofpewdmuh el donc un cheoix do bage.

2/. -D-G/‘l‘e,\r‘rvv‘.wu’ ') vxmoam d l’l'vmgb dﬂ. l'a.,PfUcejh'ow /)'N_éﬂ\e afso a’cé a\l [a/ ma,]‘m'c

12135 40 -1 0 4]
-:[ ] /\’"'N{O‘ 1 0 st (SC,;'CCX)OYE,PO\TQ/3)

2-1-30 3 -
30-327 0001 2\
Lh bl
2 chw( )= =3 = dm\:( )"‘ 2
r""S(M S {M(Im(l’k))=3 {M(IMT,,))=3
Comme dina(Im(T))=3 b T < e |Inl)=R°
SyRme loamoqene  x, —%  +x5=0 XS X, —
o.,\SJSDc.it a.'R,ﬁ { ‘Iz+1_3 —‘LSS=0 = 1713_:;“'
Ayt2% =0 L= -2
sou;m % -ll -Al
gonirmle | 5 | =s| 1|+ yovec s el = =Ved{ | 4
1L o)
X 0
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Miau, of imoge. dine agplication lniaire T:V—>W queleongue.

Sort wae bese do V' (da/=n)

Sott 8= 170 W2, Wy wme bate do W (dimW=m)

Soit A= S o, mateice do T par vagpock s bases £ de/ ok 8'de |
Nous avong | )eéw'Vale,nu_: produit mabncial

(V)= } { N, - [Wlg
<5 b
cvec et \7\7&‘1\/ avec e{' [WJBIGR

d' & T(7)=0
> A 2[—0’](8’
&
WelnMell & il existe Tel que T0)=w
= il existe tel que A =[—V7J(Bl

<= [W]G) ¢ G\(A) « R™

En resumd

welmMaW [\77]51 e Gl(A) W{M
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Conséquancy. .

dimes (V2 (7)) = dian, (Nl (1))
dimne (Tn (7)) = diawn (Gl (A))

—D-C/El'w:'l‘\'or\. $o{l' T: —’W une o.‘ofb c.oi{"l'ow Uaroire .

I

On dipinit o rong de T, wote g (T par
rang (T) = diw, (I (1))
Remarge . pwprer fud

oy (T) = mma(A-?i )
your ot chaix o base & de Vet 87 do W,

Théseme. | Théordme olu,mm.&)

Soft T: V=W wne appliestion lindaire. On o

dim |/ = diwan (Vo (7)) & die (Ta ()
= diml )+ vamg (T)
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Trewve.

Soient” € wne base o \/ b B wne base do 1.

Soit A= Af o metrice do T par vapport amx bases ©© de
o B do W

Soik Ai’=—6 /c {UJTLe‘me, l\.omoﬁ‘-‘z% arJocfc/.

Nous avond vu qw_:
(Wb, de varichles lleces) = (Wb d"tn connunes) —(hlo. de ')fVof}s‘)
Lo )= . — duwa{ Col (A))
):

dlos le reculfat. B
Exemplas:

A, Determuner (o noYaun, ef l'l’mraf,d.e Ieppli caion. lingaire T 17 — I?Z
dpinie par (T(p)=p'| (ddrivée)
Par dépinitton, Vo ()= Ly 0 T()=0f =102 1= 0F
O 5'atend & trouver .
Dadre part, I =Lqel: il existe fel que ‘:ﬁ
On sleftend o trowver Tml(T)=T, .
Reppel. La mateice de T(p)=p’ par ragport 3 Lo base conomigue

do V) est 5% %

o/l o0
A-—-[ooz}
000
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dime ( )=0-2=
JXM(YM(T)) =2

7 N\
a A

Sn sFeme l’\,D‘Mos\e,\qe, as§olue

On o Y‘M.s(A):l f){

Adnsi, = Veck 1&1‘(’)‘“

Comne. [ <(1],, novs trowoms

Doube.part, o e ()= Ved{[o ], [2]] owe oLt <vesr A (3], (3]
Covwm@ [%’S:[{]E <o i(ﬂ=[oc]& ) hous ‘]‘r‘ouvm\f
Im(’\‘):\/cd’{'l,oc} =T,

9. Détermimer (o noyaw. et (':’vv\ase, do. ('oppli catron lindoire. frace
Te: —~IR, depinie par Tr([ii )‘—‘ a+d,
Voppel. La madrice de T par vpport aux bases Canonigues
de et K, est
A=[10 0 1]
A

OVba, A)=i:{dkvw( )= —{=3
ramg ( "1 Lo (TelT7)) = |

Sa‘ﬁ‘émb \wwwjiw 255008 A{

€L, =—
=3

:;-z L avel shuwek,

Xy =W

Xy Ny = 0w X=X D
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soludion %e:hl,»mLL': x, 0 -1
;Z_=S:) + +u 8 avec 5,0 nelR,
Ly 0 1

Ansi = Vecfrﬂ \EX' , [Qé}}

om[g}[ O] eor S0 2]+ 1[24) 5 o2 g4 02 9]

o [2)=[e 9]

De wamg ew Trouve =[[? 2]]

1704- CDVLS'Q/“\AM\I{\ )

Dankre pact, comme don(Tnl 7)) = | = dian(I2) , one e | T (Tr) =T

/

Chamgement de kase_.

Soit V un espace vectorvel de dimension n>O_
Soient B =107, 5, b} o €=127,2 a0
deux loases de V.
Soit id V=V [apglication identite” W(7) =V pour fout VeV
Nous ayons (o schima Suivant:
==V,

vV o—— V

|

W~

R e R

Chapitre 4 - p50



L’awlh&bn I'ndpire P"—= 12“ atw.' envoit, [’\ﬂﬁ vers W]c est la
Mlﬁr)um}fm par le M&(‘r\'(_e, Aiie, On wofe cu‘f'e, nw:l‘m'@z (PCB et
o l'c.yye,{(a, ma:{'r\'c:z, da @,Smg% de L bage @ yers (& éa.ff, C .

'Pc.r c,onsf‘md‘{ o,

g )

€%
[(¥1.=P° 13,
Exewple..
Sofent 8= {m,m} ok G= {[:)], [f” devor. bases do RZ
Nowa QVOong :
HERUAEIRH o[
=2 (g1 ]9 }7 Pl
U)]= Lﬂ + [ﬂ 8C 2
(5] = 2 [] #e0?] }=7 P "]
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?\"bp riete {mpﬁr'l"w\’te .

Si 8 {J{T C S'zm{“ alw,x bafes 0(1 /Zssfau \/ed’oﬁ’d \/ a(O(‘s.'
P@C - (?Cﬁ)_1

/
Conse(i_\wwu.,.

Nows pouvons obtewir~ P & iy do l2lsorthums.

[P0~ (1.7

Reprenons s baser do loxemple precedent . On a:

(P ILILE ]’:;Jz o W P A
o= | ot e[, P

L,~-L2 {0 ¢

Remarque.

Lorsque. V=™ on o b, = S Mo IR | N

et o peud obtenic (0] en retlusant b matnice angmunbée
(e - 10 )~ 11.]

Yor (ﬁwm’ﬁm& ) el paniore alternahive powr obtensr

dons le cas V=R™ CﬁwSiSl'Z« & reduire o matrce :

[cg o b b ] ~LT, 17¢]

On remarque que §v oo base d'avrivee est (o base

?06

W'yufq% E/:{éTlé—Z‘/“'/?V\;} ow a f\OlA{\dZ, J’u%::

-lE 5]
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?rbgﬁﬂ,l‘e’s.
31 CB)C ok o@ sont fmis bases 0& /:esface, \/ecﬁm’d \/
alors la, mofce @Q, fassa,gz, do, " base 73 vers (o
Lase ) ’w,d‘ s cakowor comme swits
28 _ ACC8 ipli ction
I i ¥ (Mr::& iede )
o0 ?Dﬁrapcm)—l ?CB
" fPoDﬁ_:P-'DC,( C)'l
Les i,o'rWWL.LQ.S prc/c{zhud‘es nous donment” umt manis re ovu‘cw*lVC/
Fo\u{‘ CA.I('(AAL.Z/‘(- ?0‘61 ,PCB= (?Eo)—‘ PE@) O\\\,\, comme, e_vam,"' 5

est (o LSase C&V\an,c‘% de V.

Ouestion. .
Ouel est l'gfel du chowgomant do base sur ki epplications linetires /7
Proposihion.  Soib TV =V wne application Lreaive
Soient (B 157,52, b o E=1E,5 et
dovx bases de V. Alors :
ATC’ — r\pCaB Af_'P@C/
Tormulations gquivalentes:
Aﬁ: - pes A? (’PCB)—I
A% -(pec )—l A?—Pm
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?rcuve- Nou.\! avons [e. sol\n/ma, ;un'va,ni:

V—V
vV —TV)

R —R"”

8
7]t p97,

P l C P“ﬂ
V] = AP,

base C - TRV\ . Rm -

Remargua. -
Celte propos iHow nows domne ume maniére oternahive de calewler

£t = e, e, - el |
lev\s’qu, Af =X[T(’G’ﬂ(ﬁ [T(ﬁzﬂﬁ .- LT@)]A A 'PC.{B (W ch)
Sovvf' conrAes.
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Dé_pmh"ow )

Soient A ek -A’ Juxx matnces canées da fuich nxXw.

0)], dﬂL qne IES malrices A e A’ S'D%{- 3-@"«-13[&1)(2\1' Slll CXI.J{B e
matrice inversible P Tfelle que

A=PAP

]Ex&m\‘o(n, \'umri‘amjf.
les mednices A-IC- o Af sont sembllbles cor o @

AS=PALP” aee PP

Chapitre 4 - p55





