4. Espaces vectoriels

4.1. Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Définition. Soit V un ensemble non vide dont les éléments sont appelés vecteurs sur lequel

sont définis deux opérations appelées addition et multiplication par un scalaire.

On dit que V est un espace vectoriel siles dix axiomes suivants sont satisfaits :

1. La somme de @ et U, notée u + U, est un élément de V.
2. Laddition est commutative : u+v=v+u, pour tout u,veV.
3. L'addition est associative : w+v)+w=u+@W+w), pour tout u,v,weV.
4. 1l existe un élément 0 € V, appelé vecteur zéro, tel que 5+0 =17, pour tout ve V.
5. Pour chaque v €V il existe un élément —v €V tel que J+(=0)=0.
6. Le multiple scalaire de v par a € R, noté av, est un élément de V.
7. Siu,veV et a€R alors a(B+0v)=au+av.
8. SiveV et a,fcR alors (a+ P =av+p0.
9. SiveV et a,feR alors (ap)v = a(pD).
10. Si v eV alors 1v="0.



Remarques.

» A l'aide de ces axiomes, nous pouvons montrer que le vecteur 0 de 'axiome 4 est unique.

En effet, supposons que w est un vecteur de V qui satisfait

U+w =0 pour tout v eV .
Comme cette propriété est valable pour v = 0, nous avons
0+w =0.
L’axiome 2 nous donne alors
w+0=0.

Comme I'axiome 4 nous donne aussi w + 0 = w0, nous avons bien w = 0.

» De manieére analogue nous pouvons montrer que le vecteur —v de I'axiome 5 est unique
pour chaque choix de v. Il est appelé opposé de v.

» Pour montrer quun ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par
un scalaire est un espace vectoriel, il faut montrer qu’il vérifie tous les dix axiomes
(voir exemples 1-9 plus bas).

* Si un ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire
ne satisfait pas au moins un des axiomes, alors ’ensemble n’est pas un espace vectoriel

(voir exemple 10 plus bas).



Exemples

1. Le plan R? formé des vecteurs

. X
U= , avec x,y€ R,
Yy
muni des opérations usuelles :
e addition :
si u,v € R“, alors u+v= + = eR
Y1 Yo Y1 1Yo
e multiplication par un scalaire :
. R X Nx
si eR? et 1€ R, alors AG=A =1, € R?
Yy Yy

est un espace vectoriel.

0
0

—

Vecteur zéro : 0 =




2. Lespace R3 formé des vecteurs

X
v= |y, avec x,y,2 € R,
z
muni des opérations usuelles :
e addition :
x4 X Xy + X
si 21,0 €R3, alors U+v=y [+ |y | = | ¥+ e R3
24 2, z,t+2z,
e multiplication par un scalaire :
X Nx
si teR3 et 1R, alors AW=Aly|=|1y|eR3
z Az

est un espace vectoriel.

0
Vecteur zéro : 0 = [ 0 ]
0



3. L'ensemble R" des n-tuples

X1

K
Il

muni des opérations :

e addition :
X1
si X,y € R", alors X+y=1| :
xn
e multiplication par un scalaire :
si xeR" et 1€ R, alors AX

est un espace vectoriel.
0
Vecteur zéro : 0 =

, avec xJ.ER pour j=1,2,...,n,

X1+
: e R"
| X+ Yp |
/lx1
e R"
_Axn |




4. Dlensemble M 9 2(]R) des matrices de taille 2x2 a coefficients réels

a.; a
A=| 711 712 avec a ;, € R,
Qo1 Qo9
muni des opérations :
e addition :
si A,BeM, ,(R), alors
a a b b a..+b a.,+b
_ | %11 %12 11 Y12 | _ | %117 %11 %127 Y12
ArB= s ag | by b ]_ oy +by; gy +byy | 220
21 %22 21 Y22 21 7 Y21 227 Y99

e multiplication par un scalaire :
si Ae M, ,(R) et 1R, alors

@11 %9 Aaqy Aag,

Q91 Qgg

M =1

€ My 5(R)

Aay; Aag,
est un espace vectoriel.

0 0
0 0

Vecteur zéro: O =




5. L'ensemble M,, ,(R) des matrices de taille mxn a coefficients réels muni des opérations :

e addition :
si A,Be Mm,n(R),

a11
A+B-= :

_aml o

- a

alors
A1n by
+ :
mn ) | b

e multiplication par un scalaire :
sitAeM,, ,(R) et LR, alors

LA

aqq
:/1 .

est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : O =

(0 ... 0]

mi

by

n

a t+bqy

Aip T bln
R)

m,n(

(R)

m,n



6. L'ensemble I?, des polynémes de degré inférieur ou égal a 2 :
p(x):a2x2+a1x+a0, avec a,,a;,a,€R,
muni des opérations :
e addition :

2 +ax+a, et glx) = b2x2 +b,x+b,, alors

si p(x) =ay,x
(p+q)x) = p(x)+q(x) = (a2x2 +aqx+ag)+ (b2x2 +bix+bg)
= (ay+by)x* +(a,; +bx+(ay+by) e B
e multiplication par un scalaire :

si p(x) = a2x2

ta;x+a, et Le R, alors
(Ap)(x) = Ap(x) = /1(0L2x2 +ax+ay)
= (lag)x® + (la)x +(La,) € B,
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : p(x) = 0x? + 0x+0 =0, pour tout x € R



7. Lensemble P, des polynomes de degré inférieur ou égal a n :
px)=a,x" +0Ln_1xn_1 + an_zxn_2 +...+ a2x2 +ax+ag,
avec a ; € R pour j=0,1,2,...,n, muni des opérations :
e addition :
si p(x)=a,x"+...+a;x+a, et qx)=b,x" +...+b;x+b, alors
(Pp+@)x) =px)+qx)=(a,x"+...+ax+ay)+ (b, x" +...+bjx+b,)
=(a,+b,)x"+...+(a;+bx+(ay+by eP,
e multiplication par un scalaire :
si p(x)=a,x"+...+a;x+a, et LeR, alors
(Ap)x) = Ap(x) = Ma,x" +...+a;x +a;)

= (Aa,)x" +...+(lapx +(Llay) € P,
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : p(x) =0, pour tout x € R



8. L'ensemble F(R,R) des fonctions réelles d’'une variable réelle muni des opérations :
e addition :
si f,geF(R,R), alors
(f +8)x) = f(x)+ g(x), pour tout x € R

e multiplication par un scalaire :
si feF(R,R) et 1R, alors

(Af)x)=Af(x), pour tout x € R
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro: f(x)=0, pour tout x e R



. Lensemble V ={xeR: x>0} des nombres réels positifs muni des opérations :

e addition :
si x,y€eV, alors
XDy=2xy
e multiplication par un scalaire :
sixeV et LeR, alors
Lox=x"

est un espace vectoriel. Pour le voir, nous devons vérifier que V satisfait les dix axiomes :

1. Six,yeV,alors x>0, y>0et x®y=xy>0.Par conséquent, x®yeV.

2. Laddition est commutative :
XOYy=xy=yx=yex, pour tout x,ye V.
3. Laddition est associative :
xey)ez=wy)ez=(y)z=x(yz)=xe(yz)=x e (y o 2), pour tout x,y,ze€ V.

4. Le vecteur zéro est le nombre réel 1 car

xel=x1l=x, pour tout x €V .
1
5. Lopposé de x est _ car
1 1
xe—=x—=1, pour tout x €V .
X X



10.

SixeVetleR alors x>0 et 1 ©x=x">0.Par conséquent, L 0x€eV.

Six,yeV et aeR alors
aoxay)=ao(xy)=Ey) =x"y"'=@De(@yV=(aox)e(axoy).

SixeV et a,feR alors
(a+pf)ox=x""P=x%"=(x e @x)=(eox)e(fox).

SixeV et a,feR alors

(af)ox=xP =@l =ao@&)=ao(Box).

Si x €V alors lox=x"=x, pour tout x eV .



10. Le plan R? muni des opérations suivantes :

e addition :

si %,y € R?, alors

N X X, +
x+y=|"1]|+ Y| o | F171 | e R2
Xy Yo Xo T
e multiplication par un scalaire :
si xeR? et 1R, alors
. X Ax
A=A =]"1 | eR?
X, 0

n’est pas un espace vectoriel.

En effet, malgré le fait que les axiomes 1-9 sont satisfaits avec cette multiplication par

un scalaire modifiée, 'axiome 10 ne l'est pas :

X4 Ly
0

X1
0

. —

S1 X =

= £%.

avec x, #0, alors 1x =

X9



Les propositions suivantes sont une conséquence directe de la définition d’espace vectoriel :

Proposition. Soit V un espace vectoriel. Soient @, v, WeV.

a) Si u+w=v+w alors u =U (simplification a droite).

b) Si w+u=w+70 alors u =0 (simplification a gauche).
Preuve.
a) Nous avons U+w =0+w
(U+ W)+ (—w) =@ +w)+(—w)
U+ (W+(-w) =0+ @+ (—w) par (3)
i+0=0+0 par (5)
u=7u par (4)

b) Comme 'axiome (2) nous donne
wt+u=u+w et W+Ui=v+w,

nous avons le résultat en utilisant la partie a). |



Proposition. Soit V un espace vectoriel. Si v €V et a € R, alors
a) 00=0

b) a0=0
c) (-1)v=-v
Preuve.
a) Nous avons 0v+00 =(0+0)v par (8)
0U +00 = 0v
(00 +00)+(—0v) =00+ (—00v)
03 + (0T +(—00)) = 05 +(—00) par (3)
06+0=0 par (5)
05=0 par (4)
b) Nous avons a0+ a0 = a(0+0) par (7)
a0+ a0 = a0 par (4)

(aa + aa) + (—a()) = a0+ (—aa)

a0+ (a0 +(—a0)) = a0+ (—a0) par (3)
a0+0=0 par (5)
a0 =0 par (4)



¢) Nous devons montrer que & +(—1)3 =0 pour tout GV :

v+ (-1 =1v+(-1)v par (10)
U+(-1)7 = (1+(-1))T par (8)

v+ (-1)v =0v

T+(-1)5 =0 par la partie a)

Remarque. Dans I'espace vectoriel de 'exemple 9,
» la propriété 05 =0 g’écrit x° =1
» la propriété a0 =0 g’écrit 1% =1

1
» la propriété (—1)5 = -0 sécrit x ' ==
x



