3. Déterminants

3.1. Définitions et propriétés
Définition.
a b
K3 d
det(A) =ad —bc.

o Le déterminant de la matrice A = eEM, 2(]R) est le nombre

a1 @19 Qg3
o Le déterminant de la matrice A = Ag; Qgy Qgg | € M 3 3(]R) est le nombre

[ @31 Qg9 Qg3
det(A) = a11a99a33 + Q19093031 + 13051039 — Q13059031 — Q11093039 ~ A190 91033

Regle de Sarrus :

@11 %12 %13 %11 %y

+

Attention: La regle de Sarrus est uniquement valable pour des matrices de taille 3x3.

Nous pouvons réécrire le déterminant d'une matrice de taille 3x3 de la maniére suivante :

a1 @19 Qg3
det | ay; @gy Qg5 | = @11099033 + A 19093031 +A13091a 39

@31 Q39 Qg3 —Q13099031 — Q11093039 — Q19091033
= a1(a99a33 — A93a39) — @ 19(Ag1A33 —Ag3a31) +Ay3(ag A 39 —Ag9g3y)
Qoo Qo a a. Ao, Qo
Qg9 Qg3 Qg1 Qg3 gy Qg9

En notant par Ajk la matrice de taille 2x2 obtenue en supprimant la j-eme ligne et la
k-eéme colonne de la matrice A € M, 5(R) :

G813~ %3 G813~ %3 G813 "3
A= @y Ggp Gg3 |» A= | ag @go Qo3 | Az=|ay ayg @3 |
@31 Ggg Qg3 @3y @3z Qg3 @3y Qgp Q33

la formule précédente s’écrit
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Exemple

det|2 4 —-6|=1det det 2

3 0 0 0
o 3 o] t7 "L 17 7]
=4-0-3(-6)=18 =2-0-0(-6)=0

18

4 _6}_

+ det2
0

Nous pouvons maintenant donner une définition récursive du déterminant d’une matrice

carrée quelconque :

Définition. Soit A = [ajk] une matrice carrée de taille nxn.
Le déterminant de A est le nombre

= Y (-1)'**a,, det(A,,),
k=1

ou Ajk est la matrice de taille (n—1)x(n—1) obtenue a partir de la matrice A en supprimant
la j-éme ligne et la % -éme colonne :
A= |- %k -~

Notation. Parfois on utilise la notation [A| pour le déterminant de A.

Définition. Soit A = [ajk] une matrice carrée de taille nxn.

Le cofacteur (j,k) de A est le nombre
Cjp = (=1y""det(4 ;).

En utilisant les cofacteurs, le déterminant de la matrice A devient

n
det(A) =ay;Cqy +a15C 5 +a15C 3+ a1,Cry+... +a1,Cp, = 3 @y, Cyy.
k=1

Théoreme (développement par rapport a la j-eme ligne).
Soit A = [ajk] une matrice carrée de taille nxn. Nous avons
det(A) = (-1Y*"a;; det(A )+ (~1Y 2a ydet(A ) +... +(~1)*"a , det(A )
n
_ J+k
= };1(—1)/+ a;;, det(A ;),

ou encore

n
det(A):aﬂCj1+aj2Cj2+aj3Cj3+aj4Cj4+...+aanjn:kz:lajkcjk.
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Exemples

Développement par rapport a la deuxieme ligne :

1 5 0
5 1 15
det = 2(-1)**'det s ol* (—1)2+2det[0 +(—6)(=1)*"3 det 0 3]
0 3 O . — —_— —_——
dév. L, =0 =0 =3
=18
Développement par rapport a la troisieme ligne :
150 5 0 1 15
det 6| = +0(-1)%"1det +3(=1)**2det +0(=1)**3det
et|2 4 -6 ()e4_6()e2_ ()e24
———
dév. L, ——§
=18
Remarques.

o Pour calculer le déterminant d’'une matrice de taille 4x4, il faut donc calculer quatre
déterminants de matrices de taille 3x3 et pour chacun de ceux-ci, il faut calculer trois
déterminants de matrices de taille 2x2. Pour calculer le déterminant d’'une matrice de
taille 5x5, il faut calculer 5-4-3 = 60 déterminants et ainsi de suite. Nous avons donc
intérét a trouver une méthode qui demande moins de calculs.

» Le théoréme est utile dans le cas ou le développement se fait par rapport a une ligne qui
contient beaucoup de zéros. En particulier, si la matrice A contient une ligne formée de
zéros, alors son déterminant est nul :

det(A) =0.
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Théoreme. Si A€M, ,(R) est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) alors :

Preuve. Supposons que A est une matrice triangulaire inférieure. Le calcul nous donne :

11 a . O a . 0

22 33

Agp Qgg -+ 0 .. .

det | - “ ] =aqaq;det| S =ay1a9ydet
a e a a e a

n2 nn n3 nn

A1 Qpg " Qpp ldév. L, dév. L,

an—l,n—l 0

= .. = a11a22 . ‘an_Z,n_z det

a

n,n—1 nn

= 011892 " Qy_15-1%nn -
Le calcul est analogue dans le cas ot A est une matrice triangulaire supérieure :

Ay Qg 0 Ay

0

a ) a _
Qgg ** Qgp n+n - bt
det | . - = ED""a,,det

a
n-1,n-1
0 0 - ay,, dév. L,

= .= App Q9001 n

Idée: Pour calculer le déterminant d’'une matrice, nous pouvons I’échelonner.

Question. Quels sont les effets des opérations élémentaires sur les lignes lors du calcul du

déterminant?

Théoreme. Soient A et C deux matrices carrées de taille nxn.

a) Si A C alors det(C)=—det(A).
L,~L,
b) Si ALA;E C (avec 1 #0) alors det(C)=A1det(A) ou det(A)= %det(C).
i
c) Si A C alors det(C)=det(A).
L,—L +AL,
Vérification dans le cas n =2 :
Soit A = Z Z .Nous avons det(A)=ad -bc et
a) det c d =cb—-ad =—-det(A).
a b
b) det Ac“ Adb ] = dad — \be = Mad — be) = A det(A).
¢) det|® ffc b +dM —(@+7c)d —(b+Ad)c = ad — be = det(A).
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Corollaire. Soit A une matrice carrée de taille nxn et soit 1 € R. Alors
det(LA) = 1" det(A).

Preuve. Le calcul nous donne

Aayy Aayy - Ay, 11 G2 7 Qg
Aa Aa Aa Aa Aa - Jla
det(AA) = det |~ 21 722 2 l=Adet| 2 T 2
A,y Aa,y - Aa,, Aa,; Aa,q Aa,,
facteur A de L,
ayp Qg 0 Qg
a a a
= A?det ,21 ,22 2n
A, Aa,q - Aa,,
facteur A de L2
A1y Q19 0 QAqy
a a a
= ...=A"det| 21 22 Zn 1 = 1" det(A)
@p1 Q2 "7 Qnn
facteur A de L,, ]

Théoreme. Soient A et B deux matrices carrées de taille nxn a coefficients dans R. Alors
det(AB) = (detA)(detB).
Vérification dans le cas n =2 :
e f
g h

Soient A = [ @ Z ] et B= . Nous avons
c

ae+bg af+bh
ce+dg cf+dh
=(ae+bg)cf +dh)—(af +bh)(ce+dg)
=eh(ad —bc)—fglad —bce)

=(ad —bc)eh—fg)

= (det A)(detB).

det(AB) = det

Remarque. Méme si AB # BA en général, nous avons toujours
det(AB) =det(BA).
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Théoreme. Soit A une matrice carrée de taille nxn. Alors nous avons ’équivalence

A est inversible — det(A) #0
Preuve.

=) Si A est inversible, alors il existe une matrice A~' e M n.n(R) telle que
AATl =T, =A7A.
Comme
det(AA ) =detd,)=1 =  det(A)det(A1)=1,
nous trouvons det(A) #0.
<) Supposons que A n’est pas inversible. A voir : det(A) =0.
Le théoreme des matrices inversibles nous dit que A ne posséde pas n positions pivot
et de ce fait, la matrice échelonnée-réduite associée a la matrice A contient des lignes

formées de zéros, d’ou le résultat. [ |

Corollaire. Sila matrice A est inversible alors
det(A™Y) =

det(A) -
Remarque. Le théoréeme précédent est particulierement utile pour déterminer si une

matrice est inversible avant de commencer le calcul de la matrice inverse.

Exemples
Reprenons deux matrices vues précédemment :
1 01

1. Commedet|2 1 3 =1-det[1 3 —0+1-det 2 1 =2-1=1#0,
0 2
10 2
dév. L, =2-0=2 =0-1=-1
101
la matrice A=|2 1 3| estinversible (ce que nous savions déja).
1 0 2
0 3 -5
1 2 10
2. Comme det 1 0 2]|=0-3-det +(=5)-det =-45+45=0,
-4 7 -4 9
-4 -9 7
dév. L, =7+8=15 =9
0 3 -5
la matrice A = 1 0 2| nestpasinversible (ce que nous savions déja).
-4 -9 7
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a b
c

Théoréeme. Soit A = une matrice inversible de taille 2x2. Nous avons

-1
Al_|@ b _ 1 d -b _ 1 d -b
c d ad—-bc|—-c a det(A) | —¢  «a
Preuve. Supposons que a # 0. Le calcul nous donne
a b|1 0 a b |10 a b 1 0| |a b 10
c d 0 1|L,~aL, |ac ad |0 a | Ly~Ly,~cL;|0 ad—-bc| —-c a 0 JAl | —c a
| alAl DbIAI| 1Al O alAl 0 | ad -ab
L,—lA|L, 0 Al | —¢ a | L,—L,-bL, | 0 J|A|l| —c a

et nous trouvons le résultat en divisant L, par alA|#0 et L, par |[A[#0.

Supposons maintenant que @ =0. Comme A est inversible, il faut que 6 #0 et ¢ # 0. D’ou

0 5|1 O c d|0 1 -be -bd |0 -b
c d|0 1| L-L, |0 5|1 O|L—bL,| O b |1 0
-be 0|d -b -be O d -b
Li—L+dLy,| 0 b |1 O|Ly—~—cL,| 0 —bc|-c O
et nous trouvons le résultat en divisant les lignes L, et L, par |A|=—-bc #0. [ |

Théoréme. Soit A une matrice carrée de taille nxn et AT sa matrice transposée.
Nous avons

det(AT) = det(A).

a b

c d|

Conséquence. Nous pouvons remplacer le mot «ligne » par le mot «colonne » dans tous les
résultats concernant le calcul du déterminant. Par exemple :

Vérification dans lecas n=2 :

a ¢

b d

Nous avons det =ad —bc=det

» Si la matrice A posséde une colonne formée de zéros alors det(A)=0.
» Nous pouvons faire un développement par rapport a la k-éme colonne :

det(A) = (-1)"**a,, det(A,,) +(-1)*"a,, det(A,,) +...+(-1)"**a_, det(A, )
=a;,Cq +ag,Cy +...+a,,C, ..

» Nous pouvons faire des opérations élémentaires sur les colonnes pour introduire des zéros
dans la matrice.
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Calcul du déterminant

Pour calculer un déterminant nous pouvons :
» développer par rapport a une ligne (ou a une colonne),
« faire des opérations élémentaires sur les lignes (ou les colonnes),

e combiner les deux.

Exemples

Calculer les déterminants suivants :

3 2 1
1. det| 2 4 5| =1-det 2 1 —0-det 3 +2-det 3 2
(1 0 2] \ 4 5, \ ,
dév. L, =10-4=6 =12-4=8
Calculs alternatifs :
[3 2 1] 3 2 -5
det|2 4 5|=det|2 4 1|[=1-det i S| _0+0=22
(10 24[ 1 0 0
C,—C;-2C, dév. L, =2-(-20)=22
3 2 1] 10 2 2
det|2 4 5| =—-det|2 4 5| =—-det 0 1|=-1-det
1 0 24] 3 21 I
L,—L, L,—L,—2L, d év.
Ly—L,-3L,
3 2 1 1 0 2 1 0 2
det|2 4 5|=---=—det|0 4 1|=-det|0 4 1
10 2 0 2 -5 ] o o -4
Ly—L,-3L

=1-6+2-8=22

%,_/
=-20-2=-22
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[1 0 0 3] 1 0 0 0
2 2
2. det 706 = det 7 0 0 =1-7-3-(-20) = —420
0 6 3 0 0 6 3 0
7311 [ 7 3 1 -20
c,—C,-3C,
(1 2 1 4] 1 2 1 4 1 1 4
1
3 det|? 3% Vet 29 _3.det | ° 3 3
2010 0 -4 -1 - 0 -4 -1 -8
1111[ 0 -1 0 -3 0 -1 0 -3
L3—>L3—2L1 facteur 3 de L2
L,—~L,-L,
1 2 1 4 1 2 4 1
“3get]® 103 3| 3qet]® 13
0 0 11 4 0 0 4 11
[ 0 0 3 0 0 0 0 3
L,—Ly+4L, Cy—C,
L,—~L,+L,
—_31.1.43=-36

4. Déterminer les valeurs du parametre % € R pour lesquels la matrice
4-Lr 2 -2
A=| -5 3-L 2
-2 4 1-k
n’est pas inversible

Rappel: A n’est pas inversible <— det(A)=0

Le calcul du déterminant nous donne :

(4-F 2 -2 4-L 2 0
det(A)=det| -5 3-% 2 |=det| -5 3-% 5-Fk
-2 4 1-k -2 4 5-Fk
Cy—Cy+Cy
4-r 2 0
=det| -8 -1-%- 0 |=(5-k)det 4__3k _12_k
-2 4 5-1

Ly—L,-L, dév. C,
= 5-)[(4—E)=1-F)—2(-3)] = (5—E)(k2 -3k +2)

=6B-k)E=1)E-2)

Par conséquent, A n’est pas inversible si et seulement si % € {1,2,5}.
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3.2. Regle de Cramer et volume
Notation. Soit A = [ a, dy - d, ] une matrice de taille nxn avec colonnes d.,...,a, € R"

et soit 5 € R” un vecteur quelconque. La matrice de taille nxn obtenue en remplacant la

colonne d'j de A par le vecteur b est notée AJ.(Z;) :

Abr=|d, = @y b oGy e od,

Exemple

1 2 3 5 1 2 5
SiA=|4 5 6|etb=|4|,alorsA,(B)=|4 5 4

7 8 9 3 7 8 3

1 0 O xq 1 x 0
SiI=|10 1 O0|etx=|ux, |,alorsly(x)=[0 x, 0

0O 0 1 Xq 0 x, 1

Théoreme (Regle de Cramer). Soit A une matrice inversible de taille nxn et beR"

un vecteur quelconque. L'unique solution ¥ = (x,,...,x,) de I'’équation AX = b est telle que
_ det(A (D)

xX;= , avec j=1,2,...,n.
77 det(A) /
Preuve. Soit I = [81 €y - é’n] la matrice identité. Nous avons
Aby=ay Gy b oG, G, |=[A8 - AG, AR AE,, - 47,
:A[gl B E g, gn]:A[j(g‘e)

Par conséquent,
det (A () = det (AT (%)) = det(A)det (I ,(®))
= det(A)x iz

Comme par hypothése la matrice A est inversible, nous trouvons

det (A (b))

X.= -~ J 7
J det(A)
Remarque. La regle de Cramer est utile, entre autres, pour étudier la dépendance de
la solution du systéme AX = b en fonction du vecteur 5. Par contre, elle n'est pas trés

avec j=1,2,...,n. [ |

pratique pour des calculs explicites (sauf éventuellement dans le cas o A est une matrice
de taille 2x2 ou 3x3).
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Exemple

Utiliser la regle de Cramer pour résoudre le systeme
2x; + 3x9 — b5xg =2
3x; — X9+ 2x3=1
Sx, + 4xy — 6x3 =3

Nous avons ici

2 3 -5 2
A=|3 -1 2 et b=|1
5 4 -6 3
d’ou
2 38 -5 2 2 -5 2 3 2
AB)=|1 -1 2|, A,®B=|3 1 2|, A,B)=|3 -1 1
3 4 -6 5 3 -6 5 4

Le calcul des déterminants nous donne :

2 3 -5 11 3 1 11
detA =det|3 -1 2|—det| 0 —1 0|=(-Ddet| Zl:_(22_17):_5
5 4 -6 ] 17 4 2
C,—C,+3C, dév. L,
C;—Cy+2C,,
[2 3 -5] (5 3 1 -
detA,(5)=|1 -1 2|=det{0 -1 0 =(—1)det[7 2]=—(10—7):—3
|3 4 —6_] 7 4 2
C,—C,+C, dév. L,
C;—Cy+2C,
[2 2 -5] [-4 2 -9 9
detA,(5)=|3 1 2|=det| 0 1 0[=(l)det 4 1| =48-36=12
|5 3 —6_[ -4 0 -12
C,—C,-3C, dév. L,
C,—Cy-2C,
2 3 2] 11 3 5 1 s
detA,()=|3 -1 1|=det| 0 -1 0|=(-1det 17 l:—(77—85):8
5 4 3] (17 4 7
C,—C,+3C, dév. L,
Cy—C3+C,

Chapitre 3 - p11



Par conséquent,
_ det(A,(0) -3 _3

17 T get(A) -5 5
_det(A,() 12 12
27 T4et(4) -5 5
det(A,(0) 8 8
X =—=—mmm—————— = —— = — —
3 det(A) -5 5
d’ou
Xy 1 3
xz = g -12
Xq -8

Formule pour la matrice inverse

La regle de Cramer nous fournit aussi une formule pour le calcul de la matrice inverse.

Rappel. Soit A = [ajk] une matrice carrée de taille nxn.
Le cofacteur (j,k) de A est le nombre
Cjp = (=1y""det(4 ;).
ou Ajk est la matrice de taille (n—1)x(n—1) obtenue a partir de la matrice A en supprimant

la j-eme ligne et la k-éme colonne :

"'ajk"‘

Définition. Soit A une matrice de taille nxn. La matrice

c, C, C C

11 12 13 1n
ofta) = | “n Gz O
Cnl Cn2 Cn3 Cnn

est appelée la mairice des cofacteurs de A.

La transposée de cette matrice est appelée la matrice adjointe de A, notée adj(A) :

adj(A) = (cof(A))"
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Exemple

1 0 O
SoitA=|-3 4 0
-2 3 -1

Déterminer la matrice des cofacteurs de A et la matrice adjointe de A.

Les cofacteurs de la matrice A sont

4 0 -3 0 -3 4
Cll = 3 -1 = _4’ CIZ == -2 -1 = _3’ Cl3 = | -2 3 _1’
0 o 1 0 10
C,,=— =0 C,, = =-1 Coo=— =-3,
21 3 -1 ’ 22 -2 -1 ’ 23 ‘ -2 3
00 10 10
C,, = =0 C,,=— =0 C,, = =4,
31 4 0 ’ 32 -3 0 ’ 33 ‘ -3 4
-4 -3 -1
Par conséquent, la matrices des cofacteurs de A est cof(A)=] 0 -1 -3
0O o0 4
-4 0 O
et la matrice adjointe de A, adj(A)=| -3 -1 0
-1 -3 4

Théoreme. Si A est une matrice inversible de taille nxn alors

1
Al= Tt adj(A).

Exemple

Calculer la matrice inverse de la matrice de ’exemple précédent :

1 0 O
A=[-3 4 0
-2 3 -1
Comme
-4 0 O
det(A)=-4 et adjA)=-3 -1 0
-1 -3 4
nous trouvons
X 1 1 0 0
A :det(A)adJ(A): 34 1/4 0
1/4 3/4 -1
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Remarque. Limportance du théoreme précédent réside dans le fait que le coefficient situé
ala j-eme ligne et la k-éme colonne de la matrice A1 est
C,.
_ kj
A™hH, = :
@050 = qeu
Par conséquent, pour calculer un seul coefficient de la matrice inverse, il n’est pas nécessaire

de calculer toute la matrice.

Exemple -1 -1 0
(Série 5, exercice 4) Soit B = A~! I'inverse de la matrice A = 0 1 -2
2 2 -1
Alors le coefficient b,; de la matrice B est égal a b,, = Fa)'
Comme
-1 -1 0 -1 0 O
0 -2 1 -2
Cig=- =—4 et det(A)=| 0 1 -2|=| 0 1 -2|=- =1
2 -1 0 -1
2 2 -1 I 2 0 -1
Cy—Cy=Cy
-4
nous trouvons b,; = T= -4.
Aire

Soient i, € R? deux vecteurs du plan.
Le parallélogramme engendré par les vecteurs u et U est
Pensemble

{&’)ERzz W=ai+pi,avec0<a<let0< B}

Laire du parallélogramme engendré par les vecteurs uz et v

est la valeur absolue du déterminant de la matrice [ u v ] :
A= ]det [ i 7 ] ‘

Par extension, l’'aire du triangle engendré par u et v est

Ay=5det[ @ 5]|
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Volume

Soient ii,7,10 € R3 trois vecteurs.
Le parallélépipede engendré par les vecteurs u, U et w est
Pensemble

{§€R3:2=aﬁ+ﬁz7+yu7,avec0<a<l,0<,6<1et0<7/<1}

-

Le volume du parallélépipeéde engendré par u#, U e est la

t W
valeur absolue du déterminant de la matrice [ u v w ] :

V:(det[a ; L?;”
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