4. Déterminer les valeurs du parametre % € R pour lesquels la matrice

4—L 2 -2
A=| -5 3-k 2
-2 4 1-k

n’est pas inversible
Rappel: A n’est pasinversible < det(A)=0

Le calcul du déterminant nous donne :

(4-F 2 -2 4-L 2 0
det(A) =det| -5 3-1F% 2 =det| -5 38-%k 5-F
| -2 4 1-k ] -2 4 5-F
Cy,—Cy+C,
(41 2 0
4 2
—det| -8 -1-F = (5—"F)det
e 3 0 ( )de 3 —1-

2 4 5-Fk
L,~L,~L, dév. C,

= (5- k)[4 —EN=1-F)=2(=3)] = (5— k)2 =3k +2)
= (5-Fk)k=1)k—-2)

Par conséquent, A n’est pas inversible si et seulement si % € {1,2,5}.



3.2. Regle de Cramer et volume

Notation. Soit A = [ a0y G, ] une matrice de taille nxn avec colonnes a,,...,d, € R”
et soit b € R” un vecteur quelconque. La matrice de taille nxn obtenue en remplacant la

colonne c'ij de A par le vecteur b est notée Aj(g) :

-

AB)y=|ay - 4,y b od,, - d,

Exemple

1 2 3 5 1 2 5
SiA=|4 5 6|etb=|4|,alorsA,0)=|4 5 4

7 8 9 3 7 8 3

1 0 O [xl] 1 x O
SiI=(0 1 O0]etx=|ux,|,alorsly(xX)=]0 x, O

0O 0 1 Xq 0 x, 1




Théoreme (Regle de Cramer). Soit A une matrice inversible de taille nxn et beR"

un vecteur quelconque. L'unique solution X = (x4,...,x,) de 'équation Ax = b est telle que
det (A (b))
X.= / , avec j=1,2,...,n.
T " det(A) /
Preuve. Soit I = [ e, €, - €, ] la matrice identité. Nous avons
Aby=|d, < d, b od,, o d,|=|A8 0 AT AR AT, - AF,
:A[ g &y R &, v &, ] = AL®)

Par conséquent,
det (A (b)) = det (A I,(%)) = det(A)det (I (%))

= det(A)x;.
Comme par hypothese la matrice A est inversible, nous trouvons
det (A (b))
= L , avec j=1,2,...,n. |
7T T det(A) vee "

Remarque. La regle de Cramer est utile, entre autres, pour étudier la dépendance de
la solution du systeme AX = b en fonction du vecteur b. Par contre, elle n’est pas tres

pratique pour des calculs explicites (sauf éventuellement dans le cas ou A est une matrice
de taille 2x2 ou 3x3).



Exemple
Utiliser la regle de Cramer pour résoudre le systéme
5x, + 4xy — 6x3 =3

Nous avons ici

2 3 -5
A=|[3 -1 2 et b=
5 4 -6
d’ou
2 3 -5 2 2 -5



Le calcul des déterminants nous donne :

2 3 -5 11 3 1 11 1
detA=det|3 -1 2]|=det] 0 -1 0] =(-1)det 17 2] =—-(22-17)=-5
5 4 -6 I 17 4 2
C,—C,+3C, dév. L,
C;—Cq+2C,,
2 3 -5 5 3 1 .
detAl(I;) =11 -1 2|=det|]0 -1 O0]|=(-1)det 0 ] =—(10-7)=-3
3 4 -6 I 7 4 2
c,—C,+C, dév. L,
C;—Cy+2C,,
2 2 =5 -4 2 -9 4 9
detA,(b)= |3 1 2|=det| 0 1 0|=(Ddet| =~ |=48-36=12
5 3 —6 I -4 0 -12
c,—C,-3C, dév. L,
C,—C4-2C,
2 3 2 11 3 5 1 5
detA;(b)=[3 -1 1|=det| 0 -1 O0]|=(-1)det 177 =—(77-85)=8
5 4 3 17 4 7
C,—C,+3C, dév. L,

Cy—Cy+C,



Par conséquent,

d’ou

xl—

.’X,'z—

X3

_det(A;(®) -3

det(Ay(0) 12

_det(A4(0) 8

det(A) -5

Xq 1 3
.’XZ2 = g —12
Xq -8

det(A) -5

det(A) -5

3

5



Formule pour la matrice inverse

La régle de Cramer nous fournit aussi une formule pour le calcul de la matrice inverse.

Rappel. Soit A = [a , | une matrice carrée de taille nxn.
Le cofacteur (j,k) de A est le nombre
C = (=1Y"*det(A ;).
ou Ajk est la matrice de taille (n—1)x(n—1) obtenue a partir de la matrice A en supprimant
la j-eme ligne et la k-éme colonne :

|
A= |-k
|

Définition. Soit A une matrice de taille nxn. La matrice

011 012 Cl3 Cln
cofta) = | C21 “22 Co G
! Cnl Cn2 Cn3 o Cnn ]

est appelée la matrice des cofacteurs de A.

La transposée de cette matrice est appelée la maitrice adjointe de A, notée adj(A) :

adj(A) = (cof(A))"



Exemple

1 0 O
SoitA=]|-3 4 O
-2 3 -1

Déterminer la matrice des cofacteurs de A et la matrice adjointe de A.

Les cofacteurs de la matrice A sont

4 0
Cllz 3 —1 :_4’
0O O
C'21:_ 3 —1 :O’
0 0
I ANY

Par conséquent, la matrices des cofacteurs de A est cof(A) =

-3 0
012:_‘ —2 1 :_3’
1 O
022:‘ —2 -1 :_1’
1 O

C32__‘ -3 0 :0’

-4 0 O

et la matrice adjointe de A, adj(A)=| -3 -1 O

-1 -3 4

0 -1 -3
0O 0 4



Théoreme. Si A est une matrice inversible de taille nxn alors

1
-1 _ .
= Joya) 2.

Exemple

Calculer la matrice inverse de la matrice de 'exemple précédent :

1 0 O
A=|[-3 4 0
-2 3 -1
Comme
-4 0
det(A) = —4 et adj(A)=1 -3 -1
-1 -3
nous trouvons
1 1 1 0 0
:det(A)adJ(A): 34 1/4 0

1/4 3/4 -1



Remarque. Limportance du théoreme précédent réside dans le fait que le coefficient situé
ala j-eme ligne et la k-éme colonne de la matrice A~1 est

T
ke det(A)

Par conséquent, pour calculer un seul coefficient de la matrice inverse, il n’est pas nécessaire

de calculer toute la matrice.

Exemple -1 -1 O
(Série 5, exercice 4) Soit B = A~! I'inverse de la matrice A = O 1 -2
2 2 -1
Alors le coefficient b,, de la matrice B est égal a b, = i
21 21 det(A)
Comme
-1 -1 O -1 0 O
Coo=—|2 72|24 et dettd)=| 0 1 -2|=| 0 1 —2|=-|F "*|=1
12712 1] - 1 o -1
2 2 -1 I 2 0 -1
C,—Cy—C,

—4
nous trouvons b21 =—=—4,
1



Aire

Soient i,7 € R? deux vecteurs du plan.

Le parallélogramme engendré par les vecteurs u et U est

I’ensemble

{LTJE]RZ: u7=cu7+ﬁz7,ave00<a:<1et0<ﬁ<1}

L'aire du parallélogramme engendré par les vecteurs u et v

est la valeur absolue du déterminant de la matrice [ u v ] :
A= ‘det [ 0o ] ‘

Par extension, I'aire du triangle engendré par u et v est

Ay=3|det[ i 7]




Volume
Soient i,7,:0 € R3 trois vecteurs.
Le parallélépipede engendré par les vecteurs u, U et w est

I’ensemble
{2€R3 §=aﬁ+ﬁ6+yzﬁ,ave00<a<1,0<,6<1et0<)/<1}

Le volume du parallélépipede engendré par u, v et w est la
valeur absolue du déterminant de la matrice [ u v w ]

vz(det[ﬁ 5 w”

Y

<

&



