2. Calcul matriciel

2.1. Opérations matricielles

Définition. Une matrice de taille mxn est un tableau rectangulaire de mn nombres réels
disposés sur m lignes et n colonnes. Les éléments de la matrice sont appelés coefficients

(ou élements) de la matrice.
Nous utilisons des lettres majuscules pour noter les matrices :
A, B,...
et des lettres minuscules pour les coefficients :
ap, est le coefficient de la matrice A situé a la j-éme ligne et la £-eme colonne.

Une matrice de taille mxn a la forme générale suivante :

\
a1 Q9 Qq3 A1n
a a a a ,
A=| 2 Tz T 2n | % m lignes
| aml am2 am3 "t Qpp 1 J

v

n colonnes



Notation: L'ensemble des matrices de taille mxn a coefficients dans R est noté M,, ,(R).

De plus, nous utilisons parfois la notation

A= [ajk ]
plutot que
@11 Q9 Qg3 A1n
A= | %21 %22 %o on
| aml am2 am3 amn )
Nous utilisons aussi la notation
A = a, a, a,
ou
aqq Aq9 A1n
a a a
R 21 R 29 R o2n
a’l = . ’ a’2 — . IERRE a’n - . ’
a’ml a’m2 g amn

sont les n colonnes de la matrice A.



Cas particuliers

» Matrice nulle, notée O € M, ,,(R), telle que tous ses coefficients sont nuls :

o Matrice carrée, si la matrice a le méme nombre de lignes et de colonnes : m =n.

o Matrice diagonale : matrice carrée telle que = Osij#k:

 Matrice identité ou matrice unité, notée I, € M, ,(R) : matrice diagonale telle que a

pour tout j=1,2,...,n :

0 0O
O=|: i :
0 0O

(0, 0 0
0 a,, O
0 0 agg
0 0 0

o =
- O
o O

0
0
0

0
0

a

nn
P
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0
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o Matrice triangulaire supérieure : matrice carrée telle que tous les coefficients au-dessous
de la diagonale principale sont nuls :

A1 Q19 Qg3 0 Qqy

0 ay ay3 - ay,

A j— O O a33 ¢ aSn
0 0 0 - a,,

o Matrice triangulaire inférieure : matrice carrée telle que tous les coefficients au-dessus de
la diagonale principale sont nuls :

(4, 0 0 - 0
Ay; Qoo 0 0
A=|a3 ag ag -+ O

_anl Ao Apz "0 Qpup



Opérations

Somme de matrices :

Soient A =[a ;, | et B=[b , | deux matrices de taille mxn. La somme des matrices A et B,

notée A + B, est la matrice de taille mxn donnée par :

ayp 0 Aqy by -+ by,
A+B=| + .. [+ + . =
b b

a1 +by; 0 aq,tby,

a

| A1 mn | m1 mn | | a’m1+bm1 Oy T Oy )

Attention: La somme de matrices n’est pas définie si les matrices n’ont pas la méme taille.

Exemple
1 2 5 -2 1+5 2-2 6 0
3 4+ 4 O0|=[3+4 4+0|=|7 4
5 6 -3 2 5-3 6+2 2 8



Produit d’une matrice par un scalaire ! :

Soit A = [ajk] une matrice de taille mxn et soit 1 € R. Le produit de la matrice A par le
scalaire /1 € R est la matrice de taille m xn, notée 1A, donnée par

@11 7 QG layy - Aay,
AA:/I E . s =
_aml amn‘ _Aaml /lamn‘
Exemple
1 2 51 5.2 5 10
513 4| =153 54 |=|15 20
5 6 55 56 25 30

1. Pour les physiciens, un scalaire est une quantité physique qui ne comporte quune grandeur. Pour les
mathématiciens, un scalaire est un nombre.



Théoreme. Soient A, B et C des matrices de méme taille et 1,1 € R des scalaires.

a) A+B=B+A (commutativité de ’addition)
b)) A+B+C)=(A+B)+C (associativité de ’addition)
c) A+O=A (élément neutre pour 'addition)

d MA+B)=1A+)B
e) (M+p)A=1A+p A
f) MpA)=0UpA



Multiplication matricielle :

Soit A une matrice de taille mxn et soit T, : R” — R™ Tapplication linéaire associée.

Soit B une matrice de taille nxp et soit T'5: ®” — R" I'application linéaire associée.

R™ M

multiplication par A

/\

% T, B T, A(B)

Par construction, I'image d'un vecteur X € R” par la composition Ty o T'5: 7 — R est
(T,oTg)X) =T, (Tg®)=T,(BX)=A(BX).

La matrice de taille mxp canoniquement associée a la composition 7', o Ty : &7 — R™

RP

multiplication par B

\ TAOTB /

multiplication par AB

est apelée matrice produit de A et B, notée AB. Nous avons donc
(AB)x = A(BX), pour tout X € RP.



Comme
B=|b, b, - b,| et Bi=ub+uby+..+x,b,,
nous avons

(AB)X = A(BX)

= A(x,b, +x,b, +...+xp5p)
= x1(AB ) +x5(Aby) +... +x,(Ab)

:[AEI Ab, - Agp]o"c’, pour tout ¥ € R?.
Par conséquent,
AB=|Ab, Ab, - Ab,|.
Autrement dit,

Alb, B, - b,|=|Ab, Ab, - AB,]|.



Exemple

1 4
2 3 -4 >
Considérons A = et B:[b1 bz]: 2 5
0O 5
3 6
Nous avons
1)
> 2 —4 2 —4 —4
Ablz 3 21 =1 +2 3 +3 =
1 0 5 3 1 0 5 16
2 3 -4 4 2 3 4 1
AI;Z: 51 =4 +5 +6 =
1 0 5 1 0 5 34
;6.4
d’ou
-4 -1




Regle «ligne-colonne » du produit matriciel :

Soient

7

A=layleM, ,®),

avecl<j<m et 1<k<n
B = [bké]EMn,p(R)? <

<
avec 1<k<n et 1<l<p.

Le produit des matrices A et B, noté AB, est la matrice de taille mxp dont les

coefficients sont donnés par :

cjg:ajlbw+aj2b2€+aj3b3€+...+ajn e = Zajkbkg
=1

Ainsi, le coefficient C i est égal au produit scalaire de la j-éme ligne de A avec la /-éme
colonne de B :

Attention:

égal au nombre de lignes de B.

(b, b, b., - b
11 Y12 913 1p
@11 G190 Qg3 Y |l p b b b €11 €12 Ci13 C1p
a a a a 21 22 23 2p C C C C
21 29 23 on b b b 21 292 23 2p
: : 31 P32 Ug3 3p . . :
a a a a | ' ) ' | c c c c
L “ml m2 m3 mn | L “m1 m2 m3 mp |
| bnl bn2 bn3 bnp )

le produit de A et B n’est pas défini si le nombre de colonnes de A n’est pas



Exemple

1 4
Si1 A= i 2 _;l et B=|2 51, alors
3 6
1 4]
AB — 2 3 —4 9 5| = 21+3-2+(-4)-3 2:4+3-5+(—-4)-6 3 -4 -1
1 0 5 3 6 | 1-1+02+58 1-4+05+56 | | 16 34
1 4 0 3 _4 [ 1.244.1 1.3+4-0 1-(=4)+4-5 6 3 16
BA=1]2 5 L o 517 2.9+51 2:8+5.0 2(-4)+55|=| 9 6 17
2+6-1 3:3+6:0 3-(-4)+6-5 12 9 18




Remarque. Il est toujours possible de multiplier des matrices carrées de méme taille.

Attention : Méme si les produits AB et BA sont définis, en général nous avons

AB # BA.
Par exemple, si
A 0 1 ot B 0 1 ,
0 O 01
alors nous avons
AB = 01 et BA = 00 +AB
0O 0 0O 0

De plus, nous remarquons qu’il est possible d’avoir un produit de deux matrices non nulles

qui est égal a la matrice nulle :
AB=0 avec A#0 et B#O0.

Puissance d’une matrice :

Les puissances entiéres non négatives d’'une matrice carrée A sont définies comme suit :

AV=T, A'=A, AZ2=AA, AF=AA.--A
——
k fois



Théoreme. Soit A une matrice de taille mxn, et B et C deux matrices telles que les

sommes et les produits ci-dessous aient un sens.

a) AMBC)=(AB)C (associativité du produit)

b) AB+C)=AB+AC (distributivité a gauche)

c) (B+C)A=BA+CA (distributivité a droite)

d) AMAB)=U1A)B=A(\AB) pour tout 1 € R

e) I,A=A=AI, (élément neutre pout la multiplication)
Preuve.

a) Soient B une matrice de taille nxp et C une matrice de taille p xq. Par définition,
BC=B|¢, & - ¢ |=|Bé BE, - BE,|
d’ou
ABC)=A|Bé, BZ, - BF,|=|A®BE) A®BE) - A®BE,)|
= |@4B)3, B3, - ABE,|=4B|% &, - 7]
= (AB)C

b) —e) A faire (voir exercice 9 de la série 5). |



Transposée d’'une matrice

Définition. Soit A une matrice de taille mxn. On définit la matrice transposée de A,

notée AT comme la matrice de taille nxm dont les colonnes sont les lignes de A .

Exemple
1 2

SiA=|3 4| alors AT = 139
_— 2 4 6

Théoreme. Soient A et B deux matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous

aient un sens.

a) A=A

b) (A+B)T =AT +BT

c) (AT =247 pour tout 1 € R
d) (AB)T =BTAT

Preuve.

a) —c) Conséquence directe de la définition.

d) A faire (voir exercice 9 de la série 5). [



Définition. Soit A une matrice carrée de taille nxn.
On dit que A est symétrique si AT =A.
On dit que A est antisymétrique si AT =-A.

Exemple
1 2 o 0 -4 : o
A= o 3 est symétrique et A = 4 est antisymétrique.




2.2. Matrices inversibles

Définition. Une matrice carrée A = [ajk] € M, ,(R) est inversible §’il existe une matrice
carrée B = b, | €M, ,(R) telle que

AB=I, et BA=I,
ou 10 0 - 0)
010 - 0
I,={0 01 - 0
00 0 1

est la matrice identité de M, ,(R).

Remarque. Si A est une matrice inversible, alors la matrice B de la définition est unique.
En effet, si B et C sont deux matrices telles que AB =1, =BA et AC=1, =CA alors
CAB)=CI,=C

— B=C
(CA) B=I1,B=B }

Définition. L'unique matrice de taille nxn, notée A ', telle que
AA T =1 et A 'A=I,

n

est appelée matrice inverse de A.



Proposition. Si A €M, ,(R) est inversible alors A~™! € M, ,(R) est aussi inversible et
(A=A,
Preuve. Par définition, AA™1 =1, et A"!A =1, et de ce fait, A est I'inverse de A™!.

Proposition. Si A,Be M, ,(R) sont deux matrices inversibles, alors
ABeM, ,(R) estinversible et (AB) '=B ATl
Preuve. Nous avons
ABB A H)=ABB HA1=A] A71=AA"1=1T,
(B'AHYAB=B YA 1AB=B'I,B=B'B=1I,

Proposition. Si A€M, ,(R) est une matrice inversible et 1 € R est tel que 1# 0, alors

1
AMAeM, ,R) estinversible et (1A) "= XA-l.

Preuve. Nous avons
1 -1\ _ 1 -1\ _
}LA(EA )_AE(AA =1,
1 1
(—A‘l)}LA —1Z(AtA) =1
1 1

n

Question. Comment déterminer si A est inversible?



Exemple

1 4
Déterminer si A = 1 —3 est inversible. Si oui, calculer A~!.
b
Nous cherchons une matrice A~ = | telle que AA™1 =1 o €t A1A=1 g-
c
Nous avons
1 4 1 +4 +4 1
AA-L I, — a b _ 0 a+4c b+4d _ 0
-1 -3 ||c d 1 0 —a—3c -b-3d 1 0
Nous devons résoudre deux systémes :
a+4c =1 ot b+4d =0
—a—3c =0 -b-3d =1
La réduction des matrices augmentées associées aux deux systemes nous donne :
1 4|1] (1 4|1 (1 0] -3] (@ =-3
= 3
| —1 -3 | 0| Ly=Ly+Ly| 0 1|1 |L—L;-4L,| 0 1 1 |l c= 1
1 4]0 (1 4]0 (1 0] -4 (b=-4
pr— {
-1 -3 |1|L,~L,+L,|0 1|1 |(L,—-L,-4L,|0 1 1 k d= 1




Par conséquent, la matrice A est inversible et nous avons

A1 -3 -4
1 1
Vérification :
AA-L = 1 4 -3 -4 _ -3+4 —-4+4 _ 1 0
-1 -3|| 1 1| | 3-3 4-3| |0 1
A-1A = -3 -4 1 4 _ -3+4 —-12+12 _ 1 0
1 1|[-1 -8] | 1-1  4-3| |0 1
Idée: Résoudre les deux systémes en méme temps :
1 4|1 0 1 41 0 1 0| -3 —4
-1 -3|0 1|L,~L,+L,|0 1|1 1|L,—~L,-4L,[0 1 1 1

Constat: La réduction de Gauss-Jordan de la matrice [A|I,] nous donne dans ce cas la
matrice [I,|A7!].
Nous verrons plus tard que lorsque A est une matrice inversible de taille nxn quelconque,

la matrice inverse A~ peut étre calculée exactement de la méme maniére :
-1
[A‘In] - [In‘A ]



Cas particulier

a b
c

Si A=

, alors nous distinguons deux cas :

* Siad—bc #0, alors la matrice A est inversible et nous avons une formule explicite pour
calculer I'inverse :

B 1
~ad-bc

d -b

—C a

A—l

e Si ad —bc =0, alors la matrice A n’est pas inversible.

Le nombre ad — bc «détermine » donc si la matrice A est inversible ou pas! Ce nombre est

appelé le déterminant de la matrice A, noté det(A).

Nous verrons au Chapitre 3 comment définir le déterminant pour des matrices carrées de
taille nxn avec n > 3.



