1. Equations linéaires

1.1. Systemes d’équations linéaires

Motivation

Probléme 1

Soient a et b deux nombres réels. Trouver un nombre réel x tel que ax =5.

Nous distinguons deux cas :

= sia#0 alors
a

= si a =0 alors nous avons deux possibilités :

x=— (solution unique)

» si b=0 nous avons 0 =0 et x peut étre quelconque (infinité de solutions)

* si b#0 il n’y a pas de solution

Probleme 2

a) Trouver deux nombres réels x et y tels que
x+y=5
x—y=1

Dans ce cas nous avons une solution unique :
x=3
y=2
b) Trouver deux nombres réels x et y tels que

x+ y= 5
2x + 2y =10

Dans ce cas nous avons une infinité de solutions :

y=5-x

c¢) Trouver deux nombres réels x et y tels que
x+y=5
x+y=3

Dans ce cas il n’y a pas de solution.
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Définition. Une équation linéaire a n variables xq, x,,...,%, est une expression de la forme
a1X] +0QgXy +QA3Xg+ - +a,x, =b, ou ay, a,,...,a, et b sont des constantes.

Les variables d’'une équation linéaire sont souvent appelées inconnues.

Définition. Soient m et n des nombres entiers positifs.

Un systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues x;, Xy,...,%, estun ensemble

de m équations linéaires qui peut s’écrire sous la forme :

@ 1% T QpoXo + QpgXg + =00+ Qpyp Xy = bm (m)

ou les nombres ay € R (avec j =1,2,....,m et k =1,2,...,n) sont appelés coefficients du

systéme et les nombres b,,b,,...,b,, € R sont appelés termes inhomogenes du systeme.
Une solution de (*) est un n-tuple (x,,...,x,) € R" qui satisfait chaque équation du systéme.

La solution générale du systéme est 'ensemble de toutes les solutions de (x). Elle est aussi

appelée ensemble solution.

Un systéeme d’équations linéaires est consistant (ou compatible) s’il posséde au moins une

solution. Dans le cas contraire, le systéme est inconsistant (ou incompatible).

Probleme: Etant donné un systéeme d’équations linéaires, déterminer s’il est consistant ou

pas et si c’est le cas, déterminer la solution générale.

Théoreme. Chaque systeme d’équations linéaires posseéde ou bien aucune, ou bien une ou

bien une infinité de solutions. Il n’y a pas d’autre possibilité.

Proposition. La solution générale du systéme

< a31x1 + a32x2 + a33x3 + e+ a,3nxn = b3 (3) (*)
@,,1%; T AQpoXe + QpaXs + o+ Ay, = by (m)

est la méme que celle du systéme obtenu a partir de (x) a I’aide des opérations élémentaires

suivantes :

1) Echanger l'ordre des équations.
2) Multiplier une équation par un nombre non-nul.

3) Remplacer une équation du systéme par la somme de cette équation avec un multiple
d’'une autre équation du systéeme.
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Question. Comment résoudre un systéme d’équations ?

Considérons par exemple
x+2y=-1 1
3x+T7y= 1 (2)

En remplacant ’équation (2) par (2)—3-(1) nous obtenons :

x+2y=-1
y= 4
Ainsi, y=4, x =—-1-2-4 et la solution cherchée est
x=-9
y= 4
Vérification : 9424 =-1,
3(-9)+74= 1.
Remarque. Lorsque le nombre d’équations et le nombre d’inconnues est plus grand que

deux, le calcul se fait de maniére plus systématique a I'aide de matrices.

Définition. Une mairice de taille mxn est un tableau rectangulaire de mn nombres réels
disposés sur m lignes et n colonnes. Les éléments de la matrice sont appelés coefficients

(ou éléments) de la matrice.
Nous utilisons des lettres majuscules pour noter les matrices :
A, B,...
et des lettres minuscules pour les coefficients :
a est le coefficient de la matrice A situé a la j-eme ligne et la £ -éme colonne.

Une matrice de taille m xn ala forme générale suivante :

A1y QA A3 " Qg
A= | %21 %22 %3 7 Gy m lignes
a’ml am2 am3 Qg

n colonnes
Exemple

13
4 07

a;1=1,a19=3,a13=5,a9;=4,a99=0, ag3="7.

La matrice A = est une matrice de taille 2x3 ou
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Notation: L'ensemble des matrices de taille mxn a coefficients dans R est noté M,, ,(R).

De plus, nous utilisons parfois la notation

A= [ajk]
plutét que
A1y Q1 Q3 " Gy
A= | %21 %22 %3 7 Gy
aml am2 am3 Amn
Nous utilisons aussi la notation
A=\|d, d, a,
ou
a1 ) A1n
a a a
- 21 - 22 - 2n
al = . ’ a2 = . ) ’ an = . ’
aml am2 Amn

sont les n colonnes de la matrice A.

Notation matricielle d’un systéeme d’équations linéaires

Considérons le systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues suivant :

@10+ Q%o + @ygxg + o+ ag,x, = by 1)
Qo X + Qgoy + Qggy + -+ + g%, =Dy (2)
1 @31%; T Ggo¥y + Qggrz + -+ @g,x, = by 3) (%)
Q1%+ Qpo¥o + Qpgis + o+ @y,x, =0, (m)
Définition. La matrice de taille m x (n + 1) suivante :
@11 Q19 Qg3 ay, | by
Qg1 Qgg Qg3 ay, | by
[A‘ b] =] Q31 Q39 Qg3 as, | bg > m lignes (5 %)
| aml am2 am3 Amn bm

n+1 colonnes
est appelée mairice augmentée associée au systeme ().

La matrice A € M,, ,(R) est appelée mairice des coefficients du systeme ().

Le vecteur b € R est appelé le vecteur des termes inhomogenes.
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Opérations élémentaires sur les lignes

Comme les lignes de la matrice augmentée correspondent aux équations du systeme, les
opérations élémentaires sur le systéme nous donnent des opérations élémentaires sur les

lignes L ; de la matrice augmentée [A | b :

1) échanger deux lignes : LJ. —L,
2) multiplier une ligne par un nombre A non-nul : Lj — /1Lj , avec 1 #0
3) additionner un multiple d’'une ligne a une autre ligne : L, —L,+ /1LJ.

Définition. La matrice A est équivalente a la matrice C si C peut étre obtenue a partir
de A alaide d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~C.

Exemples

Nous avons les équivalences suivantes :

1 2
3 4

3 4
1 2

1 2
3 4

3 6
3 4

1 2
3 4

1 2
0 -2

> K

L,~L, L,—3L, L,—L,—3L,

Théoréme. Soient [A| b et [C | d] les matrices augmentées associées a deux systemes
d’équations linéaires a m équations et n inconnues.

Si les matrices[A | b] et [C | d] sont équivalentes, alors les deux systémes possédent la
méme solution.

Preuve. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les équations d'un systéme ne
changent pas la solution générale du systéme. Par conséquent, les systémes associés aux
matrices augmentées [A | b] et [C | d ] ont la méme solution. [

Conséquence. Pour trouver la solution générale d’'un systéme d’équations linéaires, nous
allons faire des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de

manieére a obtenir une matrice augmentée associée a un systéme plus facile a résoudre.
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Exemples
1. Considérons a nouveau le systéme

x+2y=-1 (1)
3x+T7y= 1 (2)
Le remplacement de I'équation (2) par (2)—3-(1) correspond a 'opération élémentaire

sur les lignes L, — L, —3L,. Nous avons donc

1 2| -1 1 2 -1 11 2 -1
3 7| 1|L,~L,5.,[8-31 7-32|1-3(-1)| |0 1| 4
et nous retrouvons le systéme
x+2y=-1
{ y= 4

Plut6t que de faire la substitution de y = 4 dans la premiére équation, nous pouvons

faire I'opération élémentaire sur les lignes L, — L, — 2L, pour trouver

1 2] -1 1-2.0 2-2.1 | -1-24| |1 0] -9
0 1| 4|L,—L, 20, 0 1 4 o 1| 4
ce qui nous donne la solution directement :
x=-9
{y= 4

2. Considérons la matrice augmentée

1 -1 -2|1
0 1 415
0O 0 13

associée au systeme d’équations
x—y—2z=1 (1)
y+4z=5 (2)
z=3 (3
Ce systéme peut étre résolu a 'aide de la «substitution a rebours» :
La derniére équation nous donne z = 3. En insérant ce résultat dans (2), nous obtenons
y=5-4.3 = y==7
En remplacant z = 3 et y = -7 dans (1), nous trouvons
x=1+(-7)+2:3 =3 x=0
Ainsi la solution du systéme est unique :
x= 0 x 0
y=-7 ou y [ =7 ‘
3

z= 3 z
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Matrices échelonnées

Considérons une matrice quelconque. On dit qu’'une ligne de la matrice est une /igne nulle
si elle est constituée entierement de zéros. Si une ligne n’est pas nulle, on appelle coefficient
principal son coefficient non nul situé le plus a gauche. Si le coefficient principal est égal
a 1, on l'appelle pivot.

Définition. Une matrice est dite échelonnée si elle posséde les deux propriétés suivantes :

1) Toutes les lignes non nulles de la matrice sont situées au-dessus des lignes nulles.

2) Le coefficient principal d'une ligne est toujours situé a droite de celui de la ligne

au-dessus.
Exemples
Les matrices suivantes sont échelonnées : ]
0 0 1000 9 2 4 6 1 2 3 4
0 0} 000 3 8[| 0 1 21, 000~
0 0O |0 0 0 5

Par contre, les matrices suivantes ne le sont pas :

1 3 5] 1 2 3

1 2
Cal lsosis| |000] [ooo
01 2 (010

Méthode d’élimination de Gauss

L'élimination de Gauss consiste a résoudre un systéme d’équations linéaires en effectuant
des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de manieére a
obtenir une matrice échelonnée équivalente.

Lalgorithme servant a résoudre un systéme d’équations par élimination de Gauss est simple.
Il comprend généralement les étapes suivantes :

1) Ecrire la matrice augmentée du systéme d’équations a résoudre :

(ou les * représentent les coefficients et les termes inhomogeénes du systeme).

2) Sinécessaire, échanger la premiere ligne avec une autre de maniere a avoir a,; #0.
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3) Si a;= 1 pour un certain j, échanger la j-éme ligne avec la premiere ligne. Autrement,
diviser la premiére ligne par a,; # 0 ou ajouter le multiple d'une autre ligne :

k% ok eee % | % 1 % % -0 x| %
* % % * | x| | x ok % * | %
% % %k . e * * % * * e * *

4) Pour j > 2, remplacer la ligne LJ. par Lj - alel, de maniére a introduire des zéros au

dessous du pivot :

1 *x x* * | * 1 % x% * | %
* % % * | % * % * | %
* % % ¥ | x| 10 % =x% * | %
* % % * | % 0 *x = * | %

5) Répéter les pas 2) — 4) sur la sous-matrice augmentée obtenue en ignorant la premiere
ligne et les premiéres colonnes de coefficients formées exclusivement de zéros. S’arréter

si toutes les colonnes de coefficients sont nulles :

[1 % & * | ok (1 % % o x| %
O:* * % | %1 0:1 * w | %1
0:* * * *: —— 0:0 * * *:

i | i |
| | | |
0:* * * *]' 0:0 * * *,I
Répéter la procédure autant que possible :

rl k ok eee k| % 1 * =x% O
0 1 % - % | % 0 1 % - % | x
0 0:—* U e I ) 0:— -

i | i |
I I I I
0 0:* oo % *: 0 0:0 cee % *:

6) Considérer le systeme associé a la matrice augmentée ainsi obtenue et le résoudre.
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Exemples

Déterminer la solution générale (si elle existe) des systemes d’équations linéaires suivants :

x+ y+2z=9
1. 3x+6y—-52=0
20 +4y—-3z=1

matrice augmentée :

11 29 1 1 2 9
6 -5|0 -31 6-31 -5-32|0-39| =
Lz_'Lz‘ L
2 4 -3 1|71 9 |2-21 4-21 -3-22|1-29
(1 1 2 9 1
0 3-2 —-11+7 | -27+17|=1]0
L,—L,-L,
0 2 -7 17 0
11 2 9
0o 1 -4 -10 =
L,—L,-2L,
0 2—-21-7-2(-4) -17-2(-10)

systeme associé :

x+y+2z= 9 1)
y—4z=-10 (2)
z= 3 3)

o —

On remplace z =3 dans (2) :
y—43=-10 = y=-10+12 = y=2
On remplace z =3 et y =2 dans (1) :

x+2+23=9 = x=9-2-6 = «x=1

x=1
Solution unique : y=2
z=3
X 1
Notation vectorielle : yl=12
z 3

Vérification :
1+ 2+23=9

3-1+62-53=0
21+42-33=1

11 2| 9
03 -11[-27,
012 -7|-17
1 2| 9
Z4]-10!
=7]-17,
11 2| 9
0 1 —4]|-10
0 0 1| 3
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x—2y— z=1
2. 3x+ y—4z=2
4 — y—5z=6

matrice augmentée :

1 -2 -1]1 [ 1 -9 -1 1 1 -2 -1 1
1 42| —— [3-31 1-3(-2) —4-3(-1) | 2-31| = 0f7 -1 -1
4 -1 =5 |6 |2 i, [4-41-1-4(-2) -5-4(-1) | 6-4-1 017 -1 2
(1 2 -1 1 1 -2 -1 1
o 7 -1 -1 |=|l0 7 -1]-1
Ly,—Ly-L,
(0 7-7 —1+1|2+1 0O 0 0| 3

L'équation associée a L4 est
0x+0y+0z=3 <= 0=3 impossible

Par conséquent, le systéme n’a pas de solution.

Remarque. Sipendant ’échelonnement une des lignes a la forme :
0 00 --- 01]5b avec b #0,

nous arrétons I'échelonnement et concluons que le systéme ne posséde pas de solution car

I’équation associée a cette ligne est
0x; +0x9 +0xg3+...+0x, =0 #0.
Dans le cas contraire, nous avons un certain nombre de lignes nulles :
0 00 --- 010
situées en bas de la matrice et le systéeme est consistant.

Soit » > 0 le nombre de lignes non-nulles d'une matrice échelonnée associée a un systéme

a m équations et n inconnues.

Par construction nous avons r» < m.

Nous distinguons deux cas :

» r=n : Nous avons un systeme de r équations a r inconnues et la solution est unique.

o r <n : Nous avons plus d’inconnues que d’équations et de ce fait, une infinité de solutions.
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Matrices échelonnées-réduites

Si une matrice échelonnée posséde r lignes non-nulles, avec r < n, alors le systéme associé
a une infinité de solutions. Pour expliciter ces solutions, il peut s’avérer utile d’effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée de maniére a obtenir une

matrice échelonnée-réduite équivalente.

Définition. Une matrice est dite échelonnée-réduite si elle est échelonnée, telle que tous
les coefficients principaux sont des pivots (c’est-a-dire égaux a 1) et si dans toute colonne

qui contient un pivot, tous les autres éléments sont nuls.

Exemples

Les matrices suivantes sont échelonnées—réduites :

a S '@ 2 X
10 1 2 4 0 2 05 00
0o 1l 00018l 01 2], 0 01 0].
|0 0 0] [0 0 0 1
Les matrices suivantes ne sont pas échelonnées—réduites :
B ; i D]
01 1 2 4 3 2 105 120
1 0| 00018/ 1124, 001
[0 0 O] [0 0 0 1]

Méthode de réduction de Gauss—-Jordan

1) Echelonner la matrice augmentée associée au systeme.
2) Si r<n, réduire la matrice échelonnée.

3) Considérer le systeme associé a la matrice augmentée ainsi obtenue et le résoudre.

Remarque.

Lorsque la solution d’un systéeme d’équations linéaires est unique, ’élimination de Gauss
suivie de la «substitution a rebours» est plus rapide que la réduction de Gauss-Jordan.
Toutefois, pour des systémes «petits» (jusqu’a 4-5 équations/inconnues), le temps de calcul

«a la main » est comparable.

Définition.
» Les variables associées aux pivots s’appelent variables principales ou variables liées.

» Les variables associées aux colonnes sans pivot s’appelent variables secondaires
ou variables libres.
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Exemples
Déterminer la solution générale (si elle existe) des systemes d’équations linéaires suivants :
2x =3y +4z =0

1. x— y+3z=0
x—2y+ z=0

Matrice augmentée :

2 -3 410 [1 -2 1]0] 1 -2 110
1 -1 3|0 1 -1 3|0 1 210
L,—L,-L, L,—L,-L,

1 -2 1|0 [ 1 -2 1 OJL3—>L3—L1 0O O 00
[1 0 5|0]

e |01 20
—L.+
PP lo o0 00
X y z
Systéme associé :
x +5z2=0 x = -5z
>
y+22=0 y=-2z

Si z=1,avec € R quelconque, alors

x = —bt,
y = =2t, avec 1 € R (infinité de solutions)
z= t,

Notation vectorielle :

x -5
y| =t -2, avec t € R.
z 1

-5
-2
1

Géométriquement, il s’agit de la droite qui passe par 'origine de vecteur directeur

Les variables x et vy sont principales (ou liées).

La variable z est secondaire (ou libre).
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x—by+3z+6u=14

— 2y + Tu = 12

2x — by + 6z —bu=-1
Comme il y a plus d’'inconnues que d’équations, ici il convient de réduire (car il n’y a pas

de solution unique).

Matrice augmentée :

1 -5 3 6|14 (1 -5 3 6| 14 1 -5 3 6|14
0o -2 0 7112 0o -2 0 7 12 -2 0 7112
L,—~L,~2L, L,—Lg+2L,

2 -5 6 -5|-1 | 0 5 0 -17|-29 1 0 -3|-5

(1 -5 3 6|14 1 0 3 -9|-11
— 0 1 0 -3 |- 0 1 0 -3 -5
Ly—L, L,—L,+5L,
[0 -2 o 7li2]pl o 0 0 1) 2
[ 1 o 3 0|7
0 1 0 0|1
L,—L,+9L,
L,—L,+3L, ? (1) (T) } 2
X y 4 u
Systéme associé :
X + 3z = x=T7-3z
y =1 — y =
=2 u=2
Si z=1t,avec t € R quelconque, alors
x=1T-3t
y=1 . . .
X ; avec t € R (infinité de solutions)
z =
u=2
Notation vectorielle :
x| [7-3¢ x 7 -3
1+0¢ 1 0
Y= = Y= +1 avec t€ R.
z 0+1¢ z 0 1
u 2+ 0t u 2 0

Les variables x, y et u sont principales (ou liées).

La variable z est secondaire (ou libre).
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3. Déterminer les valeurs des parameétres pour lesquels le systeme

xX+y+ z=
—Xx—-y+ z=
x+y+3z=
posseéde des solutions. Déterminer ces solutions.

Nous avons un systéeme a 3 équations et 3 inconnues (x,y,z).

Matrice augmentée :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 0o 2 + 0o 2 +
Ly—Ly+L, Ly—L,-L,
1 1 3 Ly—~L,-L, |0 0 2 - 0 0 O0|c—-2a-
La condition d’existence des solutions est
—-2a0-b=0 — =20+
* Si sont tels que ¢ # 2a + b, alors le systeme n’a pas de solution
o Si sont tels que ¢ = 2a + b, alors le systeme possede une infinité de solutions

Considérons le cas ¢ = 2a + b. Nous avons :

11 1 11 1 1 1 0]|3z(-b)
1 1
1 111
0 0 2 +L2—>%L20012(+)L1—»L1—L200 Z(a+b)
0O 0 O 0 0 0 O 0 0O 0 O 0
x y oz
Systéme associé :
x+y =3(a=-b) x=2a-b)-y
z=3(a+b) = z=3(a+b)
) )
Si y=t,avec t € R quelconque, alors
x=ga-b)—t
y=t avec t € R (infinité de solutions)
z=%a+b)
Notation vectorielle :
x %( -b) -1
y|= 0 +¢ 11, avec t€ R.
z La+0) 0
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Théoréeme (Théoréme d’existence et d’unicité).

Un systéme linéaire est consistant si et seulement si, lors de 'échelonnement, il n’y a pas
de ligne de la forme

0 00 - 01]65b avec b #0.
Si un systeme linéaire est consistant, alors

« la solution est unique s’il n’y a pas de variables libres,

¢ le systéme posséde une infinité de solutions §’il y a au moins une variable libre.

Soit 72 le nombre d’équations du systéme et soit 7 le nombre d’inconnues.

Voici quelques situations possibles :

1 % % | % 1 % % | % 1 % % | %
0 1 =% =% 0 1 x| x 0 0 1] =
0 0 03 0 0 1| = 0 0 0|0
pas de solution solution unique infinité de solutions
1 % | % 1 % | % 1+ | =
0 1] = 0 1] = 0 0|0
0 0|7 0 00 0 0O
pas de solution solution unique infinité de solutions
1 % % % | % 1 % % % | %
0 1 * % | % 0 1 % x| %
0 00 0|14 0 0 0 1=
pas de solution infinité de solutions
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Théoreme (Unicité de la forme échelonnée-réduite).
Soit A une matrice de taille mxn.
Alors A est équivalente a une unique matrice échelonnée-réduite de taille mxn.

Preuve. Voir I’Annexe A du livre de Lay ou le site Moodle du cours :

https://moodle.epfl.ch/mod/resource/view.php?id=959673 |
Exemple

. a;; Qyy Qg . .
Soit A = une matrice de taille 2x3 quelconque.

Qg1 Qgy Qgg

La matrice A est équivalente a I'une des matrices échelonnées-réduites suivantes :

(1 0 ‘ [ 1 0] (0 1 0]
* , * , (2 pivots)
1 * 0 0 1 0 0 1
[ 1 ‘ 0 1 ‘ (0 0 1]
o , * , (1 pivot)
0 0 0 0 | 0 0 0
0 0 0
o 0 0 (0 pivots)

L’espace R™

Définition. Une matrice de taille m x1 (c’est-a-dire formée d’'une seule colonne) est appelée

vecteur colonne ou vecteur.

Les coefficients d’'un vecteur (colonne) sont appelés composantes.
Lensemble des vecteurs & deux composantes est noté R2.

Les éléments de R? sont de la forme

R
v:[ 1

, avec v,,0, € R.
)

Remarque. Nous allons identifier les points du plan avec les vecteurs de R? :

Xy
v
N o (Ul’ 1}2) [ 1
. U2
v, %, X
. . . vy
Le vecteur de composantes v, et v, sera noté parfois (v,,v,) au lieu de
v
2

Attention: Ne pas confondre (v,,v,) avec [v1 v2] (matrice de taille 1x2).
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Opérations dans R?

Addition :

Si 7, € R2, alors

. v w v+ w
J+w=| L]+ 1|l=]"1" "1 |eR?
Uy w, vyt Wy
Multiplication par un scalaire® :
SigeR? et AR, alors
= v Av
AW=1| 1|=|""1|eR?
Vg vy

Remarque. Lensemble des vecteurs de la forme A7, avec 1€ R, est la droite du plan qui

passe par 'origine de vecteur directeur .

1. Pour les physiciens, un scalaire est une quantité physique qui ne comporte qu'une grandeur. Pour les

mathématiciens, un scalaire est un nombre.

De manieére générale, nous pouvons définir R, avec n > 3, comme 1’ensemble des vecteurs

(colonne) de la forme

v=1| |, avec vq,Vg,...,0, ER,

muni des opérations d’addition de vecteurs et multiplication par un scalaire :

o addition : si 0,0 € R, alors

Ul wl U1+w1

v w v, +t W
srw=| 2|+| Z|l=| 2. % |eR"

v w v, tw

n n

o multiplication par un scalaire : si v € R™ et 1€ R, alors

vy vy
v Av

Ww=A] 2|=| %|eR”
v Av

n
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Propriétés algébriques de R”
(A1) L’addition est commutative :
T+w=w+0, pour tout U, € R".
(A2) Daddition est associative :
@+v)+w=u+@+w), pour tout #,0,w € R"”.

0

(A3) Le vecteur 0 = est 'élément neutre pour 'addition :

0
i+0=0 et 0+0=0 pour tout v € R".

(A4) Le vecteur —v =(—1)v est 'opposé de U :

T+(-0)=0 et (-0)+5=0

(A5) Siv,weR™ et acR alors a(U+wW)=av+aw.
(A6) SiveR" et a,fc R alors (a+pP)0=av+pv.
(A7) SiveR"” et a,pe R alors (afp)v = a(p0).
(A8) Si veR” alors 10="10.

Remarque. Nous verrons plus tard qu’il y a d’autres ensembles qui satisfont ces propriétés.

Ce sont les espaces vectoriels.

Combinaisons linéaires

Définition. Soient 4,,7,,...,U, € R" des vecteurs donnés.
Le vecteur
- - - - n
U=0a0;+ay0g+ - +a,0, ER", avec o, oy,..., 0, € R,
est appelée combinaison linéaire des vecteurs Uy,..., U, de poids respectifs o ,..., a,.
Exemple
Comme
2 4 6 8 14
3 +2 = = ,
5 -7 15 -14 1

de poids

4
=7

- .. .. - 2 -
le vecteur U = [ est combinaison linéaire des vecteurs v, = [ 5 et U, =

respectifs o, =3 et o, = 2.
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Question: Considérons les vecteurs suivants :

1 2 11
by=| 5|, G,=|1| et v=|19].
=) 3 6

Est-ce que le vecteur U peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v; et v, ?
Autrement dit, est-ce qu’il existe des nombres o, @, € R tels que v = a0, + @, 0, ?

Nous avons :

11 1 2 a,+2a, a, + 2a, =11
19| =a| &|+ay|1|=| o+ a, — Sa, + a, =19
-2 3

6 —2a, +3a, —2a, +3a,= 6
Matrice augmentée :
1 2|11 1 2 11 1 2|11 1 0|3
5 1119 —— |0 -9 -36|—F—]0 1| 4| —— 1|4
L,~L,-5L, L,~-3L, L,—L,-5L,
-2 3 6 Ly—Lg+2L, 0o 7 28 L,—1L, 01 4 Ly—Lg+2L, 0|0

Ainsi, U est combinaison linéaire de v, et U, avec poids respectifs o, =3 et a, = 4.

Remarque. La matrice augmentée est ici [ U, U, ‘ U ] .

Equations vectorielles

Considérons maintenant I’équation vectorielle

X0yt xo0g+...+x,d, =D,

ol dy,dy,...,a,, b € R" sont donnés et Xy, %y,..., %, €ER sont a déterminer.
Cette équation vectorielle posseéde la méme solution générale que le systéme d’équations
linéaires associé a la matrice augmentée [d’l ay - d’k ‘ b ]
En particulier, nous avons ’équivalence suivante :

le vecteur b est combinaison le systeme d’équations linéaires associé a la matrice

— P . |7 .

linéaire de @, d,,..., d'k augmentée [ a; Gy - Q, ‘ b ] est consistant
Définition. Soient U, J,,...,U, € R" des vecteurs donnés.
Le sous-ensemble de R" formé de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs 7, ..., Ek
est appelé partie (de R") engendrée par les vecteurs v, ,U,,...,U, € R", noté Vect{f)1 Ve, ﬁk}.

Nous avons donc

. (= . . n n
Vect{s;,...,0,} ={a 0+ a0y +-+ 2,0, €eR": a;, ay,...,a, e R} cR".

En anglais, on note Span{?, ,...,7,}.

Chapitre 1 - p19



Remarques.

o Par construction, pour chaque j € {1,...,k}, les vecteurs de la forme /11'5j, avec

se trouvent dans Vect{7,,..., ¥, }.

En particulier, en prenant A =0, nous trouvons que
0 € Vect{v,,..., Upts

quelque soit le choix des vecteurs v,,..., 7, .

» Nous avons les équivalences suivantes :
be Vect{éi1 yeers [ik} < le vecteur b est combinaison linéaire de @, d,,...,d,
9, . . - - - 7
< Téquation vectorielle x,a@; +x,dy+...+x,d, =b
posséde (au moins) une solution

< le systeme d’équations linéaires associé a la matrice

augmentée | d; d, -+ d, ‘ b] est consistant

Ilfbfex‘pre,qu‘(’few qéométmaue do I,ch{-v*},
~Si V=0 ,alos Ject 7= 21_6}

AeR,

- S 7:,!6') alors Vet {71 est o drotte do vectenr directenr 7

cl\u' passe  par ,’OPIIJL.V\L‘

11 [ws{'m'l“fﬁv\. s

-

neg %

<)

ol |

Veci‘??f
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Inferpeétation cdométriue do I/ecf% &
— Si %20 ¢ V=0, abors Veck{w v}={0}
- S _ll.)'*.()}ﬂf vV =0 powr mqu;mﬁ\elR,&Qm Vﬂcﬂ&‘,ﬂ=VﬁCf{m}

eﬁf {o- dk‘oﬁle, A vecfw ofl’he_cfwf' EC’ o\ui [)aSJe fq,r llom‘ﬁfy\ﬂ_-
— §i %40, v40 o sl nexitfe pus e fel e =4V, alers

Vet v est o pla do B qui conbient @77 ek T
Cos Va,r‘l"l'w]fu': ¢ :,.\TGIRZ, alory Ve,ci'll-l:t’;\_/’&:mz,

-

xemple .
Tr'ouvu‘ ”e,/a'u,a,‘f‘;oyl dun P(pm, Mﬁ%otf‘e/fa.(‘ —d:[é] fx"’\?c[ ].
Tor dfjnition, Lo plam charchd est VechiRiv.
On chordhe la conduitron cl’appahle’tamcb a Ved{Ta‘,V‘, adement Al

nll=

lR, Oevn,ow‘p,m cl)efu'ﬂt«.ce, deS f’o[uj‘l'akf dr. s:ynLe}ML &S.Yoqﬁc/& (o Mc\fm'&_
m,gww/ﬁ{e, . OV\ o

Mile
~~~
225t

c- 1 1

b-20, |~ o 1
< LS”L3'3L)

Par w&e%mf)

e-30 ) 5~ O o

b2, }
c-lota,

O C~

A
1
Z

FK eled [TV} <@ c-2bre=0

()
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Comme, c=2b—a, les vecteurs de Ved i 27 sort do o forme.

o
b ,avec &,LCTR,
2h-a

On a donc um criltre s simple pour determiner st uan
vedeur apportiot 2 Vet iz Tt

(3] £ Vet {z7% car 20-0=0+%.

Par condre, E%%J e Veﬂa’,?}ﬁ car 22023-2074% =2022 .
Comme los démerts de Ved A Zhson do o o [,5_ |
L'efiw.h'ow e plon. Wz,m«o(r‘&/ pac W of ¥V est done

L'¢ Lwd‘t natri cielle Af——;
g:[;w.l‘\.or\ Sod,’ A YC’\,&‘J a- a.z Ey\,-l une m&f\"l%&'éa&ul, XV

el o) e

. —_ :x-" n
el? soit =\ \ell wn ve,ci“e,ur.
2

On o(e;clmf le pro bk do A ovec ) note” ASZ:, comme e vecteur
oo obteran e Prema.wl‘ (x combinaison lrdaupe dis colonmnex do A
avec Couiml Yu.vids, (or C&««Poja,u,’{ts O(LE/i>

— —_— — —_—
A = & +x,0, tt &, €
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Remaraue.

Le rrodm'} AR et o(L]/qin,é si eF Senleme st (2 nonbre di colonnes
do st Gal ou nombre do cmpasantes de .

si Ao (AT L) Gadver Lo foille 73) ot ;&Hdﬂg,
alors  par o(a}_fnﬂnbn,

=_ oA 2 31_ 21.1¢1, —_[zo
hx Z\‘*\”XSXMR ‘[8]%15}*{2*1:) Az L’r?le
Peppel .

Si ©,7elR" glors lo produit scalaire cnclidien) est deLini par

n
WV = WV, U Vp b U, & =§l Wy -

4

Résle “lgne colowns”
Lo \g—m composante due vechenr At e R™ b (@ Ypodm'i‘ sealare
de b y2me ligne de A avec b vechur colonre 2.

Extwple . Soiek A d % comme dans |'oxtumple preeddant. Alors

V3 2eeremz o [$)[5]-avisent =
G RS
?emarqu .
La, he\s(z Q(fz;m_— m(onun et fm.{‘qu. pour mimfo/r {xpau#’mf les
CPMfoSKIMi‘CS de Az.?&f (zv\i‘rej voir AZ Comme comblnaison (l"uzzu}‘e,

des cplonnes do A et ubile pour dos caleuls ﬂ{m‘iuf (diswonstredions,et.)
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(oréma .
Soit A wne madrice detaille imxin. Soient TV dewx veckeuss do R

d' SOik [)\67E un S Caf_a,ir\e, Nbu,& QVOWS :
\, u—l—\/) ALL, ’\"AV
2. AOJ)=\JL)

w, = V) s —s_ WtV - A,
s UL PR G

' ‘w
LA = (upv) &+ o (w2, = W @ Hv @ b+ G+ U R
:,(UH a k. Ui, ) v bt Vi lo, ) :A{Q*—AV

dj(.

2AOR) 20w )z + o+ O )T = Nw &t m) 200D m

Theoreme .

Seit A={T & -~ ) wme mabnte detwlle mxn .

Soik - Alors

= MGuabvon AT =L, epplbie ehudhon mafncielle,

= Véguation vectorielle =@y +2,7 +.- r w2, =5

-k Y steme. d'equatios lindaires associ€ 2 (@ mdfnc au(\j’m-&w'llﬁé
[z @ -2 |0 )

possdden tous les Trore [e mewe, easemble solutvon .
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Exithence do solutions:

L'é«,mﬁ‘gw madrcielle AX = Foxsédb une soluhon, si et seuleont
o 5 esh une combinaieon lingaire des celonres oo b madrice A
Mkrorak Ak

Az=T et consisharde <= GVfﬁCi-{aT;---zE:»}

Daux queshions 2 posent:

Question A: Commamk diberminer si T peut £¥rire. crame combingison
linagire des clonres de A7

QOwestion 2; Comment determiner s ( ie?fm‘(‘fom watmielle AZ =B
et consistorde. pour Joul cholx de TeR™ 7

-—

tXemEQ,
2 -3 4
Soiend” A=|1 -1 3| o
) -2 1

Détermirar sous qu,/(u canditiong [léim‘h'ovv Ase =L est consighamde

Aul‘re_muxj‘ 0(1.(“, Souns qwﬂu c.wouh‘m\s GVed‘ IL;:UE; na;}
Considirons (o metrice anpmentse [AIT]. Oua:

AT \z -3 +\ } | =2 4 \k,-bz} \1 -z |
L= 1 =13 T, [t -1 3| b | ~— |0 12
1 =2 | et 1 -2 1| by L=L-Lio o o

Ly~ls-L,
Condition d exidence deg solufionr:
be-bi+6,=0 = 193‘:,’1"’2

b—
ZBZ__IDI
bo-bte,
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?a,r' c,em&éﬁw.ﬁ/\k)
AL =C et cons isﬁdc =

o Trouvond:
AL =L et cmsictate <= TeVeck{T, @)
Minsi, Vect 1z, &, &) = Vet by, 0 }
(plan daws R® qui conbient @, et B,
hdrewment dit, o pertie de RS %%le./\e/e, par (s colonwes oo A est

auss( &Ly!owireé par 8 vecteurs 'LZ] ek .

EV\, Ya,r&u»\ufﬂ‘) ewve,/\-{{.ie. [_a,d,[m ﬁwz, \JL-( c,olonvxLS de AS’(L/C/r;meJ'

comme des Combinaisons [imdaires dos veckemrs a: f W,
< s
: -
. [-3 ] (o N
<o e
- -1
I 1 0 oo
(3] 4l
Kemareue, Dans e s, en ped monfrer gue & =0&0 +225 , dsn
Vec,E‘ILZ':,Z;:,E;z\nVed {"'—‘1‘)7‘:7}[

Ve 17, &)
= Vect {?':u?‘:&b
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{orema .
Sot A ume mutice ({e,'{m“l, Xho.
les &Himafl'uns M’Vm‘l‘eJ smf clrw'm[av\;]w :

L Ueguatvon mafrieiolle AL=L et eositardt pour touf

2. Tout vectour ped sécrire coune cobinaion lincaire dog
o lonnes de A.

3. los colonres de A ougonchent P Vet ZZ, . amt=R"™

4. Lo madwen €chylonnde-rediite associée 2 A posiede wn
pivel par ligna. -

Prevve .

les o.rryirmd-iom 1,2 &3 sonk e’civdval.um{'es 2 cange o G o(g/fmﬁow
du probuat AX.

Soit R e pormee dehalonnee- dwite. associce 2 [ mafniee A
Nows avoms denc [A 1L )~ [R] ]

St et wie, olors W dovnigre Ugne do R est v nalll et

\'e_%\,\p\,{ﬁgw A:E'-" es‘“ cov\S{S'(“a.,v\.{"Q, Ppu(‘ '{“‘Du«k C{: {) CS# \/mi,e_
S{, 4) eﬂ‘ W;{,, a.Lgpg (a_, ol.uwlg,l\e, (4,7»\1, AJL 2 e;f w,l(.@ GL/OY?7MQ,
La_, dla,rm\ere_ (pw»PvSMC, Ao est mmlla,) v Syf{?\lwl, A%’-‘-

n,a pas da TD(U:}TOW . Pe.r CDVLW%W.V\}{', 1) ei‘t fxmne aussi . [

Chapitre 1 - p27



Syshemet d’é’wd‘fmf lindasres homosass.

% ry#éw o('e’ymh’avu linaaire§ est ap,ze,&b/ Am'jénf’, s'il pent J€erie
sows lo forine AT =0 ox A et tnt matvee oo tulle mxn et De R
Conséjuamee .

Un.syiteve homagtne est Tojoucs cnsittunt car Z=Cc R et une
soludvou du Systeme, eppolic solution Trivials .

U vechunr wommrud 0 soludion du s:jd%w. sera. appelee
sobhin, nem—triviale .

Queshion.. Sous quelle o difion, un Iyl feme Amfé«e, posede des
solufions non~tainales ?

Constsuonce (doo, Freoreme d'epittence of umicile dos soludvons)

les &ﬁimaﬂ onS Sudvarstes sont cz,-,w'mlw%; :

1. Ax =0 possede dos soluhions wen—trvrales

2. M\T-=-0 [)055%& ol fwfm;’cef do soluhions

3. il § < der varables Uhees

4 y o dos lonnes de A elw m_w\f"m.r e 550U & J.dflvo?l&
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For W{W’ow olfernadvve ;
les &ﬁimmﬂmﬁ Iu,)'Vm‘I'eJ gov»f czrw'mlz«\}w :

1A% = 0 ds soluh ions non—Trnviales
2. \T = 6 ?055%42_ unt Solufion tmwf\u-!l_ (’;(:2—0’)
3, de varableg Ubres

4. o poring ddnlonnde—edule asrocide a A FoyrEoQ,

U \pivo’c por cslonne .

Exemple .
e 22~ 3y +42=0
Consial-zfmns [e, S“y.ﬂ"ém l\.olwoaé,\g_ x - -.\3-&3%-=O
X-U+2=0
Le\ropofml'!w f,/([w:“aires sur (o &'y«e\r de (z, W‘fn'co_ m;wfeé ar.raa:eé
nows donnend : varichle Ulre
!
2 -3 410 @ o5
I« 3|lo]| ~--- o2
1 =2, {lo o O O O

Tar W“'%"“V’"J‘ le SjI{‘cm possedL dos rolufont mew-Tnviales :

o] =

Lensenble solidion est donc Vect{[ i” o Ved-{(—s,—z,n}_
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Thisrtms . Sort A we mabrice do taille m xn .
Supperms qua equadion AL et consistante powr ue aetain LR
Soit 7 R une. soluion. do AZ =T (c'est-a-dice tel que. AF=1).
Lo soluftew 3ﬂfm/mf¢ do AX =5 est [ensemble dos veclenr do
o orme WP+ T gn VER" est une soludrin, do AZ=0.
Prewve. N voir i 1) W=t+7 est une sobudtion do AZ=L
2) Toute solation s'eerit sous o porme P+ V"

1) Yar l\ﬂpoﬂe\,Se, Tv’eTRwevav‘d que A'ﬁeT:

o TR est tel qua AT=T

On o A= MG+ =AF+AV =+ 0 =10

2) Sol:t" _Ut whe a»fre_ %o\MiTiDr\, de Az_—‘g

O e b=t }=» Aa-Ar =L = Ale—7)=0
Ap=1
SV=T-7 est une solution de AX=0
S W=F+V m
Remarque

le théordme wous dit que pour obtenie- foudes les solutions de AT=L
il mﬁm’f de connaltre :

— e Solubion Fe R do AZ=1

— toukes les solubiong de AX=0

1)
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Indﬂf'p,mciwnce lineaure .

J?e/ii'v\i%‘on,
Soeat V), )1V ko vectewrs dg R
O it que. Vewsonlle {70, Bl est Lindaire et inderondiut

(ow Gbre) si ! 'wm'e)uz, solwTon do [ fo,/fiuan‘vbw vechoriellp

— —>
X ¥ XN+ gy, =0

est (a so&d‘-'m fm'Vl"a,Q, fca’e ]RIL.

* O ot quo [ensenble {7,37 . u} st Lictirenand dofondait
(o (i) 5t (Guation vectoriell
X VXN A2y U =0
possede ume fn/:fw'&/cla foluchioms.
En pacfrcalier; sil exitfe des poids ¢,y Cpp montour nals felr qua

— — —_ —
Vit G Vg +---te, v, =0 | 62
On &Ppe{(.e, (k) e velabon do o(Lfl—b»w(amce, (niaire. .
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EX@W\.E(QS.

| ! [
s v Toff] e{d] o o fi] ot it
wa-f}’Mam‘l‘& cor (e MJLn'u, aﬂ'\z,ij"qLﬁé C’.YJ’OC/'eé ;\, /Ieé%cff’b‘\,

—>

veckovielle AV 4o, v+ V5 =0 est .
1 4 ©fo0 \@é’)g 0
> o o | _ o 3 6|0 [a] )
[v, vzvglOJ—-[g 29 8\ ~—[20Q|2 (solufion. umlque,)

2. les vecteurs wi= [g} Wy = [gx ok W=
0

dépendants car (o mafrce amsrv\wfeé esrociee a, | iega,qf:ov\,

vecf‘orie,“e, xﬁ-Al,]-\-Zth—_;-l—Ig\_[/;c? ch:
{ 4 00O Wo-2|o o 2
— >~ A N
v, W2 % I_SJ’ o 32 5 ng%o 2} ) d o ["L]‘t[’ﬂ,éeﬂl.
o O o O O o x’a

Une relatjon, do A&’,w-vo(awcz, Uneayre est ied 2\}7,' -Zu_/;{-'\—u';’-'—‘—c_)».

Remarque..

Soed ..., @, m vedteurs de

¢ sk Aoz} - @) o metoice de fwlle mxn & colomnes &,
Nous avons los quivalences suivandes:

Ty, 0 emseble Ubee <= AT=0 possede we soludion wnique .
{2, &) taseale (6 < AZ<T yosdde wne

Exengl

Lot crtonmss du, boatvice A= T 23 &) st lnsirement
djerdandes car o sobdion do AC=0 et

'J_C'=f[_—szx . avec telR.

;‘
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Cas Fowﬁ ewliers .
— Uensemblo {75‘ 25t Greadremant 1'na¢,13_e,m&mf % o sewlementsi VED,
= Uewsemble 17,7} eof lindairement indepondomt siet somlement s

les vectewrs a et ¥V ne nmf‘]ms mfff[}(u ’{m de (éwfm.

Thiorene . (Carackénsation dos ensemblos Lingds rement olL’p.mdm#r)

Soient 77,7 k vecteurs do R™,

Vonsanble S=47,7, . 721 (vee kz?) est Uncairement dopondant
si ot sadoment 50, awmoing um des vedeurs do S peud seorire. comme
tmbinaison lineare des putres.

T)rem/e .

2— . — g — —_ —_

<) si W= X +°("VZ+"'J‘_O<J-|VJ;‘+ G Vi T - AV alors -
—> — —_— —_— — — —_—

o, Vy ¥ oV bk oli vty o4 u"j+n+~-~+o(k‘/,,_=0

(relatvion do dipondince lindaire car —140)
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=) Supporns que S=1%7,., V.1 est G
A voir: un des 'IZ; sEerilt comme combingison lineaire der auibes.
. s '\71“=6> adocs  frous pouvons écnre V= w0+ +0vg.
« 5i V40 alors par l\:jpoﬂ‘“& y il y @ uar relefion Ao o&/)@ndancc
lindaire ¢V + ¢, Wk Ve =0, avec cy...,Cp hon four nulf.
Soi(r\j @ pls grand, nclice tel qua Cij%O.

—_ = . —_ >
Comme Vﬁl’-O,M avons J?ﬂ car siwows, ¢,V,=0, ovec ¢ +0

)

—_

H ’ —> g —_ — —— —> —
hinsi ) ENt GV ot CJ\/J'=O = C5V5=—c‘v.—c7’\/_b"‘---—c“- WV
et VJ JCCM:" comme Oew.LIWJDm &M_/ﬁv«./\c Ae |/,, IJ ’IVJ-H’ /'v:

S __ S _ S S :
Yo e R & Y-t VJH*---*’ v, =
Tl\-ﬂ.‘bﬂ’tmL‘

Soient V...,V b vecteurs de R,

Si ,O»Lor‘S les vecteurs W/,__}V‘: J’ouf

Yremve.,

Lo, matrice A= [V,)\_/:] est e maface do taille nxke .
St ,alors (o matrce msm#é issociee & AT =0
\oom’oQ fwc,éww{' deos variabler Gbres, co quc z'uflia,ua la_
iblp.b\,d_a”\a. LGV\-L,OMI‘& Ao ]7",.__,7; . [
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Théoreme. .
Si o enseunble S={'\7’;,.--,VE_§ cew'l‘t%f 73 veclewr /\M/, alors i/el’f
_S,wc_efw‘-u/\i' Lt’-C/.

?mv e.

Supposong que '\_/T=6 (Sl'ruwu on rerumieste lef vecteurs]
Nows avons (o reltron. o J-C,/ﬂbvx.m Lineare.

I+0% 07 +..+0v. =0 -

]:VV{—Y‘DMOV\, OMmX a«'ppl,ic,ni\'ov\s Lindouires .
Soit A un matrice de_toilly . Soit 0 e PV ek 5ot Te R
L'~€,‘]M+Tow M@{'n’de,(&, A o’fﬁ? Pu\f J’iﬂ‘r*e vue sous fom.e

A marltipUeation par A /ﬂ{m
O,%, /P>\ N

%MW\K:O\M'.

(4 N — n W
Lov m{-n'cz A (+ran~?7torw\!z, (2 vecJ{‘Emr 7L6K en {?6&

Résoudre AZ=L reviewt 3 trouver = qui of Tantpornd en .
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’ﬂa’{.iv@ﬁm-

Ume Grovnspormation T de R" dans P est wre applicafion qui
o chogue el b pait correspondre un unigue G R
In wole TE)=E

Lensemble B est appele’ lo dovoe do T o espace dedipart,
Lensemble 2" est appde/(z, codomoine de T bu espace d arrivee .
L'onsomble {TeR™: il eisle TR tel que TG2)-1 § <™
st e,p‘w,Lé ML do T, note” TulT).

E)(&wp le fm[’af"lbﬂ\,'l .
Soit A'-"-[.E:'a_«:\,] e madn'te de taclle My .
On peut o(.e,/'DMr" le. fmnsfommﬁbw TR — P suivante:

TE)=AX = 2,0+ +X,8,,
oppedfe ‘f‘rans:i_orwwu‘]‘a’o‘/\, metncielle assocee a (2 matnce A,
Propriehes .
Sorenk i';(\,]’eTP\n e el Owa
LAGG) = AXHA = TEw)) =TEI+TE)
2. AM0X)=MNAX) = TUOD)=2\T&)
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Deéfimbon .
Soit T-R"— WV\L'tY‘aMJJ»OmaIl‘I'Ol«,. e it que T
el awliwi‘v’ow (eneire (ow t’M&']LorM’L)‘OV\/ lineaire) st
LT RAVI=TIR+TE) pour touk @76l
2 TAR)=AT(R) pour toud TeT o Aell
andremant i, si
1. Limage o la. somme de dewx veckeuws
est @ somme olos mage S oy dowx yecteary
2. Vimage du wadbiple o'um vectenr
et b m&?u oo (’{Mj\o_ du vectewr

Exumples.
A T:R—IK car T(xty)=( )z_:xz e
E—~R, g)= ey y

et TE)+TY( Laﬂ = )¢1+UL T(x+v)
2. T-N—R CAr T(x+5)=\/x,_+\~;
X +—=
o Te)+Tl) = VX +VYy T('x_+\7)
3 T: R— R st Lroanre car T(x+tj)= 9(x+3)= Boc+ 93 ——W’L)-]—T(ﬂ )
x ¥—3Jx _
T(Ax)=9300%) = A9 = AT

4T R— . cor T(.:r_+3)= 9(%1—3)
8
et T(xh—T'(j) =9 *’33
= 9 ‘*‘S\Lj

Tlery)
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5. TR —R" d.a_/llfw'{, Par T( [xx,z )—— [3::{'32-2 et Undaire:

T(u’J—V)=T( ) ( u+\/ ) {3(u\+v,)+'l(u. +Vz]

“'z"'Vz (w #+v))- S(u_.,_a—vz)

icu_‘-ﬂuz) % (3V+2\/L] = 3u.l+2u_|:l [3v,+2v2}

(“‘l Suz) -l—(vl S%) _Slﬂ-;_ Vi -5y,
= TIR)4+T)
T w A
T UG- P
=AT@)
?Y'Dgog {hon .

Sl', T: ”&n_"’ csf‘ wnL c..”)(l:u-(‘l'm«, ({u’aire cfpm‘ T(6)= )
Tremve .

Nour eyons T(_@é) =T( OTI.) i O T(If) = —0_> u
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Remargus .
La, combrmrreeiprogue de cafte aﬁirw}sbu st
“Si T(5)40 abrs 'R "— une appliceion linedane”
ef- domne um ritere simple pour decider 51 une transpormation,
nest pas ume applicatvon lineaire-
Comme T:R—=R. dipinie par Thx)=Fxt Fes felle que Tlo)=3+0,
on comdud Tout oo sute gt Tn'esl pas lindaire .

S T(3)=0, alos T torcehnunt instire.

Cmse’qmcu de (2 dz’f,fvxﬁbh.
Soit T:IR"— ume o_pp‘iczv{"m Lindaire.. Alors
Q.T(C_lf+d_\;>)= cT@) 1—0(7_(1/) four %Duf u V'GK dcdé”{

b. Trincipe do Suferfosz{?on;
T, Bt G+..tc ag)=c T@) +c, T ..+ ¢, Tl )
pour tfouk Uy, W, 6R™ of ¢, c, €

Preawe.

e T +d?) = TR +TUP) & TE) +dTE)

b 1L sufgit d'eerive < ro, W bt g = c;lz—*-(c,_’d;k..-} ckﬁp

d,— m(‘l'(irer (ﬂ- p&r{‘u‘e o.. (f(usfc“r:r ]LofS) ) [ |
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Matrice dune epplieation (ndaire -
N"'&S QoS VWL qul pour J‘DMj‘P— W\ﬂv{‘n'c.e, A de ‘{*&“L X,
o 'fmns{,wmoiinw matruelle T_(’)’Z)"*Af est ume a.pp(,ica:]ﬁ'om

bindoure .

Nous ellons voir masintenant” que powr toute application lindaie
TR = R exitte wnt wmique mabice A de tallle macin
tlle e TEV=AL  powr fout ZeR™

Exenole .
Selt T: TR"— J&/{Xue, P
T(')c)\j')f‘ (41*—5\\9 ) Z'x——v ) 314«33)

O o
%) _ G+ S}j _ 4y 5 4 5 45
)15 () g AR
J v, s
dosn T(E)= A 5

On_ re,marﬂ‘l».t tiv\Q,

G- f) o -

3+0) 3 0+3
sond s wlonnes do o matrce A .
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Soiewf & =|° , =2, T °1eR
o 6 1
2%,
Soit £=X% \el’l&” un vecleur ?uo,/c,on7u_
X,

Var owstruchion, X'=2,€, F %8, 1—-..-}—9(%5:
1y —_ — —
MLW o(ﬂt) _SZ= €\€,2~-~—é:13'x,
S,
'J}e,vf/tw‘l’\on- L © 0 -0
- — 9 &5 9.8
o mebeer ToolE, &2 1=]% 0 T8

O o ©---)

est a”za,(,v:z, o wabrc (dambie Cow unite ) de {‘wUL nXn.

—_—

N %=1
Ows ovons : x=ln’x,

Sot T:R"— wt gpplication lindaire.
Soit £ =%,€ + 1,8, +--+2,,8,. € R™ un vecteur ?ua,{cont”u.
le principe do yufe.rros{ﬁ’ok, ,'pruqu.-

TE)= 2, TE&)+x, V) +... + %, T(E),)
Rinsi) Uimage de % o antidroment difermin par r imoges
dis vectours &, e il suppt do calenle— TR@), .. TE)
pour omnaifre TGE) pour un vecfenr ZeR™ qm(cona‘u.
Comme  TE)=2,TE)ru, Vey,) +...+ 2, Tley)

=[TE) &)~ Teey) ] 2

rows sy dene TRX)=AZ o A=[Tle) T)--Tle)]
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WéEl'anm,
Soit T R 2" wne. applbieahion, lindaire . Lo matrica de faille, mxn
dowk les colonnas sont bes imeges do§ w veckenrs €. e

A-[T@) T(;) - Tee)) ]

et Otﬂl-?.(a_/é mojn'a WqutIuwevJ“ &SJOC’»‘% & T.

Theo€nr .

La matrnce A wwwlg‘wm.o.w}' assoute X T est /’Mquz, m,a.'l‘n'cz,
de fadle m xn felle L’IU«L T(Z)=A< pour tout 7€ mR".

Cons{ciw,moz,.

L' appli cation lindaire T: R""— "™ st done lo framcpormahin,
mabricielle, asrocide 3 (o mdnee A=[T@) - T(&)].

Nous avons I'eﬁu;\mle,mg,.-

TR —R™ % Tt =™
arfuud‘t'on lindaare = { fmn.roctrrmaﬁm Ma}n‘ub/&
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Exemples -

Construire (U m‘f‘n’ee.r ca,mwziw,\,e,\d‘ a$50 A€el aunx
opp Wecdrone b nalaipeg Swivambe | :
.= J,Q/{A‘W‘\e_ e T(x,uo,a):(ll-x—zn +32, 5L+(a3,5x——2)

T(4,0,0)=(4-0+0,5+0,9-0)=(4 5,9) ) .
3
T(0,4,0)=(0-2+0,04¢ 0-0) = ) AT=[5 o}
g 0-l
T0,011=(0-0+3 0+0,0-4)=(5,0,-1 matrier T3

2. TR = deginie par T(x,y,2)= (42 -2y +32, Surey)

T(1,0,0)=(4-040,5+01=(4,5) \
T(04,00=(0-2+0 04 )= 7= A;[g 31
T(001)=(0-0+3,0+0)=(3,0) | mateice 7,23

5.TF — Jl/{/t'v\/‘\t prr T{x,,oh(‘(-x—z\\), 5L+(a3,5x)
T(4,00=(4-0,5+0,8)=(4.539) 4
T(0,4)=(0-2,04¢,0)= 9

matner 27,

4 Rotetion f = d)ms(ﬂ. T oudour do I%H'jim (dans lo seme Pos'i'Jv‘J_ Q)
Y]

v
2
T
(1,00 = 1
{;(O)t')'%-\,O)} > AJ”{ O]

& ooz gl
¢ f(x,2)=(—tj)oc) powr ot (x,?\éﬂzz
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5. Retation %" =T dangle B gubpur do loriing (dans b seme posidiy .

5)9( ) )=( ) ) } - A ,__[ —»gfn(e)]

Gyl0,1) = (—simi®) cos(®)) ws(o)

s g=ag =l 2zl

= ol )= (essto -y s00), 2500 iy coslo) ?vao‘}fé
6. Symétric 6: KR dlue 05 ( "micoic werkical”)
Y 9
[ * /g_\ *[?]
| . | 2

(L0y=06L0 ) 0

(0,1)=(01) } 7 A l~ jl

dou 0@ -AZ © 6 (ﬁﬂ)[ ?][fﬂ
< (317

= §lx,y) = Cyy) pour oot (x,j)emi
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:Be’_p’w'%n’ovx,.

Soit T IR"—= " une. franspormation .

- On dit que T est surjechive si InlT)=R™: fout vechour do K™
est image d'a moins un vecheur da R, clest-a- olice Ttz)=t
admet i uoins wne solubion, e R pour but TeR™

- On it que T est injective. si fouf veckeur de [ est image
Jlou plus un veckewr oo ]RYL) Cest-a-dice TG0 =T
admek am plins wne solution e TR pour tout e R™.

= O & qu T est é{)'ecﬁ've i fout vectenr do. R est (e
d'oxactement un vectenr do R

Thisreme .
Seif T Pn—»ﬁzw e aﬂohc,ofww L(,V\Q/GUPC

On a l'ezluivwl%ce, :

T est t'vtj'eo{‘“ve 2> Z=) ext l'u,m}c]uz, solubvon, de TE)=0

Yeewve .

I

=) Supposons que T est ivjeo’l‘rve_-
A wir: =0 est l'umigue solubion oo TIS)=0.
Comme T est lnegire, ow o T(0)=0.
Yar conséquont , =T est wne solubion, do TTE)=0.
Comme T est injechive , T(E)=0 admetan plint wie soluhion .
Aimse, £=0 et I'waiwz, solubion. de TG2)=0 .
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@) On va. montrer Lo c,sw{‘m;posefe :

—>

ST :'VLJCJTVC alors =0
Lo T&)=0.”

/ 'lmu'qu, solufion,

Sh,pporons a'ue, T nest (7@5 :’nd'eof‘n‘ve,-
Mors il existe (aun waoing) um B ER™ tel que TG =%
admel FLMS d'ens. soluhon . Seemt &",76 R doux soluhong
distnctes - [ T&X) - . .
e s Gvec WV (aufrewu& di,t,ﬁ’—V%O)
T V)=1g
Comme T est Uv\&u're) om U
T@-V) =T@)-TF)=T-T =0

Pti.nsil t_:——7=l=—6> est AnSSL une So(w'l*l‘on do TGCT)‘—“-—C? [

Thdoreme .

Soitr T:R"—TR™ ume application lindaire .

Sett A la matece do taille vxn mmﬁwwr assotice a 1.
Les agpirmations suivantes sowt cquivalentes ;

LT injective

2 TG =6 admel au plus wne solubion, powr touf TeR™

3. %20 et l'wuique solubion Je TE)=D

4.2=D et l'wwO[uL solubion, de AZ =0
. —£=6 et(' I,WWO(ML 30‘44,{"\:% 0(.1, xlai-k-.-.-l-xwa)%‘—'—é}

6. Lles w colonnes de A sowt Lnezirement independantes.
1.l porme echalonnge-redwide. essocee & A o un pivot par colowne.
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Thdoreme .

Soit T:R“—T" ume application lindaire .

Sett A la macice do taille minn camovigument assouice & T
Les agpirmations suivantes  sowt éauivatentes ;

{. |
2. T =1 admeb solution powr foud’ Te ”a%

3. AX=T admet solution, powr toul TeR™

4. Tout TER™ s'éenit comme combinaison (indaire des colonnes do &
5. Les w colonnes do A ﬁasmdr@ht

G Vet {2,,... @ J=RR™

{ le porme echa(onnee-redwile. essoce & A a un Fi\/of par lt’gm.
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